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PKEFAZME  . 


Nel r  accingermi  a  scrivere  di  Achille  Sannia,  una  folla  dì 
meste  ricordanze  mi  si  affaccia  alla  mente.  Legato  a  lai  di  pa- 
rentela, da  lui  invogliato  agli  studi  matematici ,  suo  discepolo 
e  coadiutore ,  oggetto  di  tanti  suoi  benefizi ,  io  non  posso  fis- 
sare il  pensiero  sulla  sua  nobile  figura,  senza  che  mi  si  risvegli 
dentro  piti  pungente  il  dolore  di  averlo  perduto.  Unico  conforto 
mi  è  poter  oggi  esprimere  qui,  in  fronte  al  volume  che  forma 
il  suo  testamento  scientifico,  la  mia  profonda  gratitudine,  che  gli 
anni  accrescono  avvalorandola  deiresperienza  della  vita.  Ma  il 
Sannia  ha  lasciato  larga  eredità  eziandio  come  insegnante  e 
come  cittadino;  e  però  qualche  cenno  sulla  sua  vita  non  sarà  alla 
gioventù  studiosa  di  minor  ammaestramento  che  il  presento 
suo  libro. 

Egli  nacque  in  Campobasso^  capoluogo  del  Sannio,  il  22  aprile 
1822,  da  un  egregio  magistrato,  che,  giunto  ai  più  alti  gradi, 
fu  dal  Governo  borbonico  messo  anzi  tempo  in  ritiro  per  aver 
in  un  processo  per  reato  di  stampa  contro  tre  giovani  liberali 
(Mancini,  Pironti,  Trincherà)  negato  il  voto  alla  ingiusta  con- 
danna. Egli  stesso  il  giovane  Achille,  mentre  attendeva  agli 
studi  in  Napoli,  era  segnato  dalla  polizia  come  uomo  «  d'in- 
cesso repubblicano  »  e  stofl'a  di  «tribuno  ».  Pure  potè  presen- 
tarsi al  concorso  per  la  Scuola  dei  Ponti  e  Strade ,  che  acco- 
glieva 40  alunni,  dei  quali  riesci  il  primo;  e  alcuni  anni  dopo 
esserne  escito  con  molto  onore,  protetto  dalla  benevolenza  dei 
maestri,  fu  chiamato  a  insegnarvi  (1853)  prima  Geometria  a  tre 
coordinate ,  poi  Geometria  descrittiva  ed  applicazioni  ;  ed  egli 
seppe  guidare  i  migliori  alunni  a  risolvere  nuove  questioni  sulle 
superficie  di  2»  grado  con  notevole  eleganza. 

L'Università  napoletana  in  quel  tempo  languiva,  trascurata 

dal  Governo  pigro  e  ombroso ,  e   la  Scuola  di  Ponti  e  Strade 

era  T  unica  ove  a  pochi  fosse  concesso  studiar  seriamente  la 

Geometria  descrittiva  e  la  Meccanica  e  poi  le  Matematiche  ap- 

Sauvia  —  Oeùmetria  proiettiva.  o* 
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plicate;  d'  altra  parte  nelle  scuole  secondarie  dello  Stato  scarso 
era  Tinsegnamento  della  Matematica  elementare,  come  di  altre 
discipline.  Alle  molte  lacune  sopperiva  T insegnamento  privato, 
che  per  antica  tradizione  era  assai  fiorente  e  sviluppato  \  e  il 
Sannia  aperse  appunto  uno  «  Studio  di  Matematiche  ».  Ivi,  con 
queir  energia  di  mente  e  di  corpo  che  restò  fino  all'ultimo  un 
dei  suoi  tratti  più  spiccati,  stando  fermo  per  sei  ore  sulla  cat- 
tedra senza  dar  segno  di  stanchezza,  insegnava  alternamente 
in  quattro  classi  tutte  le  disciplino  matematiche,  dairAritmetica 
al  Calcolo  integrale  ed  alla  Meccanica  razionale,  dalla  Geome- 
tria elementare  alla  descrittiva;  e  ciò  con  la  scorta  dei  migliori 
trattati,  che  cementava  con  rigor  di  critica,  aggiungendo  con 
ferrea  memoria  copiose  notizie  storiche,  eccitando  (nel  che  era 
impareggiabile)  T  inventiva  e  T  emulazione  dei  giovani  con  una 
ricca  raccolta  di  esercizi,  esigendo  che  li  scrivessero  con  garbo 
e  trovando  il  tempo  di  leggerli  e  postillarli.  E  come  so  non  ba- 
stasse, egli  dava,  oltre  alle  accennate,  una  lezione  gratuita  per 
divulgare  le  opere  dello  Chasles  ,  quelle  del  Brioschi  e  del 
Baltzer  e  del  Trudi  sui  determinanti^  qualche  memoria  del 
Bellavitis,  la  teoria  delle  coordinate  omogenee,  quella  dell'in- 
vorsione,  ecc.  Alcune  dottrine  erano  svolte  in  modi  nuovi,  che, 
pubblicati ,  gli  avrebbero  fatto  onore;  ma,  non  avendo  egli  da 
giovane  affrontato  il  pauroso  mostro  della  pubblicità,  né  ap- 
pagandosi mai  di  semplificare  e  limare,  non  osò  dar  nulla  alle 
stampe;  e  fu  danno  per  le  scuole  nonché  per  lui  stesso.  Tutta- 
via, se  non  con  gli  scritti,  egli  contribuì  potentemente  alla  dif- 
fusione ed  all'incremento  della  scienza,  formando  con  l'ardore 
e  la  lucidezza  della  sua  parola  molti  valenti  discepoli,  sparsi 
ora  per  le  scuole  secondarie  e  superiori  eli  tutta  Italia. 

Costituita  intanto  la  nazione  in  unico  Stato,  il  Sannia  venne 
dai  napoletani  eletto  membro  del  Consiglio  municipale,  ove  fu 
preposto  air  ardua  impresa  di  instaurare  e  ordinare  le  scuole 
comunali:  nuove  immani  fatiche,  e  nuovi  stimoli  alla  sua  ope- 
rosità. Inoltre ,  introdotte ,  per  V  avvenuto  riordinamento  delle 
scuole  governative,  la  licenza  liceale  e  l'universitaria  coi  rela- 
tivi programmi,  l'insegnamento  privato  veniva  a  perder  quella 
libertà  di  metodo  e  di  estensione  che  ne  erano  stati  la  forza 
e  il  vanto.  Perciò  nel  1805  il  Sannia  abbandonò  lo  Studio  pri- 
vato (  che  fu  per  alcuni  anni  continuato  da  me  con  gli  amici 
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Pisani  e  Sai.vatore-Dino),  ed  entrò  nella  carriera  universitaria, 
prima  col  modesto  incarico,  che  egli  seppe  rendere  importante, 
d' insegnare  il  disegno  di  Geometria  descrittiva ,  poscia  con 
r  incarico  della  Geometria  superiore.  E  quando  fa  instaurata 
la  Cattedra  di  Geometria  proiettiva,  egli  ne  divenne  professore 
ordinario  (1877),  lasciando  quella  che  aveva  conservato  nella 
scuola  degl'  Ingegneri  succeduta  air  antica  di  Ponti  e  Strade, 
nonché  la  Geometria  superiore.  Poco  prima  (1876)  Morcone, 
patria  dei  suoi  antenati ,  lo  aveva  inviato  rappresentante  alla 
Camera  dei  Deputati.  Nel  mandato  fu  poscia  confermato;  ma, 
avendovi  rinunziato  per  far  parte  della  Giunta  superiore  del 
Catasto,  venne  nel  1890  elevato  alla  dignità  di  Senatore. 

Tanta  varietà  di  occupazioni  non  valse  a  frastornarlo  dagli 
studi,  che  erano  il  suo  vero  amore;  e  la  presente  opera  fa  fede 
del  giovanile  vigore  con  cui  vi  si  dedicò  finché  ebbe  vita. 

Essa  è  il  prezioso  frutto  delle  sue  lezioni  universitarie,  ed 
egli  vi  ha  trasfuso  tutto  sé  stesso  (^). 

La  prima  edizione  ne  fu  compiuta  nel  febbraio  del  1891,  e 
r  Autore  vi  premise  un'avvertenza,  che  é  bene  qui  riprodurre: 

«  Sono  ormai  molti  anni  che,  esaurita  V  edizione  italiana,  ed 
«  anche  la  francese,  degli  «  Elementi  di  Geometrìa  proiettiva  » 
«  dell'illustre  Prof.  Cremona,  io  ricorsi  airespediente  di  far  li- 
«  tografare  parte  delle  mie  lezioni  di  Geometrìa  proiettiva,  ce- 
«  dendo  cosi  alle  insistenze  dei  mici  discepoli  ». 

«e  In  seguito,  volendo  compierle  e  recarle  a  forma  più  corretta, 
«  m'indussi  a  pubblicarle  per  le  stampe;  ed  all'uopo  fu  aperto 
«  dall'  editore  sig.  B.  Pellerano  un  abbonamento ,  nel  quale  si 
«  prometteva  un  volume  in  8.^  di  circa  500  pagine  ». 

«  Or  avvenne  che  durante  la  stampa,  incominciata  nell'Otto- 
«  bre  del  1885,  il  desiderio,  anzi  il  bisogno  di  esporre  alcune 
«  teorie  fondamentali  nel  modo  più  nuovo  e  più  rigoroso ,  fa- 
«  cesse  crescere  il  volume  sino  a  più  che  600  pagine  ;  il  che, 
«  insieme  ad  altre  gravi  cagioni,  che  non  é  opportuno  riferire, 
«  menò  assai  in  lungo  la  pubblicazione  dell'opera  ». 

«  Ciò  mi  costringe  a  porre  un  termine  alla  pubblicazione  stessa, 
«  senza  aver  potuto  svolgere  tutto  intero  il  programma  che  mi 


(*)  Gli  Elementi  di  Geometria  portano  col  mio  il  suo  nome,   ma   non 
mi  lusingo  che  rispecchino  fedelmente  lo  preclare  doti  del  mio  i^aestro. 
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«  ero  proposto;  tanto  più  che,  esaurita  la  prima  edizione  a  mi- 
«  sura  che  veniv^a  alla  luce  per  fascìcoli,  ho  dovuto  intrapren- 
de derne  immediatamente  una  ristampa  (non  senza  parecchie  mu- 
<c  tazioni  ed  aggiunte)^  per  sopperire  ai  bisogni  della  scuoia  ». 

«  Chiunque  abbia  esperienza  dì  opere  scolastiche  sa  quanto 
«  sicno  frequenti  casi  simili  al  mio,  e  vorrà  certo  darmi  venia 
«  se  l'opera  non  risponde  esattamente  al  programma  ». 

«  Urgcndo  intanto  il  tempo  e  mancando  lo  spazio,  io  riserbo 
«  air  accennata  ristampa  la  prefazione,  nella  quale  conto  di  en- 
«  trare  in  particolari  sul  piano  secondo  cui  Topera  è  costruita 
«  e  su  quanto  debbo,  primieramente  alla  corrispondenza  tenuta 
«  col  ch.o  Prof.  C.  Segre,  e  poi  air  intelligente  ed  assiduo  aiuto 
«  dei  Professori  Del  Re  c  Amodeo,  già  miei  assistenti  ». 

La  seconda  edizione,  che  oggi  si  presenta  al  pubblico ,  non 
era  giunta  che  a  pagina  360  quel  tristissimo  8  febbraio  del  1892, 
nel  quale  Achille  Sannia  ci  fu  rapito  da  morte;  vittima,  sì 
può  ben  dire,  dell' impazienza  febbrile  con  cui,  ad  onta  della 
grave  età,  attendeva  alla  stampa;  dell'indomabile  ardore  d'in- 
segnare, che  lo  spingeva  a  dar  lezioni  al  di  là  del  dovere;  del 
disprezzo  che  aveva  di  ogni  cura  materiale  e  d'  ogni  pensiero 
che  non  si  rivolgesse  alla  parte  ideale  dell'uomo.  Volle  recarsi 
all'  Università  anche  un  giorno  che  vi  si  era  cominciato  a  tu- 
multuare, e  intrattenendosi  negli  aperti  corridoi  senza  poter  far 
lezione,  contrasse  la  polmonite  che  lo  spense  ! 

La  morte  dell'  uomo  insigne ,  che  con  la  bontà  «aflFascinava 
chiunque  lo  avvicinasse ,  che  nella  scuola  e  dovunque  aveva 
profuso  generosamente  l' opera  sua ,  eccitò  1'  universale  com- 
pianto (^).  Dolenti  sopra  tutti  gli  antichi  suoi  discepoli,  uno  dei 
quali  dichiarava  che  essi  trovavano  in  lui ,  anche  meglio  che 
il  maestro,  la  guida,  il  protettore,  il  padre. 

Era  desiderio  comune  dei  cultori  della  scienza,  degli  studenti, 
dell'editore,  della  famiglia,  che  la  stampa  fosse  condotta  a  ter- 
mine; ed  a  me  ne  fu  commesso  il  compito,  che  assunsi  di  gran 
cuore  come  un  sacro  dovere ,  potendo   contare  sulla  coopera- 


(*)  Un'eco  fedele  ce  ne  conserva  ropuscolo  «  In  memoria  di  Achille 
Sannia».  Chiedo  venia  di  aver  qui  riprodotto  qualche  passo  di  scritti 
ivi  contenuti  di  mio  fratello  Francesco  e  dei  professori  G.  Torelli  e 
P,  DEL  Pezzo,  poiché  nò  io  avrei  saputo  dir  meglio  di  loro,  né  a  lo- 
dare quel  benemerito  si  è  mai  in  troppi. 
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zione  del  dott.  E.  Ascionk,  ora  professore  neir  Istituto  tecnico 
di  Caserta,  Questo  giovane  egregio  ha  messo  in  servizio  della 
pia  impresa  una  fine  intelligenza ,  una  devozione  filiale  alla 
memoria  del  maestro,  ed  io  gliene  esprimo  il  più  caldo  ringra- 
mento.  Né  dimentico  il  prof.  A.  del  Re,  che  anche  a  noi  giovò 
di  consiglio  e  di  aiuto  quando  più  erano  opportuni. 

Nel  presente  volume  è  svolta  la  parte  fondamentale  della  Geo- 
metria proiettiva  con  metodo  puramente  sintetico ,  sicché  ben 
gli  si  addirebbe  V  epigrafe:  «  geometrica  geometrico  »  ;  ed  è  il 
primo  trattato  italiano  di  simile  tipo. 

I  gruppi  armonici  vi  sono  definiti  indipendentemente  da  re- 
lazioni metriche,  come  nello  Staudt  (^).  Due  forme  fondamentali 
son  definite  proiettive  se  dall'una  può  ottenersi  l'altra  mediante 
un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni;  da  questa  definizione 
scaturiscono  le  proprietà  delle  proiettìvità  nel  campo  binario, 
e  segnatamente  la  importantissima  della  identità  di  due  forme 
semplici  in  corrispondenza  univoca  con  tre  coppie  di  elementi 
corrispondenti  coincidenti;  dalla  quale  è  dedotta  quella  che  in- 
vece lo  Staudt  assumeva  come  definizione  della  proiettìvità: 
due  forme  fondamentali  in  corrispondenza  tale,  che  a  quattro 
elementi  armonici  corrispondano  quattro  armonici,  sono  proiet- 
tive. Il  procedimento  del  nostro  Autore  offVe  il  vantaggio  di 
non  partire  da  una  definizione  troppo  artifiziosa. 

In  questa  seconda  edizione  ò  introdotta  la  teoria  delle  «  pro- 
iettìvità armoniche  »  (*),  dalla  quale  discende  quella  delle  in- 
voluzioni armoniche  ». 

La  teoria  dell'  involuzione  è  svolta  secondo  lo  Staudt  ,  ma 
con  maggior  cura  dei  particolari,  in  guisa  da  non  trovar  ri- 
scontro in  nessun  altro  trattato. 

Gli  elementi  immaginari  sono  rappresentati  mediante  le  invo- 
luzioni ellittiche;  ma  non  sono  considerati  separatamente,  come 


O  Non  sarà  mai  abbastanza  raccomandato  ai  giovani  lo  stadio  dolla 
classica  Geometrie  der  Lage  {Geometria  di  posizione),  di  cui  esiste  una 
pregevole  traduzione  italiana  del  Prof.  M.  Pieri  (Torino,  1889). 

{*)  Skobe:  Note  sur  les  homographies  hinaires  et  leura  faisceaux.  (Journal 
fflr  r.  u.  a.  Mathematik,  t.  100,  1886)  ;  Stephanos:  Mémoire  sur  la  repré- 
sentation  dea  homographies  hinaires  par  points  de  V  espace  (Math.  Ann., 
t.  22). 
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con  più  profonda  indagine  fa  lo  Staudt  (^),  bensì  a  coppie;  il 
ohe  in  molte  questioni  è  sufficiente,  mentre  evita  complicazioni. 
In  ciò  l'Autore  prescelse  la  via  indicata  dal  Segre  (^). 

Inoltre  egli  adopera  il  «  calcolo  con  proìettività  >  («prodotti» 
di  proiettività,  proiettività  «  permutabili  »,  «  gruppi  »  di  proiet- 
tività,  involuzioni  «  unite  »,  ecc.)  prima  sviluppato  dallo  Ste- 
PHANOs,  e  lo  applica  alle  proiettività  «  cicliche  »  suir  esempio 
del  Wiener,  e  svolge  altre  proprietà  delle  proiettività  binarie 
seguendo  il  Segrb. 

Il  calcolo  con  le  proiettività  e  le  coppie  di  elementi  immagi- 
nari sono  il  più  spesso  lo  strumento  col  quale  il  Sannia  riesce 
ad  andare  più  a  fondo  degli  altri  autori  nelle  singole  questioni; 
cosicché,  confrontando  il  suo  con  altri  trattati  sintetici  (Staudt, 
Reye,  Steiner-Schròter,  Cremona^  ecc.),  si  trova  che  tutti  gli 
argomenti  in  esso  presi  ad  esporre  vengono  studiati  con  mag- 
gior ampiezza  ed  approfonditi  fin  dov'era  didatticamente  com- 
portabile. 

Non  mancano  parecchie  pagine  dedicate  alle  relazioni  me- 
triche, prese  in  parte  dal  Poncelet  e  dallo  Chasles;  ma  esse 
stanno  da  sé,  indipendenti  e  non  influenti,  in  un  paragrafo  a 
parte  introdotto  in  questa  seconda  edizione.  Vi  è  schivato  il  rap- 
porto anarmonico,  forse  con  troppa  ritrosia. 

Mentre  nella  prima  edizione  le  coniche,  reali  e  imagìnarie,  eran 
definite  come  «  sistemi  polari  »  al  modo  dello  Staudt,  l'Autore 
ha  in  questa  stimato  più  conveniente,  per  riguardi  didattici,  di 
definir  prima  le  coniche  reali  mediante  due  fasci  o  punteggiate 
proiettivi  ed  esporne  le  principali  proprietà,  incluse  le  polari; 
riserbandosi  di  estender  più  tardi  tali  proprietà  ai  sistemi  polari 
e  quindi  alle  coniche  immaginarie.  In  ciò  egli  ha  seguito  una  via 
parallela  a  quella  tenuta  nelle  forme  di  prima  specie,  dove  prima 
aveva  studiato  le  proprietà  relative  a  coppie  di  elementi  reali 
e  poscia  quelle  relative  a  coppie  di  elementi  immaginarìi,  ossia 
alle  involuzioni  che  le  rappresentano.  Inoltre,  dopo  le  forme  di 
prima  specie  ò  passato  a  quelle  generate    da   due    tali   forme 


(*)  Nell'opera  ^Beitr&ge  zur  Geovietrie  der  Lage  »j  degno  complemento 
della  Geometrie  der  Lage. 

(*)  Cfr,  la  memoria:  Le  coppie  di  elementi  immaginari  ecc.  (Acc.  di 
Torino  v.  28,  1886). 
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proiettive,  e  quindi  anche  alle  quadriche  rigate.  Ciò  ha  fatto  an- 
che perchè  gli  permetteva  di  affrontar  presto  dei  problemi  impor- 
tanti relativi  alle  forme  di  prima  specie,  p.  e.:  costruzione  degli 
elementi  uniti  di  una  proietti  vita  e  della  coppia  comune  a  duo 
involuzioni,  problemi  di  2°  grado,  ecc. 

Era  giunta  a  questo  punto  la  stampa,  quando  il  Sannià  cessò 
di  vivere.  A  noi  incombeva  il  dovere  di  rimetterla  al  più  presto 
sulla  via  della  prima  edizione,  e  perchè  il  tempo  stringeva,  e 
perchè  sarebbe  stata  troppo  ardita  e  inopportuna  impresa  so- 
stituirci air  Autore. 

Prima  nostra  cura  fu  di  stabilire  il  principio  di  dualità,  che 
troppo  aveva  aspettato. 

Indi  passammo  alla  correlazione  ed  alFomografia  (e  in  par- 
ticolare all'  affinità  ed  alla  omologia  ) ,  trattandone  prima  nel 
piano,  poi  nella  stella,  e  da  ultimo  nello  spazio  ;  mentre  nella 
precedente  edizione  erano  trattato  insieme.  Dopo  abbiamo  rag- 
gruppato in  un  capitolo  a  parte  tutti  quei  teoremi  della  prima 
edizione  che  provenivano  dair  applicare  alle  coniche  reali  la 
correlazione,  V  omografia,  V  omologia,  T  affinità,  ecc.... 

Facemmo  seguire  la  classificazione  di  omografie  contenuta 
nella  prima  edizione  (^)  5  ma  prima  dimostrammo  ohe  ogni 
omografìa  piana  ammette  sempre  almeno  un  punto  unito  ,  ed 
evitammo  cosi  quel  cambiamento  di  ordine  delle  materie  ac- 
cennato appunto  in  una  nota  della  prima  edizione.  Ciò  potemmo 
fare,  perchè  si  era  già  trattato  delle  coniche  reali. 

Abbiamo  poi  considerato  le  omografie  e  correlazioni  dege- 
neri: ma  quei  brevi  cenni  che  la  prima  edizione  conteneva,  sulla 
classificazione  di  correlazioni  piane  e  non  degeneri,  ci  è  parso 
conveniente  di  porli  fra  gli  esercizìi ,  non  solo  enunciati  ma 
anche  sviluppati. 

Poi  siamo  passati  alle  polarità.  Abbiamo  trattato  separata- 
mente della  polarità  nel  piano,  nella  stella,  nello  spazio,  modi- 
ficando radicalmente  V  ordine  della  prima  edizione  ;  premesse 
alcane  nozioni  generali  per  tutte,  abbiamo  dedotto  singolarmente 


0  II  DRL  Kb  qui  arrecò  varie  cose  (analoghe  a  quelle  pel  campo  bi- 
nario) sulla  trasformazione  di  omografie  e  reciprocità  (in  particolare 
involutorie)  le  une  con  le  altre,  sulla  loro  permutabilità ,  e  sullo  que- 
stioni   che    a  queste   si  collegano  (coppie  di  coniche,  ecc.)* 
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i  più  notevoli  risultati  relativi  alla  trasformazione  di  omografie 
e  correlazioni  mediante  polarità,  e  specialmente  alla  trasfor- 
mazione di  una  polarità  mediante  un'  altra. 

Finalmente  abbiamo  introdotto  i  concetti  di  conica,  cono  e 
quadrica  immaginarii. 

Giunti  così  air  ultimo  paragrafo ,  abbiam  potuto  riprodurre 
quasi  integralmente  il  resto  della  prima  edizione,  il  quale  tratta 
diffusamente  degli  assi  di  sintesi  ed  umbilichi  di  due  coniche, 
del  sistema  di  due  coniche,  dei  fasci  e  schiere  e  fasci-schiere 
di  coniche. 

E  cosi  han  termine  queste  «  Lezioni  ».  La  mole  cresciuta 
molto  al  di  là  del  previsto,  nonché  le  ragioni  dianzi  accennate, 
non  ci  hanno  permesso  di  renderle  complete  aggiungendovi 
altri  capitoli  dedicati  ad  altri  argomenti;  cioè:  fuochi  e  sistemi 
unifocali  e  confocali  per  le  coniche;  teorie  analoghe  per  i  coni 
di  2o  grado;  quadriche  e  cubiche  gobbe.  Ma  insomma,  ove  si  vo- 
glia tener  conto  della  estensione  che  solitamente  hanno  i  corsi 
di  Geometria  proiettiva,  si  vedrà  che  pochi  sono  gli  argomenti 
che  qui  mancano.  Vi  abbondano  invece  gli  esercizi,  tra  i  quali 
molti  assai  interessanti  contengono  anche  ricerche  originali,  che 
non  trovavano  posto  nel  testo. 

Per  lo  spirito  puramente  geometrico  cui  il  presente  trattato 
s'informa,  per  la  profondità  con  culi  singoli  argomenti  vi  sono 
studiati,  per  T  uso  felice  del  calcolo  con  proiettività,  per  il  ri- 
lievo che  vi  ò  dato  alla  rappresentazione  degli  enti  immaginarii 
mediante  involuzioni  e  sistemi  polari  reali ,  per  la  fisonoraia 
tutta  propria  che  presenta,  esso  occupa  un  posto  cospicuo  fra 
le  più  recenti  opere  dedicate  alla  Geometria  moderna,  e  merita 
di  esser  conosciuto  e  diffuso,  non  soltanto  in  Italia,  ma  dovun- 
que sia  in  auge  il  culto  della  scienza  geometrica. 

Essa  si  raccomanda  inoltre  per  un  linguaggio  sempre  pre- 
ciso e  per  un'  esposizione  limpidissima,  qual'  era  da  attendersi 
da  un  uomo  di  così  spiccate  attitudini,  che  poteva  dirsi  plasmato 
da  natura  per  insegnar  Matematica. 

Possa  questo  forte  libro  perpetuare  V  opera  indefessa  del 
Sannia  a  prò  degli  studi  geometrici,  insieme  con  la  sua  cara  e 
venerata  memoria. 

Torino,  27  Gennaio   18%. 

Enrico  d'Ovidio. 


§1. 

Deflnixlonl. 

1.  Lo  studio  delle  proprietà  dello  spazio,  il  cui  obbietto  ap- 
partiene alla  geometria  in  generale,  si  fa  mediante  Tuso  di  enti 
geometrici  dati  a  priori  nello  spazio  stesso,  e  che  vengono  chia- 
mati i  suoi  elementi  generatori.  Nella  geometria  proiettiva,  pro- 
priamente detta,  questi  elementi  sono  il  punto,  la  retta,  il  piano. 
Un  loro  qualsivoglia  complesso  lo  chiameremo  fìgura\  ma  inten- 
deremo che  le  rette  ed  i  piani  sono  estesi  indefinitamente,  senza 
avere  alcun  riguardo  alle  parti  finite  di  spazio  da  essi  circo- 
scritte, a  meno  che  non  si  avverta  espressamente  il  contrario, 
0  non  risulti  ciò  chiaramente  dalla  forma  del  dire. 

Così,  per  esempio,  col  nome  di  triangolo  sHntenderà  il  sistema 
di  tre  punti  e  delle  tre  rette  indefinite  che  li  congiungono  a  due 
a  due;  con  quello  di  tetraedro  il  sistema  di  quattro  piani  inde- 
finiti, dei  quattro  punti  in  cui  si  segano  a  tre  a  tre,  e  delle  sei 
rette,  secondo  cui  si  segano  a  due  a  due;  ecc. 

I  punti,  le  rette  e  i  piani  diconsi  gli  elementi  della  figura  con- 
siderata. 

2.  Per  rendere  i  nostri  ragionamenti  rapidi  e  chiari,  faremo 
uso  di  varie  acconce  notazioni. 

Indicheremo  i  punti  con  lettere  italiche  maiuscole  A,  B,  C,..., 
le  rette  con  lettere  italiche  minuscole  a,  b,  e,...,  ed  i  piani  con 
le  piccole  lettere  giacche  a,  ^,  y,.... 

Inoltre,  con  AB  si  rappresenterà  la  retta  individuata  dai  punti 
A ,  By  e  con  a?  la  retta  individuata  dai  piani  a ,  f  ;  con  Aa  il 
piano,  che  passa  pel  punto  A  e  per  la  retta  a,  e  con  aa  il  punto 
comune  alla  retta  a  ed  al  piano  a;  con  ABC  il  piano  dei  tre 
punti  A,  B,  C,  e  con  afy  il  punto  comune  ai  tre  piani  a,  3,  y; 
Skxsia  — Geometria  proiettiva,  1* 
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con  OL'BC  il  punto  comune  al  pia,no  a  ed  alla  retta  BC,  e  con 
A*^-^  il  piano  che  congiunge  il  punto  A  alla  retta  Py;  con  a'Bc 
la  retta  comune  ai  piani  a,  Bc,  e  con  A'^c  la  retta  congiun- 
gente i  punti  A,  gc;  ecc.  (^). 

Scrivendo  a«i?C=-4,  o  -4«pY  =  a,  s'intenderà  volersi  indicare 
con  A  il  punto  comune  al  piano  a  ed  alla  retta  BC,  o  con  a  il 
piano  individuato  dal  punto  A  e  dalla  retta  P"f;  ecc. 

E  scrivendo  (u)  =  ABC.,.,  o  (w)  =  a?Y...,  indicheremo  che  si 
considerano  i  punti  A,  B,  C,...  della  retta  u,  o  ì  piani  a,  ?,  Y,... 
della  retta  u  (ossia  che  passano  per  w)5  ^^c* 

Andremo  man  mano  introducendo  altre  convenzioni;  e  sin  da 
ora  avvertiamo  che  i  segni  a  ,  [  [ ,  J_  si  useranno,  il  primo  in 
luogo  della  parola  angolo  o  angoli,  e  gli  altri  due  per  esprimere 
il  parallelismo  e  la  perpendicolarità, 

3.   Proiettare   da  un  punto  \      Segare  con  nn  piano  fisso  e 


fisso  S  (centro  di  j^roiezlone)  una 
figura  [ABC.f  abc,.,],  composta 
di  punti  e  di  rette,  significa  co- 
struire le  rette  (raggi  proiettan- 
ti) 8A,  SB,  se...,  e  i  piani  (pia- 
lli proiettanti)  Sa,  Sb,  Se,.... 

Si  ottiene  così  una  novella  fi- 
gura, composta  di  rette  e  di 
piani,  che  passano  tutti  pel  cen- 
tro S. 

E  si  noti  che  il  raggio  SA 
proietta,  oltre  al  punto  A,  cia- 
scun punto  .della  retta  ^S'^;  e 
che  il  piano  Sa  proietta,  oltre 
alla  retta  a,  ciascuna  retta  del 
piano  Sa:  si  suppone  però  che, 
né  A  coincida  con  S,  né  a  passi 
per  S. 


(piano  trasversale)  una  figura 
[ciJy..,,  abc.,.],  composta  di  piani 
e  di  rette,  significa  costruire  le 
rette  (tracce)  aa,  c^,  a>[...,  ed  i 
punti  (tracce)  oa,  cb,  ce,.... 

Ne  risulta  cosi  una  nuova  fi- 
gura, composta  di  rette  e  di 
punti,  situati  tutti  nel  piano  a. 

E  si  noti  che  la  traccia  ca  è 
prodotta  dal  piano  trasversale 
e,  non  solo  nel  piano  a,  ma  in 
tutti  i  piani,  che  passano  per  la 
rettA  ca;  come  la  traccia  oa  è 
pur  prodotta  in  tutte  le  rette, 
che  passano  pel  punto  e  a:  si  sup- 
pone però  che,  né  a  coincida 
con  e,  né  a  giaccia  in  e. 


(*)  I  tedeschi  scrivono  a6,  o  ab,  per  indicare  il  punto,  o  il  piano,  co- 
mune alle  rette  a,  h\  ed  AB,  ».i  per  indicare  le  rotte  AB,  « •?.  Aggiun- 
gono in  somma  i  segni  . ,  —  ,  =  ai  simboli  dei  punti,  delle  rette,  dei  piani. 


Segare  con  una  retta  fissa  s 
(trasversale)  una  figura  [a^y...], 
composta  di  piani,  significa  co- 
struire i  punti  ff/'accej^a^sgjSY,.... 

E  la  novella  figura,  che  cosi 
si  ottiene,  è  composta  di  punti 
allineati  sulla  trasversale  8. 

La  traccia  su  6  prodotta  da 
s,  non  solo  nel  piano  a,  ma  in 
tutti  i  piani,  che  passano  pel 
punto  «a;  supponendo  che  a  non 
passi  per  «. 

Se  una  figura  è  composta  di 
rette  abc,  situate  tutte  in  un 
piano  fisso  a,  essa  può  essere  se- 
gata con  una  retta  fissa  s  (tra- 
sversale), che  giaccia  in  05  e 
gli  elementi  sa,  sh,  se,,.,  della 
nuova  figura  sono  punti  alli- 
neati tutti  sulla  trasversale  s. 

Ma  ciò  equivale  a  sezionnre 
la  figura  data  con  un  piano  fis- 
so, condotto  ad  arbitrio  per  la 
trasversale  s. 

Si  i)Ossono  proiettare  da  una  r(ìtta  s  (o  segare  con  una  retta 
s)  tutte  le  rette  che  si  appoggiano  ad  s. 

6,  11  proiettare  da  un  punto,  o  da  una  retta,  e  il  segare  con 
un  piano,  0  con  una  retta,  sono  le  operazioni  fondamentali  della 
geometria  proiettiva. 

7.  a)  Proiettare  da  un  centro  di  proiezione  ^  sopra  un  piano 
e'  (quadro,  piano  iconico,  0  piano  di  proiezione)  una  data  ^•^ 
guna,  composta  di  punti  ABC,  e  di  rette  abc,„,  significa  proiet- 
tare (8,  a  sinistra)  questa  figura  dal  centro  S,  e  segare  poi  col 
l)iano  0'  (3,  a  dritta)  la  figau'a  risultante  da  tale  proiezione.  Me- 
diante la  prima  operazione  si  costruiranno  i  raggi  SA,  SB,  SC,„. 
e  i  piani  Sa,  Sb,  Sc,,.,\  con  la  seconda  operazione  poi  si  costrui- 


4.  Proiettare  da  una  retta  fis- 
sa s  (asse  di  proiezione)  una  fi- 
gui*a  [^^C..],  composta  di  punti, 
significa  costruire  iipìiìm (proiet- 
tanti) 8 A,  sB,  sC,.„, 

E  la  nuova  figura,  che  ne  ri- 
sulta, ò  composta  di  piani,  che 
passano  per  l'asse  s, 

11  piano  sA  i)roietta,  oltre  ad 
A^  tutti  i  punti  del  piano  sA  ì 
supponendo  che  A  non  sia  si" 
tuato  sopra  s* 

5.  Se  una  figura  è  composta 
di  rette  abc,.,,  che  passano  per 
un  punto  fisso  S,  essa  può  es- 
sere proiettata  da  una  retta  s 
(asse),  che  passi  per /S';  e  gli  e- 
lementi  sa,  sb,  sc,,„  della  figura 
novella  sono  piani  che  passano 
tutti  per  Tasse  s. 

Ma  ciò  equivale  a  proiettare 
la  figura  data  da  un  punto  fisso, 
preso  ad  arbitrio  sulTasse  s. 


—  1  — 

uno  i  punti  c'-SA^A',  a'-8B  =  B',  c'SC^  C',...,  e  le  rette 
■  8a  =  a',  c'Sb^b',  c'-Scsc',....  E  la  nuova  figura,  i  cui  eie- 
end  A'B'C'...,  a'b'c'...  giacciono  tutti  nel  piano  o',  si  dirà  im- 
agiiiB  pioapeitica  o  proiezione  della  figura  data  ( obbiettica ), 
il  centro  8  sul  quadro  o'. 

h)  Le  due  figure  diconsi  prospettive;  ed  in  esse  chiamanei 
irrispondenti  (omologhi)  gli  elementi  A  a  A',  B  e  B',  O  e  C',... 
e  a',  b  e  b',c  e  e',,..,  lu  generale  sono  corrispondenti  una 
irte  della  figura  [-;']  ed  una  parte  della  figura  data,  quando  l'una 
la  immagine  dell'altra;  ossia  quando  Tuna  è  il  complesso  delle 
itte  e  dei  punti  corrispondenti  alle  rette  ed  ai  punti  delì'altra. 
Due  punti  corrispondenti,  come  p.  e.  A  ed  A',  giacciono  in 
la  retta,  che  passa  pel  centro  di  proiezione  8  (ossia  in  un 
igpìo  proiettante);  due  rette  corrispondenti,  come  p.  e.  a  ed 
,  giacciono  in  un  piano  che  passa  per  S  (cioè  in  un  piano 
roÌettantc)i  e  se  un  elemento  della  figura  data  6  situato  nel 
tano  e',  esso  ha  so  stesso  per  suo  corrispondente,  e  dicesi  ele- 
'.eiito  nniio. 

Inoltre,  se  nella  figura  obbiettiva  piti  rette  passano  per  un 
punto,  nella  figura  prospettiva 
fig.  /.<»  le   rette    corrispondenti   passe- 

ranno pel  punto  corrisponden- 
te; e  so  più  punti  giacciono  in 
una  retta,  i  punti  corrispondenti 
giaceranno  sul  la  re  Ita  corri  spen- 
dente. 

e)  Se  gli  clementi  (fig.  i.") 
ABC.-.,  abc...  della  figura  ob- 
biettiva appartengono  tutti  ad 
uno  stesso  piano  o,  mentre  reg- 
ge quanto  è  detto  in  b),  si  ha 
ippiu  che  due  rette  eon-i spendenti,  p.  e.  a  ed  a',  si  segano  in 
n  punto  della  retta  ce'  (poicliè  a  ed  a'  sono  le  intersezioni  de! 
iano  aa'  coi  due  piani  o  e  t,');  e  quindi  tutti  i  punti  della  retta 
;'  bono  punti  uniti,  mentre  «.'  6  essa  stessa  una  retta  unita. 
1  tal  caso  anche  la  figura  [ABC-,  abc...]  è  immagine  prospct- 
va  della  figura  [e']  sul  piano  o  e  con  lo  stesso  contro  8. 
8.  a)  Considerando  nelle  due  figure  prospettive,  di  cui  ò  pa- 
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rola  nel  numero  precedente,  due  rette  corrispondenti  a,  a'  (*), 
ogni  raggio  s  (fig.  2.«)  condotto  per  S  nel  piano  aa*,   segherà 


fig.  !>.« 


n  od  a'  in  due  punti  corrispondenti,  che  indico  con  A  e  A',  Ora, 
se  «  rota  intomo  ad  t%  varieranno  simultaneamente  A   ed  .4'; 
e  se  9  si  accosta  alla  parallela  ad  a  condotta  per  /?,  A'  si  av- 
vicinerà al  punto  i',  in  cui  questa  parallela  sega  a',  mentre  A 
si  allontana  indefinitamente.  Affinchè  quindi  si  mantenga  senza 
eccezione  la  proprietà,  che  ad  ogni  punto  di  a'  corrisponda  un 
punto  di  a,  e  viceversa,  noi  diremo  che  la  retta  a  ha  un  jninto  I 
aìV infinito  (*),  nel  quale  viene  a  porsi  Aj   quando   A^   coincide 
con  /';  cioè  quando  il  raggio  5,  rotando  intorno  ad  S,  diviene 
parallelo  ad  a,  E  la  retta  a  ha  un  solo  punto  all'infinito,  perchè 
per  Sj  ammesso  TXI  postulato  di  Euclide,  passa  un  solo  raggio 
parallelo  ad  a  (^). 


(')  Supponiamo  che,  né  a,  nò  a    passino  per  S. 

(*)  Il  punto  air  infinito  diceai  pure  improprio^  chiamandosi  proprio 
ogni  punto  al  finito. 

(*)  Se  si  fa  astrazione  da  questo  postulato  e  dall'  altro  dell'  in  finità 
della  retta,  sono  possibili  tre  casi:  l.<»  che  tutte  le  rette  che  passano  pel 
punto  S  incontrino  la  retta  data;  2.*'  che  pel  punto  S  passi  una  sola  retta 
che  non  incontri  la  retta  data;  8."  che  le  infinite  rette,  le  quali  pas- 
sano per  »S  e  incontrano  la  retta  data,  formino  un  angolo  concavo, 
sicché  le  infinite  rette  dell'angolo  adiacente  supplementare  non  incon- 
trano la  retta.  A  questi  tre  casi  si  connettono  tre   diversi    rami    della 
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h)  il  punto  l' y  immagine  del  punto  air  infinito  /,  diccsi 
jrHHtO'ìimite  della  retta  a\ 

e)  Similmente  si  vede  che  la  retta  a'  ha  un  sol  punto  J' 
air  infinito,  che  è  il  corrispondente  del  punto  J,  in  cui  a  è  se- 
gata da  s,  quando  è  /?  '•  a';  e  Jsi  dir h punto-limite  della  retta  a. 

d)  Di  qui  segue  che  dtie  rette  parallele  hanno  lo  stesso  punto 
all'  influito  (che  è  Timico  punto  airinfinito  del  raggio  6-  parallelo 
ad  esse)  ;  e  che  tutte  le  rette  parallele  ad  una  stessa  retta  sono 
da  considerarsi  come  concorrenti  in  uno  stesso  punto  (all'  in- 
finito) e  noi  diremo  che  esse  hanno  la  stessa  direzione, 

e)  Dunque  possiamo  affermare  che  due  rette  distinte,  si- 
tuate in  uno  stesso  piano,  hanno  sempre  un  punto  comune  (al 
finito  0  air  infinito). 

f)  Qui  cade  a  proposito  il  dire  che,  dare  un  punto  /  allo 
infinito,  significa  dare  una  retta  r  che  passa  per  esso  :  e  in  con- 
seguenza diremo  indifl'erentemente  congiungere  un  punto  M  al 
finito  col  punto  air  infinito  di  r,  o  tirare  per  il/ la  parallela  ad  r. 

9.  a)  Se  la  figura  obbiettiva  giace  in  un  piano  o  (^),  e  se  sup- 
poniamo che  la  retta  a  assuma  in  e  tutte  le  posizioni  possibili 
(fig.  2.«),  la  retta  corrispondente  a'  risulterà  sempre  individuata, 
come  intersezione  dei  piani  Sa,  o'.  Ma,  variando  a,  il  raggio  SV 
genererà  un  piano  k'Ic;  e  quindi  I'  descriverà  la  retta  uc'ìej', 
l)arallela  alla  retta  co'.  Questa  retta  V  è  dunque  tale,  che  ad 
un  suo  punto  (]ualuuque  V  corrisponde  un  punto  /  all'  infinito 
nel  piano  o.  E  noi  ammetteremo  che  il  luogo  di  questo  punto  / 
sia  una  retta  /,  poiché  esso  deve  corrispondere  alla  retta  V  del 
piano  g'.  Sussisterà  così  senza  eccezione  la  proprietà,  che  ad 
una  retta  del  piano  g'  corrisponde  una  retta  del  i)iano  o  ;  e  vi- 
ceversa. E  la  retta  alVinfinito  i  (^)  del  piano  o  è  unica,  perchè 
per  aV  passa  un  solo  piano  ^  1|  a, 

h)  La  retta  V  del  piano  e',  immagine   della   retta   all'  infi- 


eomotria  (cioè  le  geometrie  ellittica  ,  parahoìica^  iperbolica.)^  dei  quali 
il  secondo  costituisce  V  ordinaria  geometria  euclidea,  alla  quale  noi  ci 
atteniamo,  e  gli  altri  due  danno  la  cosi  detta  geometria   non  euclidea. 

i^)  Intendiamo  che,  né  or,  né  o'  passino  per  S. 

(-)  La  retta  all'  infinito  diccsi  pure  impropria^  chiamandosi  propria 
ogni  retta  al  finito. 


nito  i  del  piano  e,  dicesi  retta-limite  del  piano  e',  ed  è  paral- 
lela alla  retta  ce'. 

e)  Similmente  si  vede  che  il  piano  o'  ha  una  sola  retta  ;' 
air  infinito^  la  quale  è  la  corrispondente  della  retta  j,  secondo 
cui  e  è  segato  dal  piano  z',  condotto  per  5  parallelamente  a  o'. 
E  noi  chiameremo  j  retta-limite  del  piano  o. 

d)  Le  rette  j  e  V  sono  due  spigoli  opposti  della  superfìcie 
prismatica  quadrangolare,  che  ha  ce'  e  im'  per  gli  altri  due  spi- 
goli opposti  :  sicché  j  dista  da  8  per  quanto  V  dista  da  qg\  e  V 
dista  da  i8^  per  quanto  j  dista  da  ce'. 

e)  Dalle  cose  dette  segue  che  due  piani  paralleli  hanno  la 
stessa  retta  alVinftnito  (la  quale  è  1'  unica  retta  all'  infinito  del 
piano  parallelo  a  questi  due,  condotto  per  S).  Dunque  tutti  i 
piani  paralleli  ad  uno  stesso  piano  sono  da  considerarsi  cornee 
condotti  per  una  stessa  retta  (all'  infinito)  ;  e  noi  diremo  che  essi 
hanno  la  stessa  giacitura. 

Come  la  direzione  delle  rette  parallele  individua  un  punto  al- 
l' infinito,  così  la  giacitura  dei  piani  paralleli  individua  una  retta 
air  infinito;  e  analogamente  a  quanto  abbiamo  detto  per  le  rette, 
useremo  qualche  volta  la  frase  congiungere  un  punto  M  con  una 
retta  alV infinito,  quando  vorremo  tirare  per  M  il  piano  parallelo 
a  quello,  la  cui  giacitura  individua  la  retta. 

f)  Due  piani  distinti  hanno  sempre  in  comune  una  retta 
(al  finito  o  air  infinito). 

g)  Se  una  retta  a  è  parallela  ad  un  piano  J,  la  retta  al- 
l' infinito  di  ^  passa  pel  punto  all'  infinito  di  a.  E  se  due  rette 
Oy  b  sono  parallele,  il  loro  punto  comune  ab  giace  sulla  retta 
air  infinito  del  piano  ab. 

Una  retta  a,  ed  un  piano  ^  che  non  passa  per  a,  hanno  sem- 
pre un  punto  comune  (al  finito  o  all'  infinito). 

Tre  piani,  che  non  passano  per  una  medesima  retta,  hsinno 
sempre  un  punto  comune  (al  finito  o  all'  infinito). 

h)  In  fine,  poiché  le  rette  all'infinito  di  due  piani  a,  ^  hanno 
di  comune  il  punto  all'  infinito  della  retta  a^,  e  poiché  le  rette 
all'infinito  di  tutti  i  piani  dello  spazio  non  passano  per  uno 
stesso  punto,  ne  segue  che  tutte  le  retto  all'  infinito  debbono 
considerarsi  come  situate  in  un  medesimo  piano  (*). 

0)  Si  applica  in  sostanza  alle  retto  alPinfinito  il  1.^  dei  due  seguenti 
teoremi: 


Dunque,  tutti  i  punti  alVmflnito  dello  spazio  vanno  considerati 
come  giacenti  in  uno  stesso  piano,  che  dicesi  piano  all'infinito 
o  improprio  (^), 

Jlseroizii. 

1.  Deteiininare  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  un  angolo 
retto  si  proietti  ortogonalmente  (*)  in  angolo  retto,  e  perchè  un  angolo 
bisecato  si  proietti  ortogonalmente  in  un  angolo  bisecato. 


Se  pia  rette,  che  a  due  a  due  si 
tagliano,  non  passano  tutte  per  un 
medesimo  punto,  esse  giacciono  tutte 
in  un  medesimo  piano. 

Di  vero,  poiché  tutte  queste  rette 
non  concorrono  in  uno  stesso  punto, 
ve  ne  saranno  almeno  tre  a,  &,  e, 
le  quali  costituiranno  un  triangolo 
abcy  il  cui  piano  indichiamo  con  a. 
Qualunque  altra  d  delle  rimanenti 
rette  ha  in  comune  con  a  i  tre 
punti  da,  db,  de  (dei  quali  solo  due 
possono  coincidere),  e  perciò  d  gia- 
cerà in  or. 


Se  più  rette,  che  a  due  a  due  si 
tagliano,  non  giacciono  tulle  in  uno 
stesso  piano,  esse  passano  tutte  per 
un  medesimo  punto. 

Di  vero,  poiché  tutte  queste  rette 
non  giacciono  in  un  medesimo  piano, 
ve  ne  saranno  almeno  tre  a,  6,  e, 
le  quali  costituiranno  un  trispigolo, 
il  cui  vertice  indichiamo  con  S. 
Qualunque  altra  d  delle  rimanenti 
rette  giace  con  S  nei  tre  piani  da, 
db,  de,  (dei  quali  solo  due  posso- 
no coincidere),  e  perciò  d  passerà 
per  S. 


C)  Le  convenzioni,  fatto  in  questo  numero  e  nel  precedente  sui  punti 
airinfìnito  di  una  retta  e  di  un  piano,  ci  hanno  logicamente  guidati  a 
tutto  ciò  che  ne  abbiamo  dedotto,  sino  ad  affermare  ohe  i  punti  alPin- 
finito  dello  spazio  giacciono  in  uno  stesso  piano.  Ma  lo  studioso  non 
deve  dimenticare  che,  cosi  ragionando,  noi  non  abbiamo  fatto  altro  che 
introdurre  delle  convenzioni,  lo  quali  serviranno  a  generalizzare  le  pro- 
posizioni geometriche  (rimuovendo  le  eccezioni  che  altrimenti  in  esse  si 
presenterebbero),  e  permetteranno  talvolta  di  riunire  diversi  teoremi  in 
un  solo  enunciato. 

Slargando  concetti  già  noti,  o  creando  nuovi  concetti,  i  geometri  si 
sono  sempre  sforzati  di  rimuovere  le  eccezioni  e  di  abbracciare  sotto 
uno  stesso  punto  di  vista  proposizioni  diverse.  Perciò,  sin  dalla  più  re- 
mota antichità,  s'introdussero  neiranalisi  i  numeri  frazionarli  ;  e  perciò 
pure  man  mano  furono  introdotti  i  numeri  irrazionali,  negativi  e  imma- 
ginarli. Ed  a  ciò  tende  ora  la  geometria  moderna,  quando  sceglie  forme 
geometriche  reali,  come  sostrati  di  enti  immaginari!. 

(')  Proiettare  sopra  un  piano  o'  una  figura,  parallelamente  ad  una  data 
direzione  p,  significa  proiettarla  dal  punto  all'infinito  di  p.  La  figura 
prospettiva,  cosi  ottenuta,  dicosi  proiezione  parallela  della  figura  obbiet- 
tiva: e  prende  il  nome  di  proiezione  ortogonale,  se  è  ^  _L  a'. 


^^. 
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2.  Dato  in  un  piano  ff  una  serie  di  rette  rr,  b,  r,...  concorrenti  in  un 
plinto  /*  ìhì  una  trasversale  »,  determinare  un  centro  di  proiezione  S  ed 
un  quadro  «'  tuli  che  le  proiezioni  a\  h\  c\.,.  di  a.  b,  r, ...  risultino 
parallele,  e  la  proiezione  a'  di  »  sia  perpendicolare  ad  a,  b\  e.... 

8.  Date  due  rette  parallele  J,  i',  ed  assegnato  un  punto  S  fuori  del 
piano  Jfj  trovare  i  duo  piani  a,  o'  tali  che,  proiettando  da  S  il  piano  9 
sopra  a',  le  rette  limiti  di  ^,  a   sieno  rispettivamente  J,  i'. 

4.  Date  due  rette  a,  a  in  un  medesimo  piano  t  ,  ed  assegnati  due 
punti  ^f,  M'  all'infinito,  costruire  i  due  piani  prospettivi,  a  cui  appar- 
tengano a^  a\  i/,  M'  come  rette  e  punti  corrispondenti,  e  il  centro  di 
pro<pettiva. 

5.  Dati  un  piano  a,  due  punti  S^  F  fuori  di  j,  ed  una   retta    jt    co- 
munque situata  nello  spazio  ,  condurre  per   /*'    un    piano   o'    tale    che, 
mentre  proiettando  da  S  il  piano  a  sopra  a   la  retta  limite  dei  piano  a 
si  appoggi  alla  retta  p^  si  abbia  ancora: 

a)  che  la  retta  limite  di  a  passi  per  un  punto  dato; 

b)  che  abbia  una  data  direzione; 

c)  che  s'inclini  di  un  angolo  dato  ad  una  retta  data,'o  ad  un  dato 
circolo  ; 

d)  ohe  sia  tangente  ad  un  circolo  dato. 

§  n. 

Forme  Geometriche  fondamentali. 


10.    a  )    Jietta    pnnteggiata 
(fìg.  3,^)  o  semplicemente  pun- 


Fascio  di  piani  {n)  {hf^,  4,^) 
è  una  figura  costituita  da  tutti 


fig.  3.« 


C  » 


fig.    4.0 


f\^.  /5.« 


/  / 


Sasxia  —  Oeomitria  protei  Uva. 


teijgiata  («)>  è  una  figura  co- 
.slilnitn  da  tutti  i  puuti  di  una 
retta  u.  I  punti  sono  gli  ele- 
vienii  della  punteggiata;  e  la 
retta  u  ne  è  il  gogtegno. 

Le  figure,  clie  risultano  dalle 
operazioni  dei  n.'  4  e  5 ,  a 
dritta,  sono  delle   punteggiate. 
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i  piani  condotti  per   una  retta 
u.  I  piani  del   fascio   ne   sono 
gli  elementi;  e  la  retta  w  ne  è 
il  sostegno  o  I'  a»8e. 

Le  figure,  che  sì  hanno  con 
le  operazioni  dei  n.'  4  e  5,  a 
Biuistra,  sono  dei  fasci  di  piani. 

6)  Si  chiama  poi  fascio  (S)  di  raggi  (fig.  .5.")  una  figura 
composta  da  tutte  le  rette,  che  passano  per  uno  atesso  punto 
S  e  giacciono  in  uno  stesso  piano  e. 

Queste  rette  sono  gli  elementi  del  fascio,  mentre  il  punto  8 
ne  è  il  centro.  Il  piano  e  ed  il  centro  S  costituiscono  nel  loro 
insieme  il  sostegno  del  fascio. 

La  figura  che  risulta  dall'applicare  l'operazione  del  n.»  3,  a 
sinistra,  ad  una  punteggiata,  o  quella  del  n.o  3,  a  dritta,  ad  un 
fascio  di  piani,  è  un  fascio  di  raggi. 

e)  Spesso  quindi  chiameremo  punteggiata,  fascio  dì  piani, 
fascio  di  raggi  le  suddette  tre  forme,  anche  quando  vorremo 
considerare  un  numero  finito  dei  loro  elementi. 

11.  rt)  Le  tre  figure  definite'  nel  numero  precedente  si  pos- 
sono deduiTC  r  una  dall'  altra  mediante  una  proiezione,   o  una 


In  fatti,  proiettando  la  punteggiata  {u)=ABC.,.  da  una  retta  s, 
che  non  sega  il  sostegno  «,  si  ha  un  fascio  di  piani  di  asse  e, 
che  indicheremo  alle  volte  con  gi^ABC...);  ma  proiettandola  in- 
vece da  un  centro  .S',  non  situato  sopra  u,  si  ha  un  fascio  ili 
raggi  di  centro  S,  e  che  può  indicarsi  con  S{ABC...). 

Se  un  fascio  di  piani  (w)  =  af-f...  vien  sezionato  con  un  piano 
0,  che  non  passi  per  l'asse  «,  si  ottiene  un  fascio  di  raggi,  che 
ha  per  centro  il  punto  cu,  e  che  indicheremo  con  c{a^y...);  ma 
se  vien  sezionato  invece  con  una  retta  s,  clie  non  incontra  a, 
si  ottiene  una  punteggiata  di  sostegno  «,  che  può  indicarsi  con 
«(a?-);...). 

In  fine,  da  un  fascio  di  raggi  {U)  =  abc. ..  si  ottiene  la  pun- 
teggiata c{abc. . .),  sezionandolo  con  un  piano  e,  ed  il  fascio  di 
piani  8{nfir. . .),  proiett.indolo  da  un  centro  S. 
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b)  Queste  tre  figui'c,  cioè  la  punteggiatUj  il  fancio  di  piani 
ed  il  fascio  di  raggi,  possono  dunque  considerarsi  come  costi- 
tuite da  un  medesimo  numero  di  elementi;  e  noi  daremo  a  cia- 
scuna di  esse  il  nome  di  forma  geometrica  fondamentale  di  t.^ 
specie,  o  di  forma  semplice. 


12.  a)  Sistema  piano  [g]  è 
una  figura  composta  da  punti 
e  da  rette  di  uno  stesso  piano 
e,  il  quale  dicesi  sostegno  del 
sistema  piano.  Tale  è  la  figura 
che  si  ottiene  con  T  operazione 
del  n.o  3,  a  destra. 

h)  Nel  sistema  piano  sì  pos- 
sono considerare  come  elementi 
tanto  i  suoi  punti,  quanto  le  sue 
rette;  Ma,  considerando  i  punti 
come  clementi,  lo  si  dirà  più 
specialmente  piano  punteggia- 
to'^ ed  allora  le  rette  situate  in 
esso  sono  sostegni  di  altret- 
tante punteggiate ,  una  delle 
quali  ha  tutti  i  suoi  punti  al- 
l' infinito.  Considerando  in  vece 
come  elementi  del  sistema  le 
rette  {raggi),  si  chiamerà  me- 
glio piano  rigato.  Allora  i  punti 
di  questo  piano  possono  consi- 
derarsi come  centri  (sostegni) 
di  altrettanti  fasci  di  raggi  ;  fra 
essi  ve  ne  sono  infiniti ,  che 
hanno  i  loro  centri  all'  infinito 
e  per  raggio  comune  la  retta 
air  infinito  del  piano. 


Stella  [S]  è  una  figura  costi- 
tuita da  rette  e  da  piani,  che 
passano  per  uno  stesso  punto 
S,  il  quale  dicesi  centro,  o  so- 
stegno della  stella.  Tale  è  la  fi- 
gura che  si  ottiene  con  V  ope- 
razione del  n.  3,  a  sinistra. 

Nella  stella  si  possono  con- 
siderare come  elementi  tanto  i 
suoi  piani,  quanto  le  sue  rette. 
Ma,  considerando  come  elemen- 
ti i  piani,  si  dirà  piCi  special- 
mente stella  di  piani;  ed  allora 
i  suoi  raggi  possono  conside- 
rarsi come  assi  di  altrettanti 
fasci  di  piani.  Riguardando  in- 
vece come  elementi  i  suoi  rag- 
gi, si  chiamerà  meglio  stella  di 
raggi;  ed  allora  i  suoi  jnani  pos- 
sono considerarsi  come  sostegni 
di  altrettanti  fasci  di  raggi. — Se 
il  centro  della  stella  è  un  punto 
air  infinito,  tra  i  fasci  di  raggi 
della  stella  di  piani,  ve  ne  sarà 
uno  nel  piano  all'infinito;  e  due 
fasci  di  piani,  contenuti  nella 
stella  di  raggi,  e  che  hanno  per 
assi  due  rette  airinfinito  di  dif- 
ferenti giaciture ,  hanno  per 
piano  comune  il  piano  air  in- 
finito (1). 


i^)  Lo  8tudio60  noterà  che,  ad  individuare  nello  spazio  un  fascio  di 


Vi  - 


e)  Nel  piallo  punteggiato 
vi  sono  dunque  infinite  punteg- 
giate, e  nel  piano  rigato  vi  sono 
infiniti  fasci  di  raggi;  ossia  vi 
sono  infinite  forme  fondamen- 
tali di  1.'*  specie. 


Nella  stella  di  piani  vi  sono 
dunque  infiniti  fasci  di  raggi, 
e  nella  stella  di  raggi  vi  sono 
intìnitt  fasci  di  piani;  ossia  in- 
finite fonne  fondamentali  di 
/."  specie. 


ti)  Anche  per  queste  figure,  piano  punteggiato  e  stelìa  di 
raggi,  piano  rigato  e  stella  di  piani,  sì  ha  che  l'una  si  deduce 
dall'altra  mediante  una  proiezione  o  una  sezione.  Infatti,  pro- 
iettando il  piano  punteggiato,  o  rigato,  [a]  da  un  centro  S,  si 
ottiejie  una  stella  [S]  di  raggi,  o  di  piani;  e  segando  con  un 
piano  una  stella  di  raggi,  o  di  piani,  si  ha  un  piano  punteg- 
gialo, o  rigato. 

e)  Quanto  si  è  dimostrato  in  rf)  e  e)  fa  vedere  clie  il  piano 
punteggiato,  il  piano  rigato,  la  stella  di  raggi  e  la  stella  dì 
piani  sono  da  considerarsi  come  forme  della  stessa  specie,  ma 
superiore  a  quella  della  punteggiata,  del  fascio  di  piani  e  del 
fascio  di  raggi:  esse  si  chiamano  perciò  forme  geometriclie  fon- 
damentali di  2.0  specie. 

13.  a)  Lo  spazio  (sia  esteso  all'  infinito,  sia  una  sua  parto  li- 
mitata) può  essere  considerato  come  il  complesso  dei  suoi  punti, 
o  dei  suoi  piani.  Nella  prima  ipotesi  si  ha  lo  spazio  punteg- 
giato, ne!  quale  le  rette  sono  altrettante  punteggiato,  e  ì  piani 
altrettanti  piani  punteggiati,  nella  seconda  si  ha  lo  spazio  di 
piani,  nel  quale  le  rette  sono  assi  di  altrettanti  fasci  di  jiiani, 
e  ì  punti  sono  contri  di  altrettante  stelle. 

b)  In  conseguenza,  lo  spazio  punteggiato  contiene  una  in- 
finità di  piani  punteggiati  {tra  i  quali  ve  ne  ha  uno  all'  iuti- 
nito);  e  Io  spazio  dei  piani  contiene  infinite  stelle  {tra  le  quali 
ve  ne  sono  infinite,  che  hanno  ì  loro  centri  a  distanza  infinita 
e  il  piano  all'infinito  per  loro  comune   piano);   ossia   ciascnno 

rBKg't  occoiTe  darne  il  centro  ed  il  piano,  mentre  nel  piano  rifiato,  o 
nella  stella  dì  raggi,  basta  darne  il  centro,  o  il  piano.  Si  é  perciò  che 
mentre,  nel  n."  10,  hi  abbiamo  chiamato  aoateguo  dì  un  fascio  di  rngi^ì 
l'insieme  del  auo  contro  e  del  suo  piano,  ora  ne  assegniamo  come  so- 
stegno il  contro,  o  il  piano,  secondo  che  il  fascio  appartiene  ad  un 
piano  rigato,  o  ad  una  stella  di  raggi. 
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dei  due  spazii  coutiene  infinite  fomie  fondamentali  di  2.«  specie. 
Si  è  perciò  che  questi  spazii  vengono  chiamati  forme  geometri- 
che fondamentaU  di  .5.«  specie. 

e)  Le  forme  geometriche  fondamentali  sono  dun(iue  nove: 
tre  di  i.«  specie,  quattro  di  2.«  e  due  di  .?.«  (*). 

14.  a)  In  quanto  alle  fomie  fondamentali  di  i.«  specie  ag- 
giungiamo quanto  segue. 

Una  qualunque  di  queste  forme  può  immaginarsi  generata  da 
un  suo  elemento  che  si  muova,  prendendo  diverse  posizioni  nella 
forma  stessa.  Allorché  questo  elemento,  partendo  da  una  posi- 
zione giunge  ad  un'altra,  si  dirà  che  ha  percorso  un  segmento  (-) 
della  forma,  il  quale  ha  per  origine  la  prima  posizione  e  per 
estremo  la  seconda.  Ora,  siccome  ciascuna  delle  forme  di  prima 
specie  è  rientrante  in  se  stessa  —  cioò  che  la  si  può  percorrere 
tutta,  sino  a  ritornare  nella  posizione  iniziale,  senza  ripassare 
per  uno  stesso  elemento  (•^)  — ,  così  il  movimento  da  attribuire 
air  elemento  generatore,  che  parte  da  una  posizione  data  e 
ne  raggiunge  un'  altra  parimenti  data,  può  essere  duplice,  cioò 
si  può  arrivare  da  una  posizione  all'altra  percorrendo  due  parti 
diverse  della  forma;  e  quindi  si  può  ottenere,  mediante  quelle 
due  posizioni,  la  determinazione  di  due  segnu^nti  della  forma. 
Ma  è  chiaro  però  che,  nei  due  casi,  la  forma  verrebbe  descritta 
in  due  sensi  diversi,  ciascuno  dei  quali,  se  fosse  assegnato  in- 
sieme alle  due  posizioni  origine  ed  estremo^  indicherebbe  esat- 
tamente di  quale  dei  due  segmenti  vorrebbe  parlarsi.  Il  senso 
limarrà  assegnato,  so  si  darà  una  posizione  intermedia  dell'e- 
Icmento  generatore;  e  noi,  per  indicare  un   segmento  in  una 


(*)  Si  potrebbero  considerare  lo  rette  come  elementi  dello  spazio,  e 
si  avrebbe  cosi  nello  spazio  una  forma  geometrica  di  specie  superiore 
alla  8.*:  ma  di  ciò  si  tratterà  in  seguito. 

(-)  Si  noti  che  qui  la  parola  segmento  si  piglia  in  un  senso  aifatto 
generale:  nel  fascio  di  raggi  e  nel  fasv^io  di  i)iani  sostituisce  le  parole 
anf/olo  completo  di  due  ruf/gi  e  angolo  completo  di  due  piani^  intendendo 
per  angolo  completo  V  insieme  di  due  angoli  opposti  al  vertice  o  allo 
spigolo. 

(^)  Poiché,  nel  caso  di  una  punteggiata,  il  punto  generatore  da  una 
posizione  A,  passando  pel  punto  all'infinito,  ritorna  in  A. 


—  In- 
forma, faremo  uso  di  tre  lettere,  che  ne  rappresentano  ordi- 
natamente V  origine ,  una  posizione  intermedia  e  V  estremo. 
Quando  ciò  avremo  fatto,  tutto  quello  clic  rimane  della  for- 
ma, descritto  pure  nel  medesimo  senso,  lo  cliiameremo  segmento 
complementare. 

Così,  per  esempio,  in  una  punteggiata  (u),  un  segmento  ABC 
sarà  il  segmento  finito,  o  infinito,  della  retta  it ,  compreso  fra 
A  e  Cy  secondo  che  B  è  compreso  fra  /l  e  C,  o  pur  no;  e  se 
i>  è  un  elemento  del  segmento,  cui  non  appartiene  Bj  sarà  CDA 
il  segmento  complementare  di  ABC, 

h)  Considerando  quindi  quattro  posizioni,  in  ordine  succes- 
sivo, deirelemento  generatore,  6  chiaro  che,  quando  anche  que- 
sto sì  muovesse  in  senso  contrario  a  quello  seguito  per  gene- 
rare la  fonna,  non  potrà  passare  dalla  prima  posizione  alla 
terza  senza  passare  per  la  seconda,  o  per  la  quarta;  e  si  espri- 
me ciò  dicendo,  che  la  prima  e  la  terza  posizione  sono  se2)a- 
rate  dalla  seconda  e  dalla  quarta. 

Dunque,  dati  quattro  elementi  di  una  forma  fondamentale  di 
-^.«  specie,  vi  è  sempre  un  modo,  ed  uno  solo,  di  dividerli  in 
due  coppie  tali  che  gli  elementi  dell'  una  sieno  separati  dagli 
elementi  dell'altra,  o,  come  suol  dirsi,  che  Tuna  coppia  separi 
r  altra. 

e)  È  chiaro  che  qualunque  operazione  (proiezione  o  sezione) 
deduce  da  due  copjne  separate  di  una  forma  due  coppie  se- 
parate della  forma  novella. 

Eseroizii. 

1.  Fra  i  ragghi  di  un  fascio,  costruire  quelli  sui  quali  due  date  rette 
parallele  del  piano  del  fascio,  staccano  un  segmento  di  lunghezza  data. 

2.  Fra  i  raggi  di  una  stella,  quali  sono  quelli  che  s^inclinano  ad  una 
sfera  data  àx  un  angolo  pure  dato? 

8.  Dati  due  piani  «,  j3  ed  un  fascio  di  piani  («),  quali  piani  di  («)  for- 
mano con  «  angoli  diedri  segati  da  ^  secondo  un  angolo  rettilineo  dato? 

4.  Fra  i  piani  comuni  a  due  stelle,  quali  segano  due  rette  date  ad 
arbitrio  in  punti  allineati  con  l'uno  o  con  l'altro  dei  centri  delle  due 
stelle? 

5.  Quale  forma  geometrica  generano  i  raggi  di  una  stella,  inclinati 
sotto  un  angolo  retto  ai  piani  di  un  fascio? 
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(i.  Proiettando  da  un  centro  S  un  piano  a  sopra  un  piano  9',  quali 
rette  di  a'  corrispondono  ai  raggi  paralleli  del  fascio,  che  ha  il  centro 
in  un  punto  assegnato  della  retta  airinfinito  di  a? 

§  III. 

Ennagoni  ed  ennllaterl  plani; 
angoli  onnaedrl  ed  ennlgplgoli;  ennagoni  gobbi  ed  ennaedrl. 


13.  a)  Ennagono  piano  com- 
pleto è  il  sistema  di  n  punti 
(vertici)  di  un  piano  qualunque, 
tre  dei  quali  non  sono  mai  per 

diritto ,    insieme    alle    -^-- — 

rette  (Zafìì,  che  li  uniscono  a 
due  a  due. 

\J  intersezione  di  due  lati, 
che  non  passano  per  uno  stesso 
vertice,  dicesi  punto  diagonale 
deir  ennagono;  e  il  loro  nu- 
mero è 

7i(n-l)(n-2)  (n-.3) 
8  • 

b)  Ennilatero  piano  com- 
pleto 6  il  sistema  di  n  rette 
[lati)  di  un  piano,  delle  quali 
mai  tre  concorrono  in  un  punto, 

.     .  ,.  nin—i)  . 

insieme  agli  -^— — -  punti  [ver- 

Si 

tici),  secondo  cui  si  segano   a 
due  a  due. 

La  retta,  che  unisce  due  ver- 
tici, non  situati  in  uno  stesso 
lato,  dicesi  retta  diagonale-^  e 
il  loro  numero  è 

n(»-l)(»-2)(7i-3) 


Angolo  ennaedro  completo  è 
il  sistema  dì  n  piani  (facce) , 
che  passano  per  uno  stesso 
punto  (vertice),  e  dei  quali  mai 
tre  passano  per  una  stessa  retta, 

n(n-i) 


insieme  alle 


2 


rette  (spi- 


goli), secondo  le  quali  si  segano 
a  due  a  due. 

Il  piano  condotto  per  due 
spigoli,  che  non  giacciono  in 
una  stessa  faccia,  dìcesi  piano 
diagonale  dell'  a  ennaedro;  e 
il  loro  numero  è 

n(n~l)(n-~2)(:n-3) 
8  • 

Angolo  ennispigolo  complelo 
è  il  sistema  di  n  rette  (spigoli), 
che  passano  per  uno  stesso  pun- 
to (vertice),  e  delle  quali  tre  qua- 
lunque non  giacciono  in  un  pia- 

.     .  ,.  n(n~l)       .     . 

no,  insieme  agli  -^ — -    piani 

(facce),  che   li   congiungono   a 
due  a  due. 

La  retta  intersezione  di  due 
facce,  che  non  passano  per  uno 
stesso  spigolo,  dicesi  retta  dia- 
gonale'^ e  il  loro  numero  è 

n(n-l)(n-2)  (n-3) 
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Dimostreremo  il  solo  teorema  a)  a  sinistra. 

Ijiclicaiido  con  A^,  A^,.  . ,  A,^  i  vertici  deiremiagono  couipleto, 
i  punti  dia^^onali,  situati  sopra  un  lato  ^1^2?  ^^^^^  ^^^^^^  P^'^'  quanti 
sono  i  lati  del  poligono  completo,  i  cui  vertici  sono  .43,  A^y.,A„j 

ossia  ■   -     ; ;  e  qunidi  per  tutti  gli   -^ — ■    lati   dell  eii- 

n(n—l)      (n— 2)  (/i— 3)         ^.  ,.  ..  ^5^ 

nagono  si  avrebbero   — ^-^ — -  X  -^ -^ '  punti  diagonali,  bic- 

come  però,  così  ragionando,  uno  stesso  punto  diagonale, —  p^r 
esempio  Ay^A^  ,  ^3^4  —  verrebbe  ad  essere  calcolato  due  volte 
(poiché  esso  si  trova  tanto  tra  i  pjnti  diagonali  situati  sul  lato 
AyA^^  quanto  tra  quelli  giacenti  sul  lato  -^3^4),  ne  segue  che  il 
numero  dei  punti  diagonali  è 

n(7è--l)(7i-2)(n-3) 

8 

Lo  studioso  imiterà  la  precedente  dimostrazione  pel  teorema  h) 

a  sinistra.  Potrà  fare  altrettanto  per  gli  altri  teoremi  a   dritta; 

ma  questi  li  otterrà  più  facilmente  colla  proiezione  da  un  centro. 

(»-l)I 
e)  In  un  ennagono  piano  completo  si  contengono    — 

ennagoni  semp>ìici,  0  ordinarii.  Infatti,  prendendo  gli  n  vertici 
-4j  ,  ylg  , ... ,  -4,,  in  un  ordine  qualunque,  si  ha  una  permutazione, 
senza  ripetizione  di  lettere,  di  A^  ,  ^^ , ... ,  A^\  e  quindi  il  nu- 
mero degli  ennagoni  semplici,  per  tutte  le  permutazioni  possi- 
bili dei  vertici  stessi,  sarebbe  n\.  Ma  ciascun  ennagono  sem- 
plice può  essere  i)ercorso  a  partire  da  un  suo  vertice  qualun- 
que, ed  in  due  sensi  contrarli,  restando,  sempre  lo  stesso  T  en- 
nagono semplice  considerato.  Dunque  il  numero  totale  degli  en- 
nagoni  semplici  distinti,   contenuti  nel T  ennagono  completo,  è 

n  !  _  {n-  \)\ 
2/i  "       2 

Analoghe  cose  si  hanno  j)er  l'ennilatero  piano,  e  per  gli   A 
ennaedri  (*d  ennispigoli,  i  cui  enunciati  si  lasciano  allo  studioso. 
d)  \j  ennagono   piano   completo   è  una  figura  ben  diversa 
dair  ennilatero  piano  completo  ;  ma  1'  ennagono   e    V  ennilatero 
semplici  formano  una  identica  figura. 

Si  noti  pure  che,  in  un  ennagono,  o  ennilatero,  semplice,  si 
hanno  2n  elementi,  cioè  n  vertici  ed  n  lati;  e   ponendo,  p.  e.. 
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il  numero  1  in  un  vertice,  11  numero  2  sopra  uno  de'  due  lati 
che  passano  pel  vertice  1,  il  numero  3  nel!'  altro  vertice  gia- 
cente sopra  questo  lato,  e  cosi  via,  i  vertici  saranno  segnati 
con  numeri  impari  ed  i  lati  con  numeri  pari.  Ora  se,  a  partire  da 
un  elemento  qualunque,  si  prendono  n-1  elementi  successivi  a 
sinistra  ed  altrettanti  elementi  successivi  a  destra,  quello  che  ri- 
mane cosi  escluso  dicesi  opposto  a  quello  dapprima  considerato: 
e  quindi,  se  un  elemento  ha  r  per  suo  numero  d'  ordine,  V  e- 
lemento  opposto  avrà  per  numero  d'ordine  r  +  n,  diminuito  però 
di  2n,  se  r  è  maggiore  di  n. 

È  evidente,  che  gli  elementi  opposti  sono  della  stessa  natura, 
o  di  natura  diversa^  secondo  che  n  è  pari,  o  impari. 
Analoghe  cose  si  hanno  per  gli   a   ennaedri  ed  ennispìgoli. 


e)  Supponendo  ?i  =  4  ma) 
a  sinistra ,  ed  indicando  con 
il,  By  C,  D  ì  punti  A^ ,  A^j  A^, 


Supponendo  n  =  4  in  ò)  a  si- 
nistra, ed  indicando  con  a ,h, 
e  f  d  \g  rette  «i  ?  «g  ?  ^3 ,  «4  ?  si 


A^j  si  ha  (tig.  6.0)  che  un  qua- 1  ha  (flg.  7.«)  che  un  quadrila- 


fig.  6  a 


fig.  7.« 


drangolo  piano  completo  ABCD 
è  il  sistema  di  quattro  punti 
di  un  piano,  dei  quali  mai  tre 
per  diritto,  insieme  alle  sei  ret- 
te che  li  congiungono  a  due 
a  due.  Il  numero  dei  suoi  punti 
diagonali  è  3',  e  questi  sono 
AB'CD^H,AC'DB=EGyAD' 

SA.NNIA  —  Geometria  proiettiva. 


tero  piano  completo  ahcd  è  il 
sistema  di  4  rette  di  un  piano, 
delle  quali  tre  qualunque  non 
concorrono  in  un  punto,  insie- 
me ai  sei  punti  d' intersezione 
di  questi  lati  a  due  a  due.  Il 
numero  delle  rette  diagonali  ò 
3;  e  queste  sono  ab-cd^  h,  ac  • 

dh^Qj  ad 'he  ^f* 

3* 


r«-;i^r 


1 
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Il  triangolo  FGH  dicesi  tri- 
angolo .  diayonale\  mentre  due 
lati  del  quadrangolo,  che  pas- 
sano per  uno  stesso  punto  dia- 
gonale, diconsi  opposti. 

Inoltre,  nel  quadrangolo  com- 
pleto ^i?Ci>  sono  contenuti  [e)]  i 
tre  quadrangoli  semplici  ^J5C7>, 
ACDB,  ADBa 


li  trilatero  fgh  dìcesi  trilatero 
diagonale^  mentre  due  vertici 
del  quadrilatero,  che  giacciono 
sopra  una  stessa  diagonale,  di- 
consi opposti. 

Inoltre,  nel  quadrilatero  com- 
pleto abcd,  sono  contenuti  [ci] 
i  tre  quadrilateri  semplici  abcd, 
acdbj  adbc. 


Analoghi  risultati  si  hanno  neir  angolo  tetraedro  e  neir  an- 
golo quadrispigolo. 

16.  a)  Due  ennagoni  piani  si  diranno  riferiti  fra  loro,  se  ad 
ogni  vertice  dell'  uno  si  fa  corrispondere  un  vertice  dell'  altro, 
e  quindi  ad  ogni  lato  dell'  uno  un  lato  dell'  altro. 

Analoghe  convenzioni  vanno  fatte  per  gli  angoli  ennaedri, 
non  che  per  gli  ennilatori  piani  e  per  gli  angoli  ennispigoli. 

b)  Due  ennagoni  piani  com-  Due  a  ennaedri  completi,  ri- 
pleti,  riferiti  tra  loro  e  situati  feriti  tra  loro  ed  aventi  lo  stes- 
in  uno  stesso  piano  o  in  piani    so    centro   o  centri  diversi,  si 


differenti,  si  dicono  prospettivij 
se  le  rette  congiungenti  i  ver- 
tici corrispondenti  concorrono 
in  uno  stesso  punto  S  (  ceìitro 
di  prospeAiiva);  e  si  dicono  o- 
mologici,  se,  essendo  prospetti- 
vi, hanno  inoltre  la  proprietà, 
che  i  lati  corrispondenti  si  se- 
gano sopra  una  stessa  retta  s 
(asse  di  omologia).  In  qucst'ul- 


chiamano  prospettivi,  se  le  fac- 
ce corrispondenti  si  tagliano  so- 
pra uno  stesso  piano  o  {piano 
di  jfrosjjetfiva)  ;  e  si  chiamano 
omologici^  se,  essendo  prospet- 
tivi, hanno  inoltre  la  proprietà, 
che  gli  spigoli  corrispondenti 
giacciono  in  piani  che  passano 
per  una  stessa  retta  s  (asse  di 
omologia).  In  quest'  ultima  ipo- 


tima  ipotesi  il  punto  /S' chiamasi    tesi  il  piano  e  dicesi  purc^Jm?^o 
pure  centro  di  omologia.  |  di  omologia. 

e)  Si  noti  però  che,  se  i  Si  noti  però  che^  se  i  due  A 
due  ennagoni  prospettivi  A1A2..*  ennaedri  prospettivi  a^  a^...  a^, 
A„  ,  A\  A'g...  A'„  (^)  giacciono  a\  a'^  . . .  a',^  hanno  vertici  dif- 
in  piani  differenti  e,  0',  essi  so-  \  ferenti  S,  S',  essi  sono  necessa- 


(^)  Qui,  come  sempre  faremo  senza  dirlo,  intendiamo  che  gli  elementi 
omonimi  sono  gli  elementi  corrispondenti. 
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no  necessariamente  anche  omo- 
logici; e  l'asse  di  omologia  è  la 
retta  ca\ 

Infatti,  [cfr.  n.  7,  cj,  poiché 
l)er  ipotesi  le  rette  A„A'^ ,  A^A'^ 
passano  pel  centro  ^S' di  prospet- 
tiva, esse  stanno  in  un  piano: 
e  quindi  le  rette  A^A^ ,  A*^A'^ 
hanno  un  punto  comune,  il  qua- 
le, appartenendo  ai  piani  o,  e', 


giace  sulla  retta  oo\ 


d)  Due  ennilateri  piani  com- 
pleti, riferiti  tra  loro  e  situati  in 
uno  stesso  piano  o  in  j)iani  difiFe- 
rcnti,  si  chiamano  prospettivi j 
se  i  lati  corrispondenti  si  sega- 
no sopra  una  stessa  retta  s  (as- 
se di  prospettiva)*^  e  si  dicono 
omologici^  se,  essendo  prospet- 


riamente  anche  omologici;  e  tas- 
se di  omologia  è  la  retta  SS'. 

In  fatti,  poiché  per  ipotesi  le 
rette  a^T.'^  ,  a^,a'p  giacciono  nel 
piano  di  prospettiva  o,  esse  han- 
no un  punto  comune  L,  pel  qua- 
le quindi  passano  i  quattro  pia- 
ni a^ ,  a'„,  a^ ,  a\..  Dunque  gii  spi- 
goli corrispondenti  a^ap,  a'^a'„ 
passano  per  L:  e  perciò  giac- 
ciono nel  piano  L/>\S'. 

Due  A  ennispigoli  completi, 
riferiti  tra  loro  ed  aventi  lo 
stesso  vertice  o  vertici  diffe- 
renti, diconsi  prospettivi^  se  gli 
spigoli  corrispondenti  giacciono 
in  piani  che  passano  per  una 
stessa  retta  s  (asse  di  jjrosiìct- 
tiva)\  e  si  chiamano  omologiciy 


tivi,  hanno  inoltre  la  proprietà,    se,  essendo  prospettivi,  hanno 


che  le  rette  congiungenti  i  ver- 
tici corrispondenti    concorrono 


inoltre  la  proprietà,  che  le  facce 
corrispondenti  si  tagliano  sopra 


in  uno  stesso   punto   S  (centro  \  uno  stesso  piano  e  (piano  di  o- 


di  omologia  ),  In  quest'  ultima 
ipotesi  la  retta  s  si  chiama  pure 
asse  di  omologia, 

17.  a)  Se  due  triangoli  ABOj 
A'IVC  sono  prospettivi,  essi  sono 
ancora  omologici, 

h)  Se  due  trilateri  ahc,  a'b'c' 


mologia  ).  In  quest'  ultima  ipo- 
tesi la  retta  s  dicesi  pure  asse 
di  omologia. 

Se  due  triedri  a^^ ,  a'^'7' 
sono  prospettivi ,  essi  sono  an- 
che omologici. 

Se  due  trispigoli  abc^a'b'c' 


sono  prospettivi ,  essi  sono  an-  '  sono  prospettivi^  essi  sono  an- 
che omologici.  I  cora  omologici, 

I  due  teoremi  enunciati  in  a)  sono  già  noti,  se  1  triangoli 
ABC,  A'B'C  giacciono  in  piani  diversi,  e  se  i  vertici  dei  trie- 
dri a  Jy  ,  a'^'-^'  sono  differenti  ;  perchè  casi  particolari  de'  teo- 
remi riportati  nel  n.o  16,  e). 
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Pel  tecrema  b)  a  sinistra,  se  i  piani  a,  a'  de'  trilateri  abc,  a'b'c' 
sono  differenti,  si  osservi  che,  giacendo  per  ipotesi  i  tre  punti 
aa' ,  bb' ,  ce'  sull'  asse  ce'  di  prospettiva,  se  s' indichi  con  S  il 
pnnto  comune  ai  tre  piani  aa! ,  bb' ,  ce',  questi  si  seglieranno  a 
due  a  due  secondo  tre  rette  concorrenti  in  S,  le  quali  congiun- 
gono 1  vertici  corrispondenti  ab  e  ab',  bc  e  b'c',  ca  e  c'a'  de* tri- 
lateri. 

Pel  teorema  b  )  a  dritta ,  se  i  vertici  de'  due  trispigoli  abc , 
a'b'c'  sono  due  punti  distinti  S,  8',  poiché  per  ipotesi  gli  spigoli 
corrispondenti  a  e  a',  6  e  &',  e  e  e'  giacciono  in  tre  piani,  che 
passano  per  l'asse  SS'  di  prospettiva,  ponendo  ««'  =  il,  WsS, 
ce'  =  C,  saranno  A  fi,  BC,  CA  le  intersezioni  delle  coppie  di  facce 
.corrispondenti  ab  e  a'b',  bc  e  b'c',  ca  e  c'a':  e  quindi  ABC  è  il 
piano  di  omologia. 

Kitoniando  al  teorema  a)  a  sinistra,  se  i  triangoli  ABC,  A'B'C 
sono  situati  in  uno  stesso  piano  e,  sia  S  il  loro  centro  di  pro- 
spettiva, nel  quale  concorrono  quindi  le  rette  AA' ,  BB' ,  OC. 
Condotta  per  iS  una  retta  arbitraria  r,  ma  non  situata  nel  piano 
o,  e  preso  nel  piano  t.SAA'  un  punto  arbitrario  0,  non  situato 
sopra  alcuna  delle  rette  r,  SAA' ,  si  proiettino  da  0  sopra  r  i 
punti  A,  A'  rispettivamente  in  A^,  A'^,.  Si  avranno  così  due  trian- 
goli AqBC,  A'qB'C  situati  in  piani  diversi,  e  prospettivi  col  cen- 
tro S  di  prospettiva.  Questi,  per  quanto  si  è  dimostrato  piti  so- 
pra, saranno  in  conseguenza  omologici  ;  ossia  ì  lati  corrispon- 
denti si  segheranno  sopra  una  stessa  retta  s^.  Dunque  anche  nei 
triangoli  ABC,  A'B'C,  proiezioni  di  A^BC,  A'„B'C'  sopra  o  dal 
centro  O,  i  lati  corrispondenti  si  segheranno  in  punti  giacenti 
sulla  retta  s,  proiezione  di  Sg  da  0  sul  piano  a. 

In  quanto  poi  al  teorema  b)  a  sinistra,  quando  i  trilateri  abc, 
a'b'c'  giacciono  in  uno  stesso  piano  e ,  per  1'  asse  s  di  prospet- 
tiva si  conduca  un  piano  arbitrario  a^,  e  preso  ad  arbitrio  un 
punto  O,  non  situato  sopra  alcuno  dei  piani  e,  Cj,  si  proietti  da 
0  sopra  Cq  il  trilatero  a'b'c'  in  a^h^Cg,  I  due  trilateri  abc,  UffbQr^, 
situati  in  piani  diversi,  sono  evidentemente  anch'essi  prospet- 
tivi con  l'asse  s  di  prospettiva;  e,  per  quanto  si  6  dimostrato 
più  sopra,  sono  pure  omologici.  Dunque  le  rette  congiungenti  i 
vertici  corrispondenti  dei  trilateri  abc,  a^bf^c^  concorrono  in  uno 
stesso  punto  S^  ;  ed  in  conseguenza  le  proiezioni  da  0  sopra  o 
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dì  queste  congiungenti,  le  quali  proiezioni  sono  le  congiungenti 
dei  vertici  conispondenti  dei  trilateri  abc^  a'b'c',  concorreranno 
nella  proiezione  ^  di  Sq^  fatta  da  0  sopra  o. 

In  fine,  i  teoremi  a)  e  h)  a.  dritta,  quando  i  triedri  o  trispì- 
goli  hanno  lo  stesso  vertice,  si  riconducono  ordinatamante  a' teo- 
remi 6)  ed  a)  a  sinistra,  segando  le  figure  con  un  piano  tra- 
sversale. 

e)  Si  osservi,  che  i  teoremi  a)  e  6),  a  sinistra,  sono  inversi 
Tuno  dell'altro;  e  che  lo  stesso  si  verifica  per  i  teoremi  a)  e 
6),  a  dritta. 

d)  Nei  teoremi  a)  e  ò)  si  è  supposto  che  due  elementi  omo- 
nimi non  coincidano;  ma  è  bene  però  notare  che,  mediante  ac- 
conce  convenzioni,  questa  restrizione  può  essere  rimossa. 

Così,  p.  e.,  se  in  a)  a  sinistra  è  ^'  =  i4,  e  le  rette  BB',  CC 
concorrono  in  un  punto  S,  assumendo  per  AA'  la  retta  ASj  sic- 
come dei  tre  punti  ÀB'A'B',AC'A'C',BC'B'C'  ì  primi  due 
coincidono,  si  può  ben  dire  che  questi  tre  punti  giacciono  per 
diritto. 


18.  a)  Se  in  due  ennagoni 
piani  completi  A^Ag  . . .  A^,  K\ 
A'j  . . .  A'„,  riferiti  tra  loro  e 
situati  in  uno  stesso  piano  o  in 
piani  distinti^  un  lato  AjAg  del 
primo,  e  tutti  gli  altri  2n  —  4 
lati,  che  passano  per  Aj  ,  Ag , 
concorrono  co'  lati  corrispon- 
denti del  secondo  ennagono  in 
punti  di  una  retta  s,  i  due  en- 
nagoni,  e  i  due  poligoni  che 
hanno  per  vertici  i  punti  dia- 
gonali dei  due  ennagoni,  sono 
omologici  con  Tasse  di  omolo- 
gia s  e  col  centro  di  omologia 
S^A^AVA^AV 

Per  la  verità  del  teorema  si 
richiede  che,  ne  alcuno  de'ver- 
tici  A,  ,  Ag  ,  né  il  lato  AjA^  del 


Se  in  due  a  ennaedri  com- 
pleti OL^Oi^  •  •  •  ^«  j  Oi\l.  2  •  •  •  ^  n? 
riferiti  tra  loro  e  con  lo  stesso 
vertice  o  con  vertici  diversi, 
uno  spigolo  a^a^  del  primo,  e 
tutti  gli  altri  2n  —  4  spigoli  , 
che  sono  situati  in  ol^  ,  «g?  gictc- 
ciono  con  gli  spigoli  corrispon- 
denti del  secondo  A  ennaedro 
in  piani  di  una  retta  s,  i  due  A 
ennaedri,  e  i  due  A  poliedri  che 
hanno  per  facce  i  piani  dia- 
gonali dei  due  A  ennaedri,  sono 
omologici  con  V  asse  di  omolo- 
gia s   e   col  piano   di  omologia 

Per  la  verità  delle  mine  iato, 
né  alcuna  delle  facce  «^  ,  ag , 
uè  lo    spigolo    «jajj    del  primo 
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primo  ennagono ,  coincidano 
con  gli  elementi  corHspondenti 
del  secondo, 

h)  Se  in  due  ennilateri  pia- 
ni completi  aja^.-.a^ ,  a'^a'^-.a',,, 
riferiti   tra  loro   e  giacenti  in 


angolo  ennaedro,  debbono  coin- 
cidere coi  corrispondenti  ele- 
menti del  secondo. 

Se  in  due  A  ennispigoli  com- 
pleti a^a^ . . .  a„,  a^a'^ . . .  a'„,  ri- 
feriti tra  loro  e  che  abbiano  lo 


uno    stesso  piano    o   in  pmwi ,  stesso  vertice  o  vertici  distinti, 
diversi,  un  vertice  a^a,  del  pn-\  una  faccia  a^a.^  del  primo,  e  tutte 

mo,  e  tutti  gli  altri  2ii  -  4  ver-  '  le  altre  2n  -  4  facce,   che  pas- 

I 

tici  situati  in  a^  ,  a^ ,  congiun-  \  sano  per  a^ ,  a^,  segano  le  facce 

corrispondenti  del  secondo  in 
rette  situate  in  un  medesimo 
piano  G,  i  due  a  ennispigoli  e 
i  due  A  polispigoli  che  hanno 


ti  coi  vertici  corrispondenti  del 
secondo,  danno  rette  concor- 
renti in  uno  stesso  2>nnto  S^  i 
dite  ennilateri,  e   i  due  polila- 


teri  che  hanno  per  lati  le  rette  ì  per  singoli  le  rette  diagonali 
diagonali  dei  due  ennilateri ,  I  dei  due  A  ennispigoli,  sono  o- 
sono  omologici  col  centro  di  o-  mologici  col  piano  di  omolo- 
mologia  S  e  con  Vasse  di  omo-  già  a  e  con  Vasse  di  omologia 
logia  s  =  aja'i  •  a^^a^.  '  s  =  a^a'^  •  a^ja^,. 

Per  la  verità  del  teorema  si  Per  la  verità  del  teorema,  né 
esige  che,  né  alcuno  dei  lati  j  alcuno  degli  spigoli  a^  ,  a^,  ne 
a^  ,  a^  ,  né   il    vertice    a^a^    del    la  faccia  RiH^  del  primo  angolo 


primo  ennagono,  coincidano  con 
gli  elementi  corrispondenti  del 
secondo. 


ennaedro ,  debbono  coincidere 
coi  corrispondenti  elementi  del 
secondo. 


Dimostreremo  il  solo  teorema  a)  a  sinistra,  invitando  lo  stu- 
dioso a  comporre,  imitando,  le  analoghe  dimostrazioni  per  gli 
altri  tre  teoremi. 

In  conseguenza  delle  ipotesi  fatte  neir  enunciato,  gli  n  -  2 
trilateri  A^A^A^  ,  A^A^A^  ?  •  •  •  >  ^i^t^^n  sono  ordinatamente  pro- 
spettivi ai  loro  corrispondenti  A'^A'^A'^  ,  A\A'2'^U  >  •  •  •  >  ^'i^'s-^'wy 
ed  hanno  s  per  comune  asse  di  prospettiva:  essi  sono  perciò 
pure  omologici  [17,  b)  a  sinistra],  e  col  centro  comune  A^A\'A^A^^ 
~  S  di  omologia.  —  Questo  centro  è  individuato ,  se  i  vertici 
A^ ,  /Ijj  non  coincidono  co'  loro  corrispondenti  A\  ,  A\ ,  ed  il 
lato  indefinito  A^A^  non  coincide  col  suo  corrispondente.— Dun- 


h 
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que  i  due  ennagoni  sono  prospettivi,  col  contro  ^S^  di  prospet- 
tiva (1). 

Ora,  considerando  due  lati  corrispondenti  A^A^ ,  A'^^A'^ ,  nei 
quali  gì'  indici  sono  due  dei  numeri  3  ,  4  , . . .  7i ,  i  triangoli 
A^A^A^\  A\A*^A\  sono  prospettivi,  col  centro  di  prospettiva /S' • 
e  perciò  [17,  a)  a  sinistra]  anche  omologici  5  ossia  il  punto 
A^A^'A^^A'^  giace  sulla  retta  che  passa  per  i  punti  ì4jì4„ -^'1^4'^, 
AiA^'A\A'^,  la  quale,  per  ipotesi,  è  la  retta  s. 

Inoltre,  se  è  P=  A^Ay-A^At  (dove  x,  y,  z,  t  sono  quattro  qua- 
lunque dei  numeri  1,  2,  3, . . . ,  n,  ma  differenti)  i  due  trilateri 
PAj^A^ ,  P'A^^A\  sono  evidentemente  prospettivi,  con  Tasse  8  di 
prospettiva;  e  quindi  essi  sono  pure  omologici,  ossia  la  retta  PP' 
passa  pel  punto  Aj^A*^'A^A\=i  8. 

Infine,  considerando  due  punti  diagonali  P^.  A^Ay'A^A^  ^ 
(1  =  Aj,A^'A^A^j  è  R  =  AjA'A^A^  un  terzo  punto  diagonale,  e 
il  triangolo  PQR  ed  il  suo  corrispondente  P'Q'Ji'  sono  prospet- 
tivi col  centro  S  (come  ora  abbiamo  dimostrato),  e  quindi  sono 
anche  omologici:  ma  i  lati  PR  =  A^^Ay,  QR  =  A^A^  segano  i  loro 
col-rispondenti  in  punti  della  retta  s  :  dunque  anche  i  rimanenti 
lati  corrispondenti  PQ ,  P'Q'  si  segano  sulla  retta  $. 

E  inutUe  quasi  osservare  che  la  retta  s  può  essere  anche  im- 
propria; ossia  che,  se  il  lato  Aj^A^  del  primo  ennagono,  e  tutti 
gli  altri  2n  —  4  lati  che  x>a88ano  per  A^  ,  K^ ,  sono  paraìleli  ai 
lati  corrispondenti  del  secondo,  tutti  i  lati  corrispondenti  sono 
a  due  a  due  paralleli. 


e)  Se  in  due  quadrangoli 
piani  completi  ABCD,  A'B'C'D', 
riferiti  tra  loro  e  situati  in  un 
medesimo  piano  o  in  piani  di- 
stinti, cinque  lati  AB,  AC,  AD, 


Se  in  due  angoli  tetraedri 
completi  a^Y© ,  a'^'^'S',  riferiti 
tra  loro  e  con  lo  stesso  vertice 
0  con  vertici  diversi^  cinque  spi- 
goli   0^  ,  ay  ,   aS  ,   py  ,  ^5    del 


BG,  BD  del  primo  segano  i  lati  j  primo  giacciono  con  gli  spigoli 


corrispondenti  del  secondo  in 
punti  di  una  retta  s,  anche  i 
sesti  lati  si  segheranno  in  un 
punto  di  8. 


corrispondenti  del  secondo  in 
piani  di  una  retta  s^  anche  i 
sesti  spigoli  70,  ^'o'  sono  situati 
in  un  piano  di  s. 


{*)  Se  i  due  ennagoni  giacciono  in  piani  distinti,  il  rimanente  dell'e- 
nnnciato  è  evidente  [10,  e)  a  sinistra). 
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Perchè  il  teorema  sia  vero,  si 
richiede  che,  uè  alcuno  dei  ver- 
tici A ,  B;  né  il  lato  indefinito 
AB,  coincidano  con  gli  elementi 
corrispondenti  del  secondo  qua- 
drangolo. 


Per  la  verità  del  teorema  si 
esige  chej  né  alcuna  delie  farce 
a,  P,  né  lo  spigolo  ag,  coinci- 
dano con  gli  elementi  corrispon- 
denti del  secondo  angolo  te- 
traedro. 


I  teoremi  qui  enunciati  non  sono  che  una  parte  dei  teore- 
mi a\  nell'  ipotesi  di  n  =  4. 


d)  Se  in  due  quadrilateri 
piani  completi  abcd  ,  a'b'c'd' , 
riferiti  tra  loro  e  posti  in  uno 


Se  in  due  angoli  quadrispi- 
goli  completi  abcd,  a'b'c'd'  ri- 
feriti tra  loro  e  con   lo    stesso 


stesso  piano  o   in  piani   diffe-  vertice  o  con  vertici  distinti,  cin- 

renti ,    le    congiungenti    cinque  que  facce  ab,  ac,  ad,  bc,  bd  del 

vertici  ab,  ac,  ad,  bc,   bd   del  primo  segano  le  corrispondenti 

primo  coi  vertici  corrispondenti  facce  del  secondo  in  rette  di  un 


del  secondo  sono  rette  di  un 
punto  S,  anche  i  sesti  vertici 
ed,  c'd'  sono  allineati  con  S. 

Per  la  verità  del  teorema  si 
esige  che,  né  alcuno  dei  lati 
a,  b,  né  il  vertice  ab,  coincidano 
con  gli  elementi  corrispondenti 
del  secondo  quadrilatero. 

quadrispigolo. 

Questi  teoremi  non  sono  che  una  parte  dei  teoremi  6),  nel- 
l'ipotesi di  n  -  4. 


piano  0,    anche  le   seste   facce 
ed,  c'd'  èri  segano  in  e. 

Perchè  il  teorema  sia  vero, 
né  alcuno  degli  spigoli  a,  b,  né 
la  faccia  indefinita  ab,  debbono 
coincidere  con  gli  elementi  cor- 
rispondenti del  secondo  angolo 


19.  a)  Ennagono  gobbo  com- 
pleto è  il  sistema  di  n  punti  {ver- 
tici), doi  quali  mai  quattro  giac- 
ciono in  un  piano,  insieme   alle 

w(n  —  1)  /,  ^-      1      T 

— rette  {lati)  che  li  uni- 
scono   a    due    a    due  ,    ed    agli 

-     ^     r  -  piani  {facce)  che 

G 

li  uniscono  a  tre  a  tre. 

b)  Due  ennagoni  gobbi  cora- 


Ennaedro  completo  è  il  sistema 

di  n  piani    (  facce)  ,   delle   quali 

mai  quattro  passano  per  un  punto, 

.     .                 n{n-\)  , 

insieme  alle  — — rette  {spi- 

ed 

goli)  secondo  cui  si  segano  a  due 

n(n-l)(n-2) 

a  due,  ed  agli 

6 

punti  (vertici)    ne'  quali  concor- 
rono a  tre  a  tre. 

Due  ennaedri  completi,  riferiti 
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pleti,  riferiti  tra  loro,  si  dicono 
prospettivi^  se  le  rette  congiun- 
genti i  vertici  corrispondenti  con- 
corrono in  uno  stesso  punto  /? 
{centro  di  prospettiva)  ;  e  si  di- 
cono omologici^  se,  essendo  pro- 
spettivi, le  facce  corispondenti 
si  segano  secondo  rette  situate 
in  un  medesimo  piano  o  (piano 
di  oviologia).  In  questa  ultima 
ipotesi,  4^  si  dice  pure  centro  di 
omologia»  j 

e)  Nello  spazio  si  ha  che  un  quadrangolo  gobbo  completo  non 
differisce  dal  tetraedro  completo  ,  come  nel  piano  si  ha  che  un 
triangolo  non  differisce  da  un  trilatero,  e  nella  stella  che  un  trie- 
dro non  differisce  dal  trispigolo. 


tra  loro,  si  dicono  prospettirij  se 
le  facce  corrispondenti  si  segano 
secondo  rette  situate  in  uno  stes- 
so piano  e  {piano  di  prospettiva): 
e  si  dicono  omologici^  se,  essendo 
prospettivi,  le  rette  congiungenti 
i  vertici  corrispondenti  concor- 
rono in  un  medesimo  punto  S 
{centro  di  omologia).  In  quest'ul- 
tima ipotesi  G  dicesi  pure  piano 
di  omologia. 


Due  tetraedri  completi  prospet- 
tivi sono  pure  omologici. 


d)  Due  quadrangoli  gobbi 
completi  prospettivi  sono  anche 
omologici.  . 

Dimostreremo  il  solo  teorema  a  sinistra. 

Siano  ABCD,  A*B'OD'  i  due  quadrangoli.  Essendo  prospettivi 
i  triangoli  ABC,  A'B'C,  ne  segue  che  i  tre  punti  ABA'B',  BC-  B'C\ 
CA'C'A'  giacciono  sulla  retta  Z,  intersezione  delle  facce  ABC , 
A'B'C.  E  similmente  si  trova  che  i  punti  AB-A'B' ,  BDB'D', 
DA'D'A'  appartengono  alla  retta  m  =  {ABD)  {A'B'D');  ì  punti 
AC'A'C,  CD-CD',  DA'D'A'  alla  rett^  n~{ACD)'{A'C'D')\  e 
i  punti  BC'  JB'C,  CD  -  C  'D\  DB  -  UB'  alla  retta  p^:{BCD)  •  {B'C'D'). 
Ma  le  rette  Z,  m  si  segano  nel  punto  AB'A'B',  e  sono  segate  da 
n  ne  punti  AC-A'C',  DA-D'A',  e  da;?  ne  punti  BC-B'C,  BDB'D*. 
Dunque  le  rette  Z,  7n,  n,  p  sono  situate  in  uno  stesso  piano;  e 
perciò  i  due  quadrangoli  sono  omologici. 

e)  Nel  teorema  d)  abbiamo  supposto  che  gli  elementi  omonimi 
dei  due  quadrangoli  (o  tetraedri)  non  coincidano;  ma  è  facile  ve- 
dere comc^  con  acconce  convenzioni,  questa  restrizione  possa  essere 
rimossa. 


/)  Proiettando  i  vertici  e  i 
lati  di  un  quadrangolo  gobbo 
completo  da  un  punto  arbitrario 

Samma  —  Geometria  proiettiva. 


Sezionando  le  facce  e  gli  spi- 
goli di  un  tetraedro  completo 
con  un  piano  trasversale  e,  che 

4* 


'-'^'JH'fffR.V     1 
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,  non  situitto  sopra  alcuna  fac-  [  non  passi  per  alcun  vertice   del 
a  del    quadrangolo,    si    ottiene  '  tetraedro,  ni  ottiene  un    quadri- 
li   A    quadrispigolo  completo.       Intero  completo. 


1.  Segare  un  Bugolo  tetraedro  in  modo  the  la  Beaione  risulti,  ai  uu 
rapeiio,  h)  un  parallelogrammo. 

2.  Proiettare  un  quadrangolo  per  modo  che  la  proieiione  risulti,  ni 
n  parallelogrammo,  hi  un  rettangolo,  ci  un  rombo,  d)  un  quadrato. 

3.  Dati  in  un  piano  un  punto  S  '  Dati  in  un  piano  duo  punti  A.  A' 
due  retto  a  ,  a,  coatruii'o  con  la  i  ed  una  rotta  »,  costruire  i;on  la  sola 

ila  riga  la  retta  S-aa,  senza  far  i  riga  il  punto  AA'-t,  senza  far  iisn 
Bo  del  punto  aa.  [  della  retta  AA'. 

La  soluzione  dei  due  problemi  ni  trae  dai  teoremi  del  n."  17,   n|,  i). 

4.  Dati  due  y  ('}  in  due  piani  diversi,  costruire  in  nn  altro  piano. 
ato  un  terzo  y  omologico  ai  due  primi. 

-'i.  Dali  duo  \j  in  uno  stosso  piano  a,  costruirci  un  terzo  y  omolo- 
ico  a  ciascuno  dei  due  primi,  e  tale  che  gli  aHsi  dì  omologia  9Ìi<no 
uè  rotte  assegnate  del  piano  a. 

ti.  Un  \j  AliC  ed  il  suo  y  mediano  (triangolo  ehe  ha  i  vertici  nei 
unti  raedii  dei  latij  soan  omologici  col  centro  di  omologia  nel  bari- 
enti-o  di  ABC:  quale  n' è  1' aase  di  omologia? 

7.  Un  tetraedro  ABCO,  ed  il  tetraedro  che  ha  per  vertici  i  baricentri 
elle  facce,  sono  omologici  col  centro  di  omologia  nel  baricentro  del 
ìtracdro   ABCTi:  quale  ne  ó  il  piano  di  omologia? 

ti.  Dati  in  un  piano  o  il  y  diagonale  FQIl  di  un  quadrangolo  com- 
let-o  variabile  ABCD  ed  una  retta  a,  mentre  il  vertice  A  »\  muovo  so- 
ca  a,  gli  altri  tre  vertici  deacrivouo  tre  rette  h,  e,  rf,  od  il  trilatero 
•.d  è  prospettivo  al  trilatero  FGU,  con  Tasso  di  prospettiva  a. 

Si  noti  che  la  configurazione  delle  rotte  «fcrJ  ò  fele  che  il  trilatero 
i  tre  qualunque  di  que.ite  rette  é  prospettivo  ad  F6II,  coli' asse  di 
rospctl.iva  nella  quarta  retta. 

l'roiettando  la  figura  in  modo  che  la  proiezione  del  quadrangolo  sia 
ti  parallelogrammo,  si  risolvo  facilmente  la  quistione. 

9.  Se  in  due  ennagoni  gobbi  oom-  1  Se  in  due  ennaedri  completi  oi^aj...»^ 
leti  A^A^  ■■■A„  A\A\  . .  .  A\,  ri-  I  a',  a',...  »', ,  riferiti  tra  loro,  uu  ver- 

(')  11  simbolo  V  sto  in  luogo  della  parola  triangolo  o  Iriaiii/uli. 
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feriti  tra  loro,  una  faccia  A^A^A.^ 
del  primo,  e  le  altre  3  (n  — 3)  facce 
che  passano  per  i  lati  A^A.^^  A^A^^ 
A^A^f  segano  le  facce  corrispondenti 
del  secondo  in  rette  situate  in  uno 
ste:$so  piano  a^  i  due  ennagoni  sono 
omologici. 

Per  la  verità  del  teorema  si  ri- 


tice  ^i^^'s  del  primo,  e  gli  altri 
3  (»  —  3}  vertici  situati  sopra  i  tre 
spigo li«jAj,  «^«3,  *3«i,  congiunti  con 
i  vertici  corrispondenti  del  secon- 
do,  danno  rette  concorrenti  in  un 
medesimo  punto  /S',  i  due  ennaedri 
sono  omologici. 

Per  la  verità  del  teorema  si  esige 


rhiede  che,  né  la  faccia  AiA^A^  del  |  che,  né  il  vertice  «^0.^0(3  del   primo 
primo  ennagono,  né  due  dei  vertici  !  ennaedro,  né  due  delle  facce  «j,»,,*. 


^1,  A^j  *4j,,  coincidano  con  gli  ele- 
menti corrispondenti   del  secondo. 
10.  In  un  ennagono  gobbo  com- 
pleto . 

a  I  chiamando  retta  (Hayonale  di 


coincidano  con  gli  elomenti  corri- 
spondenti del  secondo. 
In  un  ennaedro  completo , 

chiamando  retta  diaijoiwle  di  /.« 
/."  ttpecle  rintcrsezione  di  due  facce  specie  la  congiungente  duo  vertici 
che  non  hanno  alcun  vertice  di  co-  |  non  posti  in  una  stossa  faccia,  si 
nume,  si  ha  che  il  loro  numero   è     ^^  <^^^  ii  numero  di  queste  rette  é 

I 

H\n  —  l)(n  —  2)  (n  —  3;  (»  —  4)  (h  —  5)       n(n  —  l){n  -2)(^»  —  3)(«  —  4)('n  — 5)^ 

If)  chiamando  retta  diagonale  di 
2?.«  specie  l'intersezione  di  due  facce 
che  hanno  un  vertice  solo  di  comu- 
ne, si  ha  che  il  loro  numero  ò 

H  («—  1)  (n  —  2)  in  -3;  (n—à) 
03  • 


chiamando  retta  diagonale  di  2.^ 
specie  la  congiungente  due  vertici 
per  i  quali  passa  una  sola  faccia, 
si  ha  che  il  loro  numero  è 

n  (n  -  1)(>  -  2)(/i  -  3)(?i  -  4) 
2^  ~"' 


11.  In  un  ennagono  gobbo  completo  chiameremo  punto  diagonale  l'in- 
tersezione di  tre  facce,  che  non  abbiano  tutte  e  tre  uno  stesso  vertice 
comune. 

Il  numero  dei  punti  diagonali  distinti  di  un  ennagono  gobbo  com- 
pleto ù 

«Cm  — 1) .  . .  («  —  8) 
^^  ^^  '-  — ^  (;»*  -f  n»-73n='  -f  257 n- 102», 


dei  quali 
«('n  — 1).  .  .In  — 8) 
2*.3^^ 


sono  intersezioni  di  tre  diagonali  di    1.'  specie; 


nin  —  l), .  .(n~l)  ,  ... 
sono  intersezioni  di  due  diagonali  di  l.»  sp.   ed    una 

di  2.»  sp.  ; 

nin  -  1).  . .  ót— 6) 

-         -    sono  intersezioni  di  una  diagonale  di   !.•    sp.   e   due 


di  2.»  sp.  ; 


n(n--i).  .  .(«~5) 
n(»  — 1).  .  .(n  — 4) 
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sono  intersezioni  di  tre  diagonali  di  2.*  sp.; 


giacciono  sopra  i  lati  delV  ennagono. 


Analoghi  risultati  si  hanno  per  i  plani  diaconali  di  un  ennaedro 
completo,  ossia  per  i  piani  che  passano  per  tre  vertici  non  situati  tutti 
e  tre  in  una  stessa  faccia. 


§  IV. 


Forme  fondamentali  armoniche. 


20.  a)   Dati    tre    punti  ABC       Dati  tre  piani  a^Y  di  un  fa- 
(fij^.  8.«)  di  una  punteggiata  (w),  ]  scio  (w) ,  se  con  un  vertice  S^ 


ut 


fig.  8.» 


,,^ i—X 


X—X- 
C      B 


se  in  un  piano  a ,  condotto  ad 
arbitrio  pel  sostegno  m  della 
punteggiata,  si  costruisce  un 
quadrangolo  piano  completo 
KLMNy  in  guisa  che  i  due  lati 
opposti  KLj  MN  passino  per  A^ 
un  terzo  lato  LX  passi  per  C, 
e  i  due  altri  lati  opposti  KN , 
ML  concorrano  in  ^,  il  sesto 
lato  KM  segherà  u  in  un  punto 
1)  j  indìoiduato  mediante  i  tre 
dati  punti;  cioè  che  non  varia, 
quale  che  sia  il  piano  o  con- 
dotto per  w,  e  quale  che  sia  il 
quadrangolo  costruito  nel  modo 
indicato. 


:  preso  ad  arbitrio  sul  sostegno 
u  del  fascio ,  si  costruisce  un 
A  tetraedro  completo  /Xi^v,  in 
guisa  che  i  due  spigoli  opposti 
XÀ  ,  jjiv  giacciano  sopra  a ,  un 
terzo  spigolo  Xv  sia  situato  so- 
pra Y,  e  i  due  altri  spigoli  op- 
posti yv,  'jJlX  giacciano  sopra  p, 
il  sesto  spigolo  yjjL  sarà  proiet- 
tato da  u  secondo  un  piano  o, 
individuato  mediante  i  tre  dati 
piani  ;  cioè  che  non  varia,  quale 
che  sia  il  vertice  S  assegnato 
sopra  u ,  e  quale  che  sìa  V  a 
tetraedro  costruito  nel  modo 
indicato. 
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h)  Dati  in  un  piano  <;  tre 
raggi  abc  (fìg.  9,f*)  di  un  fascio 
{ U),  se  si  costruisce  un  quadri- 


Dati  in  una  stella  (S)  tre 
raggi  abc  di  un  fascio  (p),  se 
si  costruisce  un    a    quadrispi- 


tig,  P.« 


latero  piano  completo  klmn,  in 
guisa  che  i  due  vertici  opposti 
klf  mii  sieno  situati  sopra  a,  un 
terzo  vertice  In  giaccia  sopra 
c^  e  i  due  altri  vertici  opposti 
fcriy  mi  sieno  situati  sopra  bj  il 
sesto  vertice  km  sarà  proiettato 
da  u  mediante  un  raggio  dy  in- 
diciduato  dai  tre  raggi  dati; 
cioè  che  non  varia,  quale  che 
sia  il  quadrilatero  costituito  nel 
modo  indicato. 


golo  completo  kìjnn ,  in  guisa 
che  le  due  facce  opposte  kly  mn 
passino  per  a,  la  terza  faccia 
in  passi  per  e,  e  le  altre  due 
facce  opposte  kn ,  mi  passino 
per  by  la  sesta  faccia  km  se- 
gherà p  secondo  un  raggio  dy 
individuato  dai  tre  raggi  dati; 
cioè  che  non  varia,  quale  che 
sia  r  A  quadrispigolo  costruito 
nel  modo  indicato. 


I  teoremi  a)  sono  una  conseguenza  dei  teoremi  e)  del  n/>  18. 
In  fatti,  pel  teorema  a),  a  sinistra,  costruendo  nel  piano  o,  o 
in  un  altro  piano  qualunque  e'  condotto  per  w,  un  quadrangolo 
completo  K'VM^N',  in  modo  che  i  lati  opposti  K^V,  M^N'  con- 
corrano in  v4  ,  il  terzo  lato  L'X'  passi  per  C,  e  gli  altri  due 
lati  opposti  A  W,  M'L'  concorrano  in  B,  il  sesto  lato  R  '3/'  del 
secondo  quadrangolo  deve  segare  ti  nel  punto  />,  in  cui  u  è  se- 
gato dal  sesto  lato  KM  del  primo.  Dunque  (18,  e,  a  sinistra  ), 
rimanendo  fisso  il  quadrangolo  KLMN ,  e  variando  il  piano  o' 
e  il  quadrangolo  K'L'M'N',  il  punto  D  resta  invariato. 
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(o  si  dice  che  abcd  è  un  gruppo  armonico),  se  è  possibile  co- 
struire un  quadrilatero  completo,  che  abbia  due  vertici  opposti 
in  a,  un  terzo  in  e,  due  altri  vertici  opposti  in  ò,  e  il  sesto  in  d. 
Ed  è  chiaro  che,  se  un  tal  quadrilatero  esiste  (ossia  se  la 
forma  àbcd  è  armonica),  se  ne  possono  costruire  infiniti  altri  ; 
e  che,  dati  i  tre  raggi  abc  di  un  fascio,  è  individuato  il  quarto 
raggio  d,  che  costituisce  con  ahc  il  gruppo  armonico  abcd. 

22.  a)  Quattro  raggi  armonici  abcd  di  un  fascio  (U)  sono 
segati  da  una  trasversale  arbitraria  u  in  quattro  pienti  armo- 
ìlici  ABCD;  e  viceversa,  quattro  punti  armonici  ABCD  di  una 
punteggiata  (u),  sono  proiettati  da  un  punto  U  mediante  quattro 
raggi  armonici  abcd. 

Preso  sopra  e  un  punto  arbitrario  P  (fig.  /0.«),  si  tirino  le  rette 
-4P,  jBP,  le  quali  seghino  6  ed  a  rispettivamente  in  Q  ed  R, 
Le  quattro  rette  AB,  BRy  RQ,  QA  costituiscono  un  quadrilatero 
completo,  che  ha  due  vertici  opposti  A,  R  in  a,  un  terzo  ver- 
tice P  in  e  e  due  altri  vertici  opposti  B ,  Q  in  b,  E  perciò, 
essendo  abcd  armonici,  il  sesto  vertice  AB'QR  deve  cadere  in 
d,  ossia  QR  deve  passare  per  JD.  Ma,  nel  quadrangolo  URPQ 
lo  due  coppie  PQ  e  UR,  PR  e  UQ  di  lati  opposti  passano  or- 
dinatamente per  Ay  B,  mentre  gli  altri  due  lati  UP,  QR  pas- 
sano ordinatamente  per  (7,  D,  Dunque  il  gruppo  AB  CU  è  ar- 
monico. 

Viceversa,  se  ABCD  sono  ar-  flg.  10  a 

raonici,  facendo  la  stessa  co- 
struzione, si  ha  in  PQUR  un 
quadrangolo  completo,  nel  quale 
il  lato  Q/?  deve  passare  per  D, 
Le  rette  AB,  BR,  RQ,  QA  for- 
mano allora  un  quadrilatero 
completo,  che  ha  le  coppie  AR, 
h(l  di  vertici  opposti  rispetti- 
vamente in  a,  b,  e  gli  altri  due 

vertici  P,  D  ordinatamente  in 

e,  d.  Dunque  abcd  sono  quattro  raggi  armonici. 

h)  Segue  poi  da  ciò,  che,  se  quattro  punti  armonici  ABCD 

di  una  punteggiata  («)  si  proiettino  da  un  punto  U  in  A^B'CD' 
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sopm  una   rotta  «',  i  punti   A'B'C'D'   saranno   pure   armonici; 
poiché  A'B'C'O'  è  una  sezione  d<'!  gruppo  nraionico   di  ragfrì 
C{ABCD). 

e)  Da  quanto  è  detto  nei  n.'  20,  e)  e  21,  segue:  1."  che, 
proiettando  quattro  raggi  armonici  abcd  da  un  centro  S,  che 
non  giaccia  nel  plano  ab,  sì  Itanno  quattro  piani  armonici,  <■ 
segando  quattro  piani  armonici  o-^^ò  con  un  piano  trasversale, 
clic  non  passi  per  la  retta  a^,  si  lianno  quattro  raggi  armonici: 
2,"  clic,  segando  1  quattro  piani  annonici  a^^ò  con  un  trasver- 
sale u,  che  non  sì  appoggia  alla  retta  a},  si  hanno  quattro  punti 
annonici  (poicli(;  ({uesti  (juatlro  punti  sono  pure  la  sezione  fatta 
da  u  nel  gi'uppo  armonico  di  raggi,  secondo  i  quali  a^'iS  sono 
tagliati  da  un  piano  condotto  per  m);  e  quindi  che,  proiettando 
quattro  punti  armonici  ABCD  da  un  asse  s,  che  non  si  appoggi 
alla  retta  AB,  si  hanno  quattro  piani  armonici;  'òfi  che  se  il 
gruppo  armonico  abcd  di  raggi  appartiene  ad  una  stella,  esso 
può  essere  anclic  delinito  medianf!  il  teorema  del  n.»  %),  h)  a 
sinistra,  come  risulta  evidentemente  dai  n.'  20,  e)  e  22,  a). 

ti)  Possiamo  riassumere  (jUJiiito  precede,  dicendo:  qualunque 
priiìi'zMnP,  o  seziime,  di  mia  forma  armonica  i>  una  forma  ar- 


23.  Ili  tina  forma  armonica,  i  primi  due  e.levientì  sono  xe- 
parati  dagli  nitri  due. 

Dasta  (22,  d)  dimostrare  ciò  per  un  gruppo  armonico  di  punti 
ABCD. 

Sia  hLAfX  un  quadrangolo  costruttore  del  gruppo  armo- 
nico ABCD  {tìg.  8.").  Posto  LNKM=^.Q,  e  proiettando  vlfi(7> 
sulla  retta  A*.(/  dai  punti  L,  N,  si  hanno  i  duo  gruppi  KMQD  (a. 
MhQD  (?,  per  ciascuno  dei  quali  le  coppie  di  elementi  che  si 
separano  sono  (14,  e)  proiezioni  dcilc  coppie  di  elementi  che 
si  separano  in  ABCD.  Ora,  se  la  coppia  AC  fosse  separata  da 
BD,  il  gruppo  (a  darebbe  A'Q  separata  da  MD,  e  (3  darebbe 
M(i  separata  da  KD\  assurdo,  poiché  i  quattro  punti  KMQ,!) 
non  si  possono  dividere  in  due  coppie  separate,  clic  in  un  modo 
solo  [14,  b)\.  Se  si  facesse  l'ipotesi  di  AD  separata  da  BC,  si 
otterrebbe  un  simile  assurdo.  Dunque  dev'  essere  AB  separata 
da   CD. 


24.  a)  In  vita  forma  armonica,  scambiando  tra  loro  il  primo 
ed  il  terzo  elemento,  non  die  il  secondo  ed  il  quarto,  si  ha  pure 
una  forma  armonica. 

Ragionando,  come  ne!  numero  precedente,  sul  gruppo  armo- 
nico di  punti,  dovremo  dimostrare  che,  se  ABCD  è  un  gruppo 
armonico  di  punti,  sarà  pure  CDAB  un  gruppo  armonico. 

Se  (lìg.  11.")  KLMN  è  un  quadrangolo  costruttore  del  gmppo 

ABCD,  posto  LN-KM=  Q,  si  conduca  la  retta  AQ„  che  seghi 

A'.V  ed  LM  in  5  e  £7,  e  la  retta  BQ,  che  seghi  KL  e   MN  in 

flg.  11." 


_.^ 


X 


3  e  F,  e  si  osservi  che  il  quadrangolo  LTQ.Uì[a  le  coppie  LT 
e  Q(7,  I,V  e  jf'Q  di  Iati  opposti  concorrenti  rispettivamente  in 
A,  B,  ed  il  quinto  Iato  QL  che  passa  per  C:  in  conseguenza 
il  sesto  lato  TU  passa  per  J)  (21,  a,  a  sinistra).  Cosi  pure  si 
vedrà  che  passa  per  2)  il  sesto  lato  VS  del  quadrangolo  com- 
pleto NVQS,  e  che  passano  per  C  i  sesti  lati  ST,  UVAci  qua- 
drangoli completi  A'A'QT,  MUQV.  Hi  ha  dunque  il  quadrangolo 
STUV,  del  quale  1  due  Iati  opposti  ST,  t/F  passano  per  C,  gli 
altri  due  lati  opposti  SV,  TU  passano  per  D,  il  quinto  Iato  SU 
passa  per  A,  e  il  sesto  TV  passa  per  B:  e  perciò  il  gruppo  di 
punti  CDAB  è  armonico, 

b)  Siccome  poi  dalla  costruzione  del  gruppo  armonicovi BC-D, 
mediante  un  quadrangolo  completo  KLMN,  sì  vede  che  A  ^  B' 
Bono  in  identica  condizione  rispetto  a  questo  quadrangolo,  e  che 
in  identica  condizione  sono  pure  C  e  D,  cosi,  tenendo  conto  an- 
cora del  teorema  a),  si  ha  che,  se  abcd  sono  quattro  elementi  (') 


<')  D'ora,  innanzi,  quando  partetemo  di  elementi,  aenza  i 
e  trattisi  di  ponti,  di  piani,  dì  rette,  uaeromo  le  lettere  dell'alfabeto 
,  *.  a,  <,-.. 

SuratA  —  Gfomtlria  proÌellÌKa.  6* 
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sonale AA'  è  divisa  armonica- 
mente dalle  altre  due  BB',  CC, 
ossia  dai  punti  AA'-BB'  ^  F , 
AA'*CC'^G,  basterà  osservare, 
che  nel  quadrangolo  completo 
BB'CC  due  coppie  di  lati  op- 
posti BC  e  B'C,  BC  e  B'C 
concorrono  rispettivamente  in 
.1,  A%  mentre  i  rimanenti  lati 
BB-y  ce  passano  ordinatamen- 
te per  F,  G. 


mostrare,  che  i  lati  AB,  CD , 
concon'enti  in  H^  sono  separati 
annonicamente  da  F,  G,  ba- 
sterà osservare,  che  nel  qua- 
drilatero, il  quale  ha  per  lati 
le  rette  AC,  CB,  BD,  DA,  la 
diagonale  FG  è  separata  ar- 
monicamente dalle  altre  due 
AB,  CD. 


Dati  tre  raggi  di  un  fascio 
armonico  (U)  =  abcd^  costruire 
il  quarto  raggio. 


26.  a)  Dati  tre  punti  di 
una  punteggiata  armonica 
(u)=ABCD,  costruire  il  quarto 
punto. 

Poichò  i  quattro  elementi  di  un  gi'uppo  armonico  si  possono 
mutare  dì  posto  in  modo  che,  senza  cessare  di  essere  armo- 
nici, r,elemento  incognito  occupi  l'ultimo  posto  (24,  ò),  suppor- 
remo essere  dati  i  punti  ABC,  e  i  raggi  abc.  Ciò  posto,  con- 
ducendo per  A  due  rette  (fig.  /4.«),  e  per  C  una  terza  retta  la 
(juale  seghi  le  prime  due  in  L,  N,  tirinsi  le  rette  BL,  BX,  che 
seghino  le  AX,  AL  ordinatamente  in  M,  K:  la  retta  KM  deter- 

fìg.  14.»  fig.  Ìo.« 


• 
/>- 


u 


minerà  sopra  u  il  richiesto  punto  Z).  —  E  se,  per  un  punto  ar- 
bitrario P  di  e,  (fig.  lo.o),  si  tirino  due  rette,  che  seghino  a  in 
.4,  il,  e  ò  in  Q,  B,  il  punto  .4^. i^Q  =  Z>  darà  in  IJD  il  richiesto 
raggio  d. 


-j*— : 
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Danque,  in  un  gruppo  armonico  di  raggi  abcd,  se  e  è  la 
bisettrice  di  uno  degli  a  ab ,  d  sarà  J_  e;  e  viceversa,  se  d 
è  ±  Cy  i  raggi  e,  d  saranno  le  bisettrici  degli  A  formati  da 
a  6  b. 

e)  Mutando  neirultimo  enunciato  la  parola  raggio  in  piano, 
e  le  lettere  ahcd  in  a^yò,  si  ha  l'analogo  teorema  per  quattro 
piani  armonici  ajyo^  poiché  un  piano  J_  alFasse  del  fascio  a^^yo 
riconduce  questo  teorema  al  precedente. 


28.  a)  Se  GHLV  è  un  gruppo 
armonico  di  punti,  e  se  a  è  una 
retta  condotta  per  L,  il  punto 
V  si  chiamerà  polo  di  a  rispetto 
ai  punti  Gj  H,  o  rispetto  al  seg- 
mento GH. 


Se  ghlV  è  un  gruppo  armo- 
nico di  raggi,  e  se  u4  è  un  punto 
dì  ly  la  retta  V  si  denominerà 
polare  di  A  rispetto  alle  rette 
g  yhy  o  rispetto  air  angolo  gh. 


b)  Datiy  in  un  piano  o,  un  v  F6H  =  fgh  {})  ed 


un  punto  A  non   appartenente 
ad  alcuna  delle  rette  fgh, 

1.0  le  polari  V ,  m',  n'  di  A, 
ordinatamente  rispetto  agli  A 
gh ,  hf ,  fg ,  segano  rispettiva- 
mente  i  lati  opposti  f,  g,  h  in 
punti  situati  sopra  una  retta  a, 
che  diremo  polare  (o  retta  ar- 
monica) di  A  rispetto  al  v  FGH: 

2.0  posto  AF=1,  AG=m,  AH=n, 
ossia  costruiti  i  gruppi  armo- 
nici ghir,  hfmm',  fgnn',  tali  che 
le  rette  1,  m,  n  concorrano  in 
i(n  punto  A,  le  altre  tre  terne 
dì  rette  l'm'n,  l'mn',  Im'n'  con- 
correranno ordinatamente  in 
tre  altri  punti  B,  C,  D  ;  sicché 
U',  mm',  nn'  saranno  le  tre  cop- 


una  retta  a  non  appartenente 
ad  alcuno  dei  punti  FGH, 

i  poli  L'y  M',  N'  di  a,  ordi- 
natamente  rispetto  ai  segmenti 
GH,  HF,  FG,  congiunti  coi  ver- 
tici opposti  F,  G,  H  danno  rette 
concorrenti  in  un  punto  A,  cJie 
diremo  polo  (o  punto  armonico) 
di  a  rispetto  al  y  FGH: 

posto  af=L  ,  ag—M  ,  ab^^N  , 
ossia  costruiti  i  gruppi  armo- 
nici GHLL' ,  HFMM' ,  FGNN', 
tali  che  i  punti  L,  M,  N  sieno 
situati  sopra  una  retta  a,  le  ai- 
tile terne  dipunti  L'ArN,  L'MN', 
LM'N'  giaceranno  ordinatamen- 
te sopra  tre  altre  rette  b,  e,  d; 
sicché  LL',  MM',  NN'  saranno 


(^)  Cosi  Bcrivendo,  intenderemo  sempre  che  fgh  sono  i  lati  ordinata- 
mente opposti  ai  vertici  FOH.  Similmente,  scrivendo  ABCD  ^iz  «j-yS  , 
intenderemo  che  «pvj  sono  le  facce  del  tetraedro  ABCD  rispettivamente 
opposto  ai  vertici  A,  B,  0,  D. 
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dei  lati  fgh ,  è  individuato  il  vertici  FGH,  è  individuato  il 
quadrangolo  completo  ABCD  ,  |  quadrilatero  completo  abcd,  che 
che  ha  FGH  per  diagonale  ed ,  ha  fgh  per  trilatero  diagonale 
A  per  uno  dei  suoi  vertici.        \  ed  a  per  uno  dei  suoi  lati. 


Si  noti  però  che,  costruito  V, 
le  rette  «i' ,  n'  sono  le  congiun- 
genti i  punti  nV  e  Gf  mi'  e  H. 


Si  noti  però  che,  costruito  L\ 
i  punti  M'j  X'  sono  lo  interse- 
zioni delle  rette  NL'  e  g,  ML' 
ed  h. 


lìseroixii. 

1.  Enunciare  e  dimostrare  i  teoremi  suirA  quadrispigolo  e  tetraedro, 
analoghi  a  quelli  del  n.»  25. 

2.  Risolvere  il  problema  del  n.<>  26,  a)  a  dritta,  mediante  il  teorema 
del  n.*>  27,  a). 

3.  Dimostrare  le  seguenti  soluzioni  del  problema:  dati  sopra  una  ret- 
ta «  i  tre  punti  ABC  del  gruppo  armonico  ABCD,  costruire  D. 

o)  Si  conducano  per  -4,  J?  due  |i  qualunque,  e  per  C  una  trasver- 
sale che  le  seghi  ordinatamente  in  M,  X;  indi  si  prenda  il  punto  JN", 
simmetrico  di  JV  rispetto  o.  B:  la  retta  MN'  incontrerà  u  nel  richiesto 
punto  D. 

h)  Sopra  una  trasversale  arbitraria  r,  condotta  per  C,  si  segnino  i 
punti  >/,  M'  simmetrici  rispetto  a  C\  indi  pel  punto  AM.BM'  '2-J  S  si 
tiri  la  II  «  ad  r:  8  segherà  u  in  D, 

e)  Per  A  si  tiri  una  trasversale  arbitraria  r,  sulla  quale  si  pren- 
dano dei  segmenti  eguali  e  successivi  ^L,  LM]  poscia  pel  punto  CL.BM  i^S 
si  conduca  la  ||  #  ad  r:  »  incontrerà  u  in  J). 

d)  Descritto  un  circolo  di  corda  AB,  si  bisechi  in  Af  uno  degli  ar- 
chi circolari  AB,  e  si  tiri  la  retta  MC,  che  segherà  di  nuovo  il  circolo 
in  A'^:  la  J_  in  iV^  ad  MN  passerà  per  D, 

Dalla  costruzione  data  in  a)  risulta  che,  prescindendo  dai  segni,  si 
h7iAC'.BC-AM\BN=AM.BN'  =  AD:BD.  Sicché,  se  sono  dati  i 
plinti  il ,  fi  ed  il  rapporto  AMiBN,  è  facile  vedere  come  si  possono 
costruire  i  punti  C,D^  che  separano  armonicamente  A,B  secondo  il 
dato  rapporto  p  =  AM  :  BN. 

Da  ciò  segue  (ricordando  il  teorema  sulle  bisettrici  interna  ed  esterna 
di  un  angolo  di  un  y)  che,  il  luogo  del  punto  S,  le  cui  distanze  da  due 
punti  A ,  B  hanno  un  rapporto  assegnato  p,  è  in  generale  una  supsrjiciì 
»ferica,  il  cui  diametro  separa  A  ,  B  armonicamente  secondo  il  rapporto  p. 

4.  Indicando  con  L,  L',  M,  Af,  N,  N'  i  punti,  che  insieme  con  una 
trasversale  *,  dividono  armonicamente  i  lati  AB,  CD,  AC,  DB,  AD,  BC 
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jpleto,  lo  retto  LL ,  MM' ,  JV.V 


nfinito,  su  qual  teorema  di  geometria  elemeiit«r@ 

un  qnadrftiigolo  completo  ABC'D,  nn  punto  0  ed 
Mi  i  punti  L,  JJ ,  Jlf,  M\  S,  N'  separati  armonica- 
Io  coppie  di  punti  AB,  CD,  AC,  DB,  AD,  BC,  e 

i/',,  M^,  N\,  N^  ì  punti  nei  quali  i  è  segata 
f,  if,  N,  N'),  la  Bei  rette  LL„  LT,,  MSt^,  M'M\, 

in  uno  stesso  punto  0'  ;  ed  0,  0'  sono  separati 
oppio  di  rette  »  ed  LL',  a  ed  MM',  «  ed  A'A". 
■ema  contenuto  noli' eBorcìeio  8  del  §  III,   (non 
imostrazione  ivi  accennato),  e  il  seguente;  dati  in 

diagonale  fgh  dì  un  quadrilatero  completo  va- 
ito  A,  se  il  lato  a  descrive  il  fascio  (A),  gli  altri 
tro  altri  fasci  (B),  (0),  (D),  in  guisa  che  tre  qua- 
li ABCD  costituiranno  un  y  prospettivo  ad  fgli, 
ra  nel  quarto  puuto. 

un  pnnto  A  Dati  nel  piano  a  tro  punti  SCD 
■a  per  A  una  od  una  retta  a,  costruire  un  punto 
seghi  bed  in  5  dì  a  tale,  che  i  raggi  bcd,  proiet- 
90  con  A  un  tanti  BCD  da  S,  formino  con  a  un 
gruppo  armonico. 

o  un  punto  A  e  due  rette  h,  e,  condurre  per  A 
uale  seghi  b,  e  in  punti  B,  C  tali,  clic  uno  dei  tre 
lei  segmento  compreso  tra  gli  altri  due. 
orma  fondamentale  di  1."  specie,  tro  elementi  di- 
ti i  gruppi  armonici  beta, ,  oibb, ,  abcc, ,  saranno 
.  b,c,a,i,  c,*,b,b,  *,b,c,c. 

izio  un  tetraedro  ABCD^EipìS  ed  un  punto  S, 
per  gli  spigoli  AB,  CD,  AC,  DB,' AD,  BCordì- 
,  I',  II,  y,  v',  i  quali  seghino  gli  spigoli  opposti 
L,  M,  M,  N\  N,  1.-  le  rette  LL',  MM',  NS'  pas- 

per  S:  2,"  le  rette,  congiungenti  i  tre  vertici  di 

i  tra  i  sei  punti  LL'M^fNy  che  già 

i  vertici  nella  faccia  stos 

oando  con  A',  B',  C',  D'  questi  punti  di  e 

Ub  {e.ace  BCD^  =.a.,CDA Z^.^,  DAB ^y,  ABCEÙ 

DD'  passano  per  S;  S.°  costruendo  i  gruppi  a 
„  ACMM^,  OBMM\.  ADN.V,,  BONN",, 
coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrilatero  e 
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pleto  pqr»j  il  cui  piano  a  è  separato  armonicamente  da  «9  mediante  cia- 
scuno dei  se&:menti  LL\  MM.\  NN*  e  dicesi  piayw  polare  (o  piano  ar- 
monico) del  punto  S  rispetto  al  tetraedro  ABCD:  4.o  dei  sei  punti 
LL'MM'XN',  tre  qualunque  non  situati  in  una  stessa  faccia  del  tetraedro, 
determinano  S,  e  gli  altri  tre  punti. 

Si  esamini  il  caso  particolare,  in  cui  le  quattro  altezze  del  tetraedro 
concorrono  in  uno  stesso  punto,  che  si  assumerà  per  punto  S\  cioè  il 
caso  in  cui  gii  spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  ortogonali  tra   loro. 

11.  Dati  un  tetraedro  ABCD^:a^i^  ed  un  punto  A\  è  individuato 
un  tetraedro  A'B'C'D'^:a^'^'S\  desmico  al  tetraedro  dato,  ossia  tale  che 
ciascuno  degli  spigoli  del  tetraedro  A'B'C'D'  che  passa  per  A'  ed  il 
suo  opposto  si  appoggiano  ad  una  stessa  coppia  di  spigoli  opposti  del 
tetraedro  ABCD. 

Due  tetraedri  desmici  ABCD  ,  A'B'C'D'  sono  omologici  in  4  modi  di- 
versi, coi  centri  di  omologia  e  coi  piani  di  omologia  nei  vertici  e  nelle 
facce  opposte  di  un  terzo  tetraedro  A'B'C'D '  zir.  »"^"^"^'\  il  quale  sarà 
desmico  con  ciascuno  dei  primi  due,  e  le  cui  facce  passano  per  le  inter- 
sezioni delle  facce  dei  primi  due,  mentre  gli  spigoli  dei  tre  tetraedri 
formeranno  12  terne  di  rette  concorrenti  in  altrettanti  punti. 

Il  tetraedro*  A"B'*C"D'\  e  uno  qualunque  ABCD  dei  due  tetraedri 
ABCD ,  AB'C*D\  sono  omologici  in  quattro  modi  diversi,  coi  centri  e 
coi  piani  di  omologia  nei  vertici  e  nelle  facce  opposte  del  terzo  te- 
traedro A'BCD'. 


§  V. 


Proiettività  delle  forme  geometriche  fondamentali 

di  1."  e  di  2."  specie. 

29.  a)  Proiettando  da  un  centro  una  punteggiata,  un  fascio 
di  raggi,  un  sistema  piano,  si  ottengono  ordinatamente  un  li- 
scio di  raggi,  un  fascio  di  piani,  una  stella.  Segando  poi  con 
un  conveniente  piano  trasversale,  si  ritoma  dal  fascio  di  raggi 
alla  punteggiata,  dal  fascio  di  piani  al  fascio  di  raggi,  e  dalla 
stella  al  sistema  piano.  Perciò  le  due  operazioni — proiettare 
da  un  centro  e  segare  con  un  piano  trasversale  —  si  possono 
riguardare  come  complementari:  e  noi  diremo  che,  se  una  forma 
è  dedotta  da  un'  altra  mediante  una  di  queste  operazioni,  vice- 
versa si  potrà  con  V  operazione  complementare  dedurre  dalla 
novella  forma  la  primitiva. 

Saxnia  —  Geometria  proiettiva.  0* 


""^'^iRP*    " 
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laudo  dii  un  asse  s  utiji  |nintpggiat;i 
iani  ;  e  segando  poi  questo  fascio 
i  ritoma  alla  punteggiata  (m),  no 
ne  operazioni  complementari  ancora 
il  gegave  con  una  trasversale. 
la  una  data  forma  Fj ,  mediante  una 
done),  si  deduca  una  seconda  forniii 
un'  altra  operazione,  si  tragga  una 
sino  a  ciie ,  eseguite  ra  —  1  opera- 
re. È  chiaro  che,  partendo  dalla 
ì  operazioni  complementari  ordina- 
ma,  ecc.  delle  operazioni  eseguite, 
orma  F,. 

ibbiamo  supposto  le  forme  geomc- 
ti  o  dei  piani  (13).  Limitandoci  alla 
razioni  eomplementarì  sarebbero  il 
;  17  segare  con  vna  trasversale  s, 
ano  delle  forme  solle  quali  si  opera: 
la  stella  tali  oiierazioni  sarebbero  il 
reale  e  ed  il  proiettare  da  ìin  asse  s, 
■ntro  della  stella, 

iche  fondamentali  della  stessa  specie, 
una  dall'  altra  mediante  un  numero 
ani  (proiezioni  e  sezioni),  si  dicono 
oroieflivavimte  fra  loro. 
una  data  punteggiata  (w),  proieltan- 
duca  un  fascio  {S)  di  raggi;  indi, 
'  centi'o  U  si  tragga  un  fascio  dì 
I,  segato  da  una  trasversale  «,  din 
!ie,  proiettata  da  un  asso  s  dia  un 
avranno  cinque  fonnc  di  1."  specie, 
sono  proiettive. 

in  dato  sistema  piano  [e],  mediante 
S,  si  tragga  una  stella  [S]:,  indi, 
trasversale  e',  sì  ottenga  un  sistema 
Lto  da  un  altro  centro  S',  dia  un'altra 
tro  forme  di  S.o  specie,  tali  che  due 
liciti  ve. 


'.-*" 
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d)  In  due  fomie  proiettive  si  dice  che  a  e  a,  b  e  b',... sono 
coppie  di  elementi  corrispondenti  (o  omologhi),  quando  mediante 
una  medesima  serie  di  operazioni  (proiezioni  e  sezioni)  si  de- 
duca a'  da  a^  b'  da  b,....  E  se  a'  è  della  stessa  natura  di  a  e 
coincide  con  a,  si  dirà  che  a  è  un  elemento  tmito. 

In  generale  poi,  in  una  figura  qualunque,  noi  diremo  che 
due  elementi  si  appartengono,  sia  quando,  essendo  di  natura 
diversa,  Y  uno  giace  neir  altro,  sia  quando^  essendo  della  stessa 
natura,  coincidono. 

e)  Le  operazioni  fatte  in  Ci  per  passare  dal  sistema  piano 
[à\  al  sistema  piano  [o'],  (o  alla  stella  [S*])^  mostrano  che,  se 
M  ed  m  sono  un  punto  ed  una  retta  di  [o]  che  si  appartengono, 
a  questi  elementi  corrisponderanno  ordinatamente  un  punto  M' 
ed  una  retta  m'  in  o'  (o  una  retta  m'  ed  un  piano  ji.'  in  [^']), 
che  pure  si  appartengono,  E  si  vedo  quindi  pure  che,  p.  e.,  ad 
una  punteggiata  ABC,  di  [e]  corrisponde  in  [o']  una  punteg- 
giata proiettiva  A'B'C (o  in  [S']  un  fascio  proiettivo  di  raggi 

a'b'c',.,.)\  ecc. 

Dunque,  se  due  forme  fondamentali  di  2.«  specie  F^  ,  Fg  sono 
proiettive,  a  due  elementi  di  Fj  che  si  appartengono  corrispon- 
dono due  elementi  di  F^  che  si  appartengono:  ad  una  forma  sem- 
plice di  Fi  corrisponde  una  forma  semplice  jyroiettiva  in  Fg,  in 
modo  che  gli  elementi  corrispondenti,  in  queste  due  forme  sem- 
plici, sono  quelli  che  si  corrispondono  nelle  due  forme  di  2.«  spe- 
cie: e  a  due  forme  semplici  proiettive  fra  loro,  contenute  in  F^, 
coridspondono  in  Fg  due  forme  semplici  pure  proiettive  fra  loro, 

f)  Come  conseguenza  della  definizione  delle  forme  proiet- 
tive, possiamo  anche  enunciare  il  teorema  del  n.o  22,  d),  di- 
cendo: ogni  forma,  proiettiva  ad  una  forma  armonica,  è  an- 
ch' essa  una  forma  armonica, 

g)  Dunque,  in  due  forme  fondamentali  proiettive,  di  1,^  o 
di  2.«  specie,  a  quattro  elementi  armonici  dell'  una  corrispon- 
dono nelV  altra  quattro  elementi  armonici. 

31.  Da  quanto  è  detto  innanzi  si  trae  immediatamente,  che 
due  forme  Fi,Fg,  di  1,^  o  di  2.»  specie,  proiettive  ad  una  terza 
Fg,  sono  proiettive  tra  loro.  Infatti,  eseguendo  dapprima  le  ope- 
razioni, che  servono  per  dedurre  F3  da  F^,  e  poscia  quelle,  me- 
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)  le  quali  sì  può  (29,  b,  e)  passare  da  Fg  ad  Fj,  si  sarà  dc- 
Fj  da  F,. 

Due  forme  geometriche  fondamentali,  di  i."  o  di  2.»  spe- 
i  dicono  sovrapposte,  quando  lianno  lo  etesso  sostegno, 
lue  forme  sovrapposte  possono  anche  essere  proiettive. 
vero,  segando  due  fàsci  proiettivi  di  piani  con  una  trasver- 
,  si  hanno  due  punteggiate  proiettive  sul  medesimo  soste- 
s;  proiettando  questo  due  punteggiate  da  un  centro  fi,  e 
I  asse  s,  si  hanno  due  fasci  di  raggi  proiettivi  e  sovrap- 

e  due  fasci  di  piani  pure  proiettivi  e  sovrapposti.  Se- 
)  con  un  piano  trasversale  o  due  stelle  proiettive,  si  hanno 
istemi  piani  proiettivi  sul  medesimo  sostegno  o  ;  e  proiet- 

qnesti  due  sistemi  da  un  centro  iS,  si  hanno   due  stelle 
tive,  anche  di  comune  sostegno  nel  centro  .S*. 
to  ciò  si  vede  con  ragionamento  analogo  a  quello  del  n."  31- 


.  o)  Vite  punteggiate  (u;, 
i  dicono  prospettive,  se 
sezioni  dello  stesso  fascio 
ggì,  il  cui  centro  dicesi 
»  di  prospettiva  delle  due 
iggiate. 


Due  fasci  di  piani  («),(«')  si 
dicono  prospettivi,  se  proiettano 
da  due  centri  diversi  uno  stesso 
fascio  di  raggi,  il  cui  piano  si 
chiama  ^f^HO  di  prospettiva  dai 
due  fasci. 


)  Due  fasci  di  raggi  sì  dicono  prospettivi,  se  proiettano 
tessa  punteggiata  «  da  due  centri  diversi  (S)  (S'),  o  se 
lezioni  di  uno  stesso  fascio  di  piani  (s)  mediante  due  piani 

i  centri  S ,  S'  giacciono  in  un  medesimo  piano  di  u  (o  so 
li  ff,o'  passano  per  uno  stesso  punto  di  e),  la  retta  u  (o  s) 

asse  di  prospettiva  dei  due  fasci  di  raggi. 
S ,  S'  non  appartengono  ad  un  piano  di  m  (o  se  o,o'  se- 
s  in  punti  distìnti),  le  due  definizioni  coincidono.   In   tal 
le  rette  u,SS'  (o  s,aa')   diconsi  assi  di  prospettiva  dei 
asci  di  raggi. 

)  Una  punteggiata  ed  un  fascio  {di  raggi  o  di  piani),  ov- 
ìin  fascio  di  raggi  ed  un  fascio  di  piani,  si  dicono  pro- 
vi, se  la  prima  forma  b  una  sezione  della  seconda. 
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d)  Due  sistemi  piani  (o) , 
(e')  si  dicono  pr aspettivi j9G  sono 
sezioni  di  una  medesima  stella, 
il  cui  centro  si  chiama  centro 
di  prospettiva  dei  due  sistemi 
plani. 


Due  stelle  (S) ,  (S')  si  dicono 
prospettive^  se  proiettano  da  due 
centri  diversi  un  medesimo  si- 
stema piano,  il  cui  sostegno  si 
chiama  piano  di  prospettiva 
delle  due  stelle. 


e)  Un  sistema  piano  ed  una  stella  si  dicono  prospettivi^  se 
la  prima  forma  è  una  sezione  della   seconda. 

f)  Dalla  definizione  di  forme  prospettive  segue  immediata- 
mente,  che  esse  sono  proiettive  fra  loro  (30,  a).  Ma  due  forme 
proiettive  non  sono,  in  generale,  in  posizione  prospettiva. 

g)  Si  noti  infine  che, 

l.«  è  un  elemento  unito  il  punto  uu'  in  a)  a  sinistra  ed  il 
piano  ss^  in  a)  a  dritta; 

2.0  in  6)  è  un  raggio  unito  dei  due  fasci  prospettivi  la  con- 
giungente i  loro  centri,  o  la  intersezione  dei  loro  piani,  secondo 
che  i  due  fasci  giacciono  in  uno  stesso  piano,  o  in  una  stessa 
stella; 

3.0  in  d)  a  sinistra  è  co'  una  retta  di  punti  uniti,  mentre  in 
d)  a  dritta  è  SS'  una  retta  di  piani  uniti. 


§  VI. 


Forme  semplici  proiettive. 

34.  a)  Due  terne  di  elementi  di  due  forme  semplici,  sovrap- 
poste o  pur  nOj  sono  sempre  proiettive,  ed  in  sei  modi  diversi. 

Basterà  dimostrare  il  teorema  pel  caso  di  due  terne  di  punti 
ABC,  A'B'C  in  due  punteggiate  (poiché,  se  alcuna  delle  forme 
in  esame  fosse  un  fascio,  si  potrebbe  ad  essa  sostituire  una  sua 
sezione,  fatta  con  una  trasversale),  e  nella  ipotesi  che  ai  punti 
ABC  debbano  corrispondere  ordinatamente  i  punti  A^B'CK 

Se  i  sostegni  u  ,  w'  delle  due  terne  sono  distinti,  ma  due  punti 
corrispondenti  A  ,  A'  coincidono,  posto  BB' *  CC'=Sy  dalla  tema 
ABC  si  passerà  alla  tema  A!B'C\  proiettando  da  S  e  segando 
con  u\ 


Ite   distinto,  sghembe   (')  o  pur  no,  ma 
nti  non  coincidono,  scelti  {tlg.  ys.o)  due 


ti  centro 

A,ii,C, ,  sark  A^B^^C^  prospetti%-a  ad 
e  proiettiva  ad  ^/iCper  quanto  è  stato 

aei  ABC'7\  A'Si'C",  dove  A  È  il  simbolo 
Ilo  per  esprimere  la  proiettivitii  fra  due 

le  ora  dimostrata  segue  la  inversa  del 
oè  clic  due  forme  armoniche  abcd ,  a'b'c'd' 

a),  mediante  un  numero  finito  di  opc- 
,  b',  e'  ordinatamente  da  a,  b,  e.  Ora, 
deduce  da  d,  sarà  la  fonna  a'b'c'd,  pro- 

(30,  f)  armonica.  Ma  i  tre  clementi 
■to  elomento  armonico  {21,  a),  che  per 
leve  coincidere    con    d';    ed    è    perciò 


nplice,  composta  di  quattro  elementi  di- 
lla che  si  ottiene  scambiando  tra  loro 
dati,  purché  sì  scambino  pare  tra  loro 

ra  quattro  punti  AUC'D  dì  una  panleg- 

nno  in  uno  stesso  piano  si  dicono   tgkembe. 
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Se  si  vtiol  dimostrare,  p.  e.,  che  si  può  scambiare  A  con    0 
€  B  con  1>,  per  i  due  punti  a  ,  C  (tìg.  i,9.a)  si  tirino  le  rette  non 
sgembe  r  ,  *,  e  da  un  punto  arbitrario  M  di  r  si  proietti  ABCD 
sopra  s  in  AB* CD*  ;  indi  da  uno  degli  altri  due   punti    B  ,  D  j 
p.  e.  B,  si  proietti  A'B'CD'  so- 
pra r  in  A'MAD^':  proiettando                       ^^^  ^p  « 
A'MAD''    da   X>'    sopra   i^ ,    si 
otterrà  CD  AB  ,  e   quindi   sarà  -  —4^ f    ^    ì> 


A  BCD  A  CD  AB.  ^^^-:^"^ 


/  "^ 


Dunque     è     ABCDaBADC  /> '^' ^A 

A  CD  AB  A  Z>C^.4.  /'^        ^'*^^^^  r 

b)  Di  qui^segue,  che  se,  p.e.,  /^' 

il  fascio  abcd  di  quattro  raggi 

6  proiettivo  ad  ABCD,  esso   è  proiettivo  anche  a  BADC,  CDAB 
DCBA.  Dunque: 

Se  due  forme  semplici,  costituite  ciascuna  da  quattro  elementi 
distinti,  sono  proiettive^  la  corrispondenza  fra  gli  elementi  puh 
essere  stabilita  in  quattro  maniere  diverse, 

36.  a)  Supponendo  dato  il  senso  in  cui  si  vuole  che  V  ele- 
mento generatore  di  una  forma  semplice  descriva  la  forma 
stessa,  se  questo  senso  si  mantiene  costante,  allora  V  elemento 
corrispondente,  generatore  di  un'  altra  forma  proiettiva  alla 
prima,  descriverà  la  seconda  forma,  muovendosi  pure  sempre 
in  un  senso  che  si  mantiene  costante. 

Quando  le  due  forme  sono  prospettive,  ciò  è  evidente  se  i 
loro  elementi  sono  di  natura  diversa;  e  diventa  pure  evidente, 
se  gii  elementi  hanno  la  stessa  natura^  osservando  che  allora 
esse  sono  prospettive  ad  una  terza  forma,  che  ha  elementi  di 
natura  diversa  da  quella  delle  due  prime.  —  Dì  qui  poi  segue, 
clie  questi  sensi  costanti  del  movimento  degli  elementi  genera- 
tori si  verificheranno  ancora  in  due  forme  semplici  proiettive 
e  non  prospettive;  poiché  Tuna  forma  nasce  dall'altra  mediante 
un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni. 

b)  In  conseguenza,  se  due  forme  proiettive  sono  sovrap- 
poste (e  quindi  i  loro  clementi  sono  della  stessa  natura),  i  sensi 
del  movimento  dei  due  elementi  generatori  possono  essere  gli 
stessi,  o  contrarli.  Nel  primo  caso  daremo  alle  due  forme  prò- 


ctttve  il  nnnie    di    form 
ih  cordi. 

e)  In  una  forma  ai 

itanv  flsiii,  gli  altri  due  t 

li,  o  concordi,  secondo 

tur  no. 

È  sufficiente  rupionari 


^     A 

ìupposto  clic  KLMX  SÀI 
irmoiiico  AlìCD,  se  A, 
issi  1  punti  K,  N\  ed  a 
LV  e  KB,  ML  e  NK,  J 
'ispoiidenti  ordinatameli 
V,  B,  K.  In  consegTienzf 
ì.  B,  L  s\  avvicinerà  in 
il  che  prova  elio  C,  D  A 

Se  poi  restano  fìssi  i  p 
ìupporre  fìssi  i  pantl  L. 
ugato  armonico  di  C  r 
iinistra)  dal  quadrilater' 
B  ragionando  analogam 
sedente,  si  proverà  che 

Si  noti  che  nel  primo 
iai  punti  C,  D  hanno  j 
3aso  le  punteggiate  con 
A,  C  per   punti  uniti. 

d)  La  dimostrazioni 
5uenza  che,  se  in  un  gr 
uno  dei  due  rimanenti  i 
I'  unico  caso,  in  cui,  da 
il  quarto  è  indetcrminat 
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e)  Dati,  in  un  piano,  due 
fasci  prospettivi  di  raggi  (S),(S') 
con  tasse  di  prospettiva  u,  se- 
zionandoli con  una  trasversale 
s,  si  ottengono  due  punteggiate 
proiettive  sovrapposte  ABC... , 
A'B'C. ..  con  due  punti  uniti 
SS'-s=E,  6U=F;  e  questi  coin- 
cidono, quando  la  trasversale 
passa  pel  punto  SS'-u,. 


Date,  in  un  piano,  due  pun- 
teggiate prospettive  (s) ,  (s')  col 
centro  di  prospettiva  U,  proiet- 
tandole da  un  punto  S  del  pia- 
no, si  ottengono  due  fasci  pro- 
iettivi sovrapposti  abc.^a'b'c'...^ 
i  cui  raggi  uniti  «ono  ss' «8=6^ 
SU=f;  e  questi  coincidono ,  se 
S  giace  sulla  retta  ss'-Uj. 


Questi  teoremi  sono  evidenti  per  la  definizione  stessa  delle 
forme  semplici  proiettive. 

La  figura  2i.«  presenta  sulla  trasversale  *  due  punteggiate  di- 
scordi con  due  punti  uniti  E,F  che  separano  ciascuna  delle  cop- 
pie AA^ ,  BB',.,.  di  punti  corrispondenti,  e  sulla  trasversale  t  due 
punteggiate  concordi  con  due  punti  uniti  E,F  e  col  segmento  AB 

fig.  2/.«  fig.  22.« 


U" 


che  comprende  il  corrispondente  segmento  A'B^;  mentre  la  fi- 
gura 22.0  mostra  sopra  ciascuna  delle  trasversali  v ,  x  due  pun- 
teggiate concordi  con  un  sol  punto  unito  E. 

f)  In  seguito,  quante  volte  scriveremo  8ab...ASa'b'.,.,  inten- 
deremo che  le  due  forme  proiettive  sieno  sovrapposte  ed  ab- 
biano runico  elemento  unito  e. 

37.  a)  Due  forme  discordi  hanno  due  elementi  uniti,  e  due  soli, 
e  quesU  separano  due  elementi  corrispondenti  qualunque. 

Saxmia  —  Geometria  proieUiva.  * 


l  . 
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serie  di  infiniti  elementi  aòca^b^c^.^y  che  chiameremo  sistema  S, 
e  questo  sarà  tale  che,  se  un  elemento  p  della  forma  data  non 
appartiene  al  sistema  S,  si  può,  mediante  elementi  di  S,  avvici- 
narsi a  p  tanto  quanto  si  vuole. 

In  fatti,  se  ciò  si  neghi,  dovrà  ammettersi  che  esista  nella 
forma  data  {U)  un  segmento  Im  (jìg»  25.«),  per  quanto  piccolo, 
dentro  al  quale  sta  p,  e  che  non  contiene  alcun  elemento  di  S , 
ma  tale  che,  muovendosi  p  nei  due  sensi  di  (  U\  non  possa  su- 
perare l  ed  w,  senza  incontrare 


fig.  25.» 


degli  elementi  di  S.  Ora  Z  ed  m 
non  debbono  essere  elementi  di 
S;  giacché  il  coniugato  armo- 
nico di  un  elemento  n  di  8,  ri- 
spetto ad  i ,  w,  apparterrebbe 
ad  S ,  e  giacerebbe  dentro  al 
segmento  lpm\  ciò  che  è  con- 
trario all'ipotesi  fatta.  Debbono 
quindi  essere  l  ed  w  elementi 
di  (C7),  ai  quali  però  ci  possia- 
mo avvicinare  quanto  vogliamo 

mediante  elementi  di  S.  Ma,  anche  in  tal  caso,  è  facile  vedere 
che  si  possono  assumere  due  elementi  (^ ,  r  di  8  abbastanza  vi- 
cini ordinatamente  ad  Z^w,  da  far  si  che  il  coniugato  armonico 
m'  di  n  rispetto  a  q  y  r  Ci\  quale  appartiene  ad  S  e  giace  nel 
seinneuto  qpr)   giaccia  anche  nel  segmento   Ipm  {}),   Dunque 


si  è  operato  sopra  gli  elomenti  ahc^  si  ricadrebbe  in  questi  stessi  ul- 
timi tre  elementi  (es.  9  a  pa^.  40). 

(0  Si  assumano  due  elementi  q  ,  r  di  8,  tanto  vicini  ordinatamente 
ad  i ,  m  che  n  stia  fuori  del  segmento  qlmr\  e  sia  V  il  coniugato  armo- 
nico di  l  rispetto  a  g,m.  Avvicinando  ancora  q  ad  ?,  se  occorre,  si  può 
ottenere  evidentemente  ohe  V  cada  dentro  al  segmento  nql\  poiché  q 
ed  V  si  muovono  (86,  e)  in  uno  stesso  senso.  Similmente  si  assumerà  r 
tanto  vicino  ad  m,  che  il  coniugato  armonico  m  di  m  rispetto  ad  Z ,  r 
cada  dentro  al  segmento  mrn. 

Ora,  essendo  l  coniugato  armonico  di  V  rispetto  a  g,  m,  il  coniugato 
armonico  di  V  rispetto  a  <7,r  starà  nel  segmento  Imr  (perchè  m  e  questo 
coniugato  armonico  si  muovono  nel  medesimo  senso),  e  quindi  lo  stesso 
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loro  (*)  in  modOj  che  a  quattro  elementi  armonici  delVuna  corri- 
spondano sempre  nelV  altra  quattro  elementi  armonici,  U  due 
forme  sono  proiettive'^  o,  come  anche  dicesì,  costituiscono  una 
proiettiuità  binaria  (*). 

Questo  teorema,  che  fornisce  un'altra  definizione  della  proiet- 
tività  di  due  forme  semplici,  si  deduce  col  seguente  ragiona- 
mento, che,  per  chiarezza,  applicheremo  a  due  punteggiate 
(u)  =  ABCn...,  (u)  =  A'B'C^D'.... 

Se  tre  punti  ABC  di  (u)  coincidono  coi  punti  A'B'C^  che  ad 
essi  corrispondono  in  (w'),  ragionando  come  al  n.o  38,  b),  si  de- 
durrà che  (w')  è  identica  ad  (w),  ossia  che  (u) ,  (w')  costituiscono 
una  identità. 

In  contrario,  operando  sulle  due  terne  ABC  j  A'B'C,  come  si 
è  fatto  nel  n.o  34,  a),  si  passi  fa)]  dalla  punteggiata  {u)=ABCD.., 
alla  punteggiata  proiettiva  {u*)y^A*B'C^D^...,  Sarà  (m')i  una  pun- 
teggiata riferita  ad  {u')  in  modo  che  a  quattro  punti  armo- 
nici dell'  una  corrispondono  quattro  punti  armonici  neir  altra 
(30,  ^);  e  quindi,  per  quanto  si  è  dimostrato  hel  primo  caso, 
sarà  {u')   identica  ad  {xi'\,  e  perciò  proiettiva  ad  (tt). 

d)  Dal  teorema  e)  si  trae  immediatamente  che,  se  due  forme 
semplici  sono  proiettive,  e  si  trasportino  comunque  nello  spazio 
(arnendue,  o  una  sola),  senza  che  in  ciascuna  di  esse  si  alteri 
la  scambievole  (giacitura  degli  elementi,  le  due  forme  saranno 
ancora  proiettive  nella  loro  novella  posizione. 

Ciò  è  evidente;  poiché  sempre  a  quattro  elementi  armonici 
dell'  una  corrispondono  quattro  elementi  armonici  dell'  altra. 

e)  Si  osservi  che,  dato  in  un  piano  a  un  fascio  di  raggi 
(S)  ~  abc ..,  se  questo  si  fa  rotare  intorno  sid  8  e  nel  piano  a 
di  un  dato  angolo  co,  e  si  indichino  con  a'VcK..  le  posizioni  che 
prendono  ordinatamente  abc...,  il  novello  fascio  {Sy  =  a^b'c' . . . 
sarà  (e ,  d)  proiettivo  al  fascio  {8)  =  abc...  Evidentemente    poi 


(^)  Cioè,  in  guisa  che  ad  ogni  elomento  dell'  ana  corrisponda  un  ele- 
mento dell'altra,  ed  uno  solo. 

Due  forme,  che  soddisfanno  a  questa  sola  condizione,  costituiscono 
una  eorri$pondenza  univoca. 

(2)  Le  proìelHvità  sono  un  caso  particolare  delle  corrispondenze  uni- 
voche. 
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con  «';  e  lo  stesso  si  deve  per- 
ciò fare  per  passare  da  un  pun- 
to qualunque  D  di  {s)  al  corri- 
spondente Z>'  di  («'). 


da  /S";  e  lo  stesso  si  deve  per- 
ciò fare  per  passare  da  un  rag- 
gio qualunque  d  di  {S)  al  corri- 
spondente raggio  d'  di  {S*). 


h)  Se,  in  a)  a  dritta  si  suppone  s  airinflnito,  si  ha:  Se  in  due 
fasci  proiettivi  di  raggi  tre  coppie  di  raggi  corrispondenti  sono 
paralleli,  tutti  i  raggi  corrispondenti  sono  paralleli. 


e)  Se,  in  due  fasci  pro- 
iettivi di  piani  («)  =  a^y  .  .  .  .  , 
(«')  =  «'^'y'  ...  di  una  stella  [^J, 
il  piano  »»'  è  un  elemento  unito 
(o  se  le  rette  aa',  ^p',  ^y'  sono  in 
un  piano  a),  i  fasci  saranno  pro- 
spettivi, col  piano  di  prospet- 
tiva e. 


Se,  in  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  {o)~abc....y  (o')sa'6'c'.... 
di  una  stella  [S],  la  retta  ce'  è 
un  elemento  unito  (o  se  i  piani 
aa'j  bb'y  ce'  passano  per  una 
stessa  retta  s),  i  fasci  saranno 
prospettivi,  con  Tasse  di  pro- 
spettiva s. 


41.  Se  uìia  forma  semplice^  costituita  da  quattro  elementi  di- 
stinti^  è  proiettiva  a  quella  che  se  ne  deduce  con  lo  scambio  di 
due  soli  elementi  fra  loro,  la  forma  data  è  armonica,  e  l  due 
dementi  scambiati  sono  coniugati. 

Basterà  ragionare  sulla  punteggiata  AD  CI),  e  supponendo 
che  sia  ABCDaBACD. 

Da  un  centro  N  (fig.  24  a)  si  proietti  AIìCD  in  MKQD  so- 
pra una  retta  condotta  per  D:   sarà  ABCDaMKQD]  e  quindi 

fig.  24  a 


X 

.>>' 


u 


C      B 


P 


BACDaMKQDj  e  col  punto  unito  D.  In  conseguenza  (40,  a,  a  si- 
nistra) le  tre  rette  BM,  AK ,  CQ  debbono  concorrere  in  uno 
stesso  punto  Z  ;  e  il  quadrangolo  KLMN  dimostra  che  il  gruppo 
ABCD  è  armonico. 
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d)  Se  y  in  un  esagono  piano 
ABCDUU'  (fi^.  26,o),  due  vertici 


fig.  2(>.« 


Se,    in    tm   seilatero  piano 
abcduu'  (fig.  27.»),  due  lati  u,  u' 

fig.  27.« 


U,  U'  proiettano  gli  altri  quat- 
tro ABCD  mediante  due  gruppi 
proiettivi  di  raggi,  lo  stesso  ac- 
cadrà per  i  due  gruppi  di  rag- 
gij  che  da  due  qualunque  dei 
vertici  delV  esagono  proiettano 
i  rimanenti. 

Essendo  per  ipotesi  U{CDAB) 
A  U\CDAB) ,  posto  CD  =  8, 
»•  UA^A^,S'  U*A^A\,S'  UB^B^, 
8*U'B^B\,  sarà  CDAJÌ^IR 
CDA\B\  -,  e  quindi,  pel  teorema 
contenuto  in  a),  sarà  ancora 
CDA^A\a  CDB^B\  Ora,  pro- 
iettando dai  punti  A,  B  ordina- 
tamente i  gruppi  proiettivi  di 
punti  CDA^A\  ,  CDB^B\ ,  si 
hanno  i  gruppi  di  raggi,  che 
proiettano  dai  vertici  A  ,  B  ^\\ 
altri  vertici  CDUU'  dell' esa- 
gono. Dunque  il  teorema  è  di- 
mostrato, se  ai  vertici  U,  U'  si 
sostituiscono  due  qualunque  A, 
B  degli  altri  quattro  vertici. 

Saxxia  —  G  eomei  ria  prò  ietti  va . 


sono  tagliati  dai  rimanenti  quat- 
tro abcd  in  due  gruppi  proiet- 
tivi di  punti  ABCD  ,  A'B'C'D', 
lo  stesso  si  verificherà  per  due 
qualunque  dei  lati  del  seilaterOj 
segati  dagli  altri  qicattro. 

Essendo  per  ipotesi  CD  AB  a 
C'D'A'B',  se  s'indichi  con  S 
il  punto  od,  sarà  S{C1)AB)'K 
S{C'iyA'B')',  e  quindi,  pel  teo- 
rema contenuto  in  a),  sarà  pure 
S{CDAA')7:S(C'D'BB').  Ora  i 
gruppi  di  punti,  nei  quali  i  lati 
a,  b  sono  segati  ordinatamen- 
te dai  gruppi  proiettivi  di  raggi 
S(CDAA') ,  S{CDBB') ,  coinci- 
dono con  quelli,  in  cui  a,  6 
sono  segati  dagli  altri  lati  del 
seilatero.  Dunque  il  teorema 
è  dimostrato,  quando  ai  lati 
u  ju'  si  sostituiscono  due  qua- 
lunque a ,  b  degli  altri  quattro 
lati. 


lonBeguenza  poi  di  ciò,  il 
la  è  pur  vero  per  uno 
rtici  U,  U',  insieme  ad 
ualunque  degli  altri  due 
ossìa  è  vero  in  tutta  la 
;en  crai  ila. 

Chiamando  esagono  Pa- 
ri esagono  piano  semplice 
lale  i  tre  punti  d'interse- 
dei  lati  opposti  apparten- 
ad  una  stesa»  retta,  si  iia 
!  Bei  dati  punti  di  unpia- 
M  tali  che  da  due  di  essi 
iettano  i  rimanenti  quat- 
ediante  due  gruppi  pro- 
di raggi,  questi  sei  punti, 
in  uno  qualunque  dei  60 
possibili  (15,  e),  sono  i 
successiui  di  un  esagono 


In  conseguenza  poi  di  ciò,  il 
teorema  è  pur  vero  per  uno  dei 
due  lati  u  ,  u',  insieme  ad  uno 
qualunque  degli  altri  due  e , 
d;  ossia  k  vero  in  tutta  la  sua 
generalità. 

Chiamando  seilatero  Brian- 
chon  un  seilatero  piano  sem- 
plice nel  quale  le  tre  congiun- 
genti dei  voltici  opposti  pas- 
sano per  uno  stesso  punto,  si 
ha  che,  se  sei  date  rette  di  un 
piano  sono  tali  che  due  di  esse 
segano  le  altre  quattro  secondo 
due  gruppi  proiettivi  di  punti, 
queste  sei  rette,  prese  in  uno 
qualunque  dei  60  ordini  possi- 
bili (15,  e),  sono  lati  successivi 
di  un  seilatero  Brianchon. 


ostreremo  il  solo  teorema,  a  sinistra. 
cando(flg.  28.o)coii  ;2.M.^6    questi    successivi 


rertici ,   e 


fig  28  « 


proiettando  dai  due  vertici  non 
consecutivi  1, 3  i  rimanenti  quat- 
tro ,   si   hanno   [rilj   due   grup- 
pi proiettivi  di   raggi   J{524ti), 
3{!>246),  che  sono  sezionati  ordi- 
natamente  dai  lati  45,   66   se- 
condo le  due  punteggiate  pro- 
spettive    5L4ff,  6MK6.  Sicché 
ie  rette   LM,   K4  =  34,  H6=61 
concorrono  in  uno  stesso  pun- 
ossia   i    tre    punti  L.il2-4r>,  M=23-5G,  N=.34-61  appar- 
to ad  una  stessa  retta,  la  quale  dicesi  la  retta  Pascal  del- 
ono  Ja3456. 

Se  un  esagono  semplice  i      Se  un  seilatero  semplice  è  un 
isagono  Pascal,  tali  sono  \  seilatero  Brianchon,    tali   sono 


—  53 


tutti  gli  altri  59  esagoni  sem- 
plicij  che  si  possono  formare 
con  gii  stessi  sei  vertici. 


tutti  gli  altri  69  seilateri  sem- 
plici^ che  si  possono  formare  con 
gli  stessi  sei  lati. 


In  fatti,  poiché  neir  esagono  Pascal  123456  della  lìg.  28.«  i 
punti  LMN  stanno  per  diritto,  le  punteggiate  5L4H,  òMK6 
sono  prospettive;  e  quindi  i  fasci  1{6L4H)=  1{6246),  3{5MK6) 
=  3(6246)  sono  proiettivi,  e  (d,  e)  il  teorema  è  dimostrato. 

Eseroisii. 

1.  Sieno  date  due  forme  semplici  proiettive,  sovrapposte  e  con  due 
elementi  uniti  reali  a,  f  (distinti  o  coincidenti),  se  di  un  elemento  m, 
considerato  come  appartenente  air  una  e  alP  altra  forma,  se  ne  tro- 
vano i  corrispondenti  m^ ,  m',  variando  m ,  gli  elementi  m^ ,  m'  descri- 
vono due  formo  proiettive  con  gli  stessi  elementi  uniti  a,  f. 

2.  Date  due  punteggiate  prospettive  (u),  («'),  i  cui  punti  limiti  J",  T 
sono  al  finito,  rotando  u  nel  piano  uu^,o  intorno  al  punto  unito  al 
finito  xiu~zE  delle  due  date  punteggiate  (o  roteando  nello  spazio  in- 
torno ad  iJ),  il  centro  8  di  prospettiva  di  (?/) ,  (u')  genera  un  circolo 
(o  una  sfera),  che  ha  per  centro  il  punto  limite  J  della  punteggiata  (u). 

3.  Quale  è  il  luogo  del  punto  S  dell'esercizio  precedente,  se,  roteando 
li'  intomo  ad  J5,  s'inclini  inoltre  sotto  un  A  assegnato  ad  un  dato  piano 
p,  o  ad  una  data  retta  r,  o  se  si  appoggi  ad  r? 

4.  Dati  in  un  piano  a  due  fasci  prospettivi  di  raggi  (?7),  (Z7'),  se,  ri- 
manendo inalterata  la  scambievole^  giacitura  degli  elementi  del  fascio 
(CT'),  questo  si, muove  parallelamente  a  se  stesso  nel  piano  a  in  guisa 
che  il  suo  centro  U'  percorra  il  raggio  unito  UlT^e^  l'asse  di  pro- 
spettiva dei  due  fasci  conserverà  la  stessa  direzione. 

o.  Applicare  i  teoremi  del  n.»  28,  ò)  a  varii  casi  particolari;  come, 
p.  e.,  a  quello  di  A  coincidente  con  uno  dei  centri  dei  quattro  cerchi 
iscritti  nel  y  FGH,  o  col  punto  d'intersezione  delle  altezze  {punto  delle 
altezze)  del  y   FGH\  ecc. 

6.  Dati  in  un  piano  un  y  ABC  ed  una  retta  »,  le  rette,  che  congiun- 
gono i  vertici  Ay  B,  C  ai  punti  medii  L,  3f,  N  dei  segmenti  determi- 
nati sopra  $  dagli  A  -4 ,  jB  ,  C7 ,  segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  per 
dritto. 

7.  Dati  in  un  piano  5  due  punti  5,  S^  ed  un  y    ABC,  da  S^  si  pro- 
iettino i  vertici  A,  B,  Cdel  y  in  A^,  B^,  C^  sui  lati  opposti  ;  indi  da  S 
si  proiettino  i  vertici  A^ ,  B^,  C^  del  y  A^B^C^  sui  lati  opposti  in  A.^ 
B^ ,  C,:  le  tre  rette  AA^  ,  BB^  ,  CC.^  concorreranno  in  uno  stesso  punto  S 

Se  il  punto  S  si  muove  sulla  retta  fissa  A^S  •,  \  punti  B^ ,  C,  descri- 
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§  VII. 


Costruslone  delle  forme  Bempllci  proiettive. 
Casi  particolari  e  applicaBÌoni. 


43.  a)  Abbiamo  veduto  (36,6)  che  tre  coppie  aa',  bb',  ce'  di 
elementi  corrispondenti  definiscono  due  formo  semplici  proiet- 
tive, e  permettono  di  passare  in  modo  univoco  da  ciascun  ele- 
mento d  della  prima  forma  al  suo  corrispondente  d'  della  se- 
conda (ossia  fanno  costruire  queste  forme)  mediante  quelle  stesse 
operazioni,  con  le  quali  sempre  si  può  passare  (84,  a)  da  abc 
ad  a'b'c'. 

Noi  però  vogliamo  rendere  più  chiaro  questo  procedimento, 
occupandoci  in  modo  speciale  di  due  punteggiate,  e  di  due  fasci 
dì  raggi,  supponendo  sempre  che  le  due  forme  i)roiettive  giac- 
ciano in  uno  stesso  piano. 


Sieno  AA',  BB\  CC  le  tre 
date  coppie  di  punti  corrispon- 
denti nelle  punteggiate  proiet- 
tive (w),(m')  da  costruirsi. 

b)  Se  (u) ,  (u')  sono  prospet- 
tive— ossia,  se  le  rette  AA'j  BB\ 
ce  concorrono  in  uno  stesso 
punto  8  (fig.  25.«),  0  se  i  punti 

fig.  2P.» 


s 


/e 


di  una  delle  coppie  date  coin- 
cidono nel  punto    t*tt'=P(40„ 


Sieno  aa\  bb\  ce'  le  tre  date 
coppie  di  raggi  corrispondenti 
nei  fasci  proiettivi  (t7),  {U')  da 
costruirsi. 

Se  {U),{U')  sono  prospettivi — 
ossia,  se  i  punti  aa' ,  bb' ,  ce' 
giacciono  sopra  una  stessa  retta 
s  (fig.  50.O),  o  se  i  raggi  di  una 

fig.  50.» 


delle    coppie    date    coincidono 
con  la  retta  UU'^p  (40,  a,  a 
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(m),  («')•  Si  ottengono  così  due  i  te  i  fasci  {(7) ,  {L")  in  due  pun- 
f%sci  proiettivi  di  raggi  {S),{S'),  '  tpgffiate    proiettive ,    clic    han- 
che  hanno  in  SS'  un  raggio  uni-  \  no  in  ss'  un  punto  unito.  Que- 

fig.  32.» 


to.  Eaei  sono  perciò  prospettivi  .  sto     sono     perciii     prospettive 


(40,  a,  a  dritta);  e  costruiti  1 
punti  SB-S'Jff^B",SCS'C'=C", 
la  retta  B"C"=u"  è  il  loro  asse 
di  prospettiva.  Le  punteggiate 
(w),(m')  sono  quindi  prospettive 
alla  punteggiata  (>i")=B"C".... 

In  conseguenza ,  dato  un 
punto  qualunque  D  di  (u) ,  la 
retta  SD  seglierà  u"  in  un  punto 
D"  tale,  che  la  retta  Sl>"  de- 
terminerà sopra  M  il  punto  D' 
di  (»')  corrispondente  al  punto 
D  di  {u);  poiché  D  e  D'  sono 
i  punti  di  (m)  e  {«•)  corrispon- 
denti al  punto  D"  di  (w"). 

Analogamente  da  />'  si  de- 
duce D. 


(40,  a,  a  sinistra);  e  costruito 
le  rette  sb-s'b'sb",  8C-s'c'=c" , 
il  punto  b"c"=  U"  sarà  il  loro 
centro  di  prospettiva.  I  fasci 
{U),iU')  sono  quindi  prospet- 
tivi al  fascio  (U")sb"c".... 

Perciò,  dato  un  raggio  qua- 
lunque d  di  (U),  unendo  i  punti 
sd,  U",  mediante  la  retta  d", 
questa  segherà  s'  in  un  punto 
s'd"  tale,  che  s'd"-  V  sarà  il 
raggio  d'  di  {V)  corrispondente 
al  raggio  d  di  (  (7)  ;  poicliò  dcd' 
sono  i  raggi  di  (E7)  e  {U')  corri- 
spondenti al  raggio  d"  di{f7"). 

Analogamente  da  d'  sì  de- 
duce d. 


Nella  fig.  31.<*  il  raggio  di  [S)  \\  ad  u  seghi  la  retta  u"  nel 
punto  J":  il  raggio  S'I"  Ai{S')  segherà  la  reità  «'  nel  punto- 
limite  1' di  («').  Analogamente,  se  il  raggio  di(,S")  '']  ad  «'  se- 
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Determinato  il  punto  55^  •  CC^ 
=  Z7,  la  UU'  segherà  u  nel 
l'altro  punto  unito  F  delle  due 
date  punteggiate. 

fig.  55.» 


WSVL 


Determinata  la  retta  bb^  •  cc^ 
=  it,  il  punto  uu\  congiunto  con 
Uj  darà  l'altro  raggio  unito  f 
dei  due  dati  fasci. 


Assegnato  dunque  un  elemento  unito  in  due  date  forme  sem- 
plici, proiettive  e  sovrapposte,  si  sa  costruire  V  altro  elemento 
unito  [cfv.  n.  42,  ò). 

f)  Se  si  vogliono  costruire  due  punteggiate  proiettive  so- 
vrapposte (u) ,  (w'),  che  hanno  i  due  punti  uniti  coincidenti  in 
E,  e  la  coppia  AA^  di  punti  corrispondenti  (flg.  55.«),  sopra  una 
rett^  8y  arbitrariamente  condotta  per  Ey  si  assumano  due  punti 
arbitrarli  S,S'i  i  fasci,  che  proiettano  da  8,8^  ordinatamente  le 
punteggiate  (u) ,  (w'),  saranno  prospettivi,  e  V  asse  di  prospettiva 
sarà  la  retta  u^  che  congimige  il  punto  E  col  punto  8A'8'A*=A^» 


fig.  35.« 


I 


^-^ — ^v 


s 


BB 


/£ 


'      XLSU' 
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Sicché,  per  ogni  punto  B  di  (w), 
la  SB  segherà  u^  nel  punto 
By^  tale  che  la  retta  8^B^  ta- 
glierà 1*  nel  punto  B^  di  (i^')  cor- 
rispondente al  punto  B  di  (u). 
Dunque,  due  forme  semplici, 
proiettive  e  sovrapposte,  sono 
definite  da  un  dato  elemento, 
come  unico  elemento  unito,  e  da 
una  coppia  di  elementi  corrispondenti, 

g)  Applicando  la  costruzione  data  in  f)  alla  proiettività  di 
punti  È  AjAJBAj,  e  costruendo  il  punto  A^  corrispondente  al 
punto  A^  (fig.  36.0),  il  quadrangolo  88^ MN  mostra  che  il  gruppo 
A^A^A^E  è  armonico. 

Sah Ki A ->  Geoftif /ria  proiettiva,  9* 


fr  Ti:  •■ 


punti  AB'-A'B,  AC'-A'C.  E 
risalta  dalla  costruzione  ivi  in- 
dicata^  che  al  punto  t^"w=Pdi 
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ab''a'by  ac'-a'c.  E  risulta  dalla 
costruzione  ivi  indicata,  che  al 
raggio  U"U^p  di  {U)  corri- 


^^::::^Q' 


fig.  3S.« 


A<B 


CKji. 


U. 


^'^ — TV'  Tv    \ 


^ 


ng.  39.^ 


(u)  corrisponde  in  {u')  il  punto 
«tt'=P';  e  che  al  punto  u^'u'=Q! 
di  {u^)  corrisponde  in  {u)  il 
punto  uu^  =  Q. 

Ora,  essendo  date  le  tre  cop- 
pie AA',BB\CC'  di  punti  corri- 
spondenti, il  punto  P  di  (w)  cor- 
rispondente al  punto  uu^  di  {%l% 
ed  il  punto  Q'  di  (w')  corrispon- 
dente al  punto  uìi^  di  (w),  sono 


sponde  in (?7')  il  raggio  UU'=p^] 
e  che  al  raggio  W'U'=q'  di  (17') 
corrisponde  in   (U)    il   raggio 

Ora,  essendo  date  le  tre  cop- 
pie aa*j  bh\  ce'  di  raggi  corri- 
spondenti, il  raggio  p  ài  {U 
corrispondente    al  raggio    U'U 
di  {U%  ed  il  raggio  q'  di  {U') 
corrispondente  al  raggio    UU^ 


due  punteggiale  proiettive,  si- 
tuate in  uno  stesso  piano ,  i 
imnti  analoghi  a  KL'-K'L  giac- 
ciono sopra  nna  retta  fissa  u", 
[che  'diremo  asse  dì  collinea- 
zione  di  {IT)  ed  ilf)],  la  quale 
passa  per  i  punti  delle-  due 
punteggiate  che  corrispondono 
al  punto  comune  ai  loro  soste- 
gni. E  se  (u)  ed  (a')  sono  pro- 
spettive, col  centro  S  di  prospet- 
tiva, u,  u'  sotto  separate  armo- 
nicamente da  S  ed  u", 

b)  Questo  teorema,  limitato 
alle  tre  coppie  di  ponti  AA',BJÌ', 
ce,  le  quali  sono  del  tutto  ar- 
bitrarie, puòcnanciarsi,  dicendo: 
.Se  un  esagono  piano  sem- 
plice AB'CA'BC  (flg.  42.0)  hai 
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due  fasci  proiettivi  di  raggi, 
situati  in  un  medesimo  piano, 
le  rette  analoghe  a  kl'-kT  con- 
corrono in  un  punto  fisso  U" 
[che  chiameremo  centro  di  col- 
lineazione  dì  (u)  ed  (k")]  ,  il 
quale  è  l'intersezione  dei  raggi 
dei  due  fasci  che  corrispondono 
alla  retta  congiungenle  i  loro 
centri.  E  se  (U)  ,  {U')  sono  pro- 
spettivi, con  l'asse  s  di  prospet- 
tiva, U  ,  U'  sono  separati  ar- 
monicamente da  s  ed  U". 

Questo  teorema,  limitato  alle 
tre  coppie  di  raggi  aa',  hb',  ce', 
le  qaali  sono  del  tutto  arbitra- 
rie, può  enunciarsi  dicendo  : 

Se  un  seilatero  piano    «em- 

plice  ab'caOjc'   (fig.  43.«)  ha  i 

fig.  43.0 


vertici  di  ordine  impari  in  una 
retta  u,  e  quelli  di  ordine  pari 
in  un'altra  retta  u',  le  tre  cop- 
pie di  lati  opposti  si  tagliano 
in  punti  per  dritto  ;  ossia,  ogni 
esagono  piano  semplice,  iscritto 
in  due  rette,  è  un  esagoìio  Fa- 
tcaì. 


lati  di  posto  impari  concor- 
retiti  in  un  punto  U,  e  quelli 
di  posto  pari  concorrenti  in  un 
altro  punto  V,  le  tre  coppie  di 
vertici  opposti  sono  allineate 
con  utio  stesso  punto;  ossia, 
ogni  seilatero  piano  semplice, 
circoscritto  a  due  putiti,  è  un 
seilatero  Brianchon. 
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i  sono  AA'y  ce,  v,  DD', 
u',  BB',  si  può  enunciare  il  teo- 
rema (cfr.  n.  42,  e,  a  dritta}  : 
fig.  44.'^ 


ioaa',cc',  U,dd',  V, 
db',  ai  può  enunciare  11  teorema 
(cfr.  n.  42,  e,  a  sinistra). 

fig.  ed.'* 


Un  geitatero  semplice,  i  cui.  t'n  esagono  semplice,  i  cui 
tati  sono  i  sostegni  di  due  pun-  !  vertici  sono  i  centri  di  due  fasci 
teggiate  proiettive  e  le  rette  con-  proiettivi  e  i  punti  d' interse- 
giungenti  quattro  coppie  dipun-  zioiie  di  quattro  coppie  di  raggi 
ti  corrispondenti  nelle  stesse  corrispondenti  negli  sfessi  fasci, 
punteggiate,  e  un  seilatero  Bri-  |  „»  esagono  Pascal.  E  vicevcr- 
anckon.  E  viceversa,  in  un  sei-  sa,  («  w«  esagono  Pascal  quattro 
Intero  Brianchon  quattro  lati  se-  rertici  sono  proiettati  dai  ri- 
gano i  rimanenti  due  in  due  manenti  due  mediante  due  qua- 
quaterne  proiettive  di  punti.         terne  proiettive  di  raggi. 

La  proposizione  diretta  a  sinistra  si  è  potuta  enunciare  in 
forma  generale ,  senza  tener  conto  del!'  ordine  che  serbano  i 
lati  nel  seilatero  considerato,  percliè,  quale  che  sia  il  seilatero 
(tra  i  CO  che  si  possono  ottenere  por  mezzo  delie  sci  rette  w,  u', 
AÀ',  BB',  ce,  DD"),  sempre  quattro  dei  suoi  lati  determinano 
sui  rimanenti  lati  coppie  di  punti  corrispondenti  in  due  punteg- 
giate proiettive  (42,  d,  a  destra). 

Inoltre,  se  SS'CDD'B'  è  un  esagono  Brianclion,  posto  SD- 
8'D'  =  tì ,  e  prendendo  eopra  u  il  punto  D,  in  modo  che  sìa 
A'B'C'D'7\ABCI)^,  la  retta  SD^  dove  passare  per  Q;  e  quindi 
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ncidere  con  I>:  il  che  prova  la  seconda  parte   del 
iiiciato  a  sinistra. 

-agionamento  bì  fiirà  pel  doppio  teorema  contenuto 
la  a  diltta. 

iremo  simili  due  punteggiate  proiettive,  nelle  quali 
;nflnito  si  corrispondono. 

uè  punteggiate  simili  i  segmenti  (finiti)  corri»pon- 
proporzionali;  e  viceversa,  due  punteggiate,  che  ri- 
>ro,  hanno  proporzionali  i  ìoj-o  segmenti  (finiti)  cor- 

sono  simili. 

=  ABC...,  {u')  =  A'B'C'...  le  due  punteggiate;  e  si 
'}  in  modo  che,  senza  alterare  la  scambievole  po- 
snoi  elementi,  i  sostegni  u,  u'  diventino  paralleli,  se 
mo. 

1  per  ipotesi  (u')  proiettiva  ad  (w),  lo  sarà  pure  (39, 
a  novella  posizione,  e  col  punto  uu'  (all'infinito)  por 
nito.  Sarà  dunque,  in  tale  novella  posizione,  {k')  prò- 

(h),  ossia  lo  rette  AA' ,  BB' ,  CC ,  .  .  .  concorre- 
n    punto   ;?;    e    dalla   geometrìa   elementare   si   ba 

BC:B'C'  =  AC:A'C'^...{i. 

;e  regge,  per  ipotesi,  la  relazione  (n,  nella  quale  i 
inno  presi  in  valore  assoluto,  è  evidente  che  C"  gia- 

e  B',  o  esternamente  ad  A'B',  secondo  che  C  giace 

o  esternamente  ad  AB.  Ma  la  relazione  {a  reggerà 
,  quando  u'  si  è  posto,  nel  modo  suddetto,  paralle- 

u;  0  dalla  geometria  elementare  si  La  pure  che 
CC",  .  .  .  concon^ono  in  un  ponto  S.  Dunque  («')&, 
ione  novella,  prospettiva  ad  (w),  col  punto  unito  «m' 
);  e  quindi  anche  nella  prirailiva  posizione  env  (m') 
w). 

ho,  nelle  punteggiato  simili,  a  segmenti  che  nell'una 
tesso  senso,  o  sensi  contrarii,  corrispondono  nell'altra 
he  hanno  pure  lo  stesso  senso,  o  sensi  contrarìi, 

punteggiate  (»(),  {"')  si  dicono  eguali,  quando  l'una 
che  la  (li),  trasportata  in  altra  posizione  nello  spazio, 
'are  la  scambievole  posizione  degli  clementi  di  (m). 
0  (3il,  d),  che  le  punteggiate  uguali  sono  proiettive; 
caso  particolare  delle  punteggiate   simili,   poiché   il 
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rapporto  dei  so«fmenti  corrispondenti,  nelle  punteggiate  uguali, 
ò  l'unità. 

Se  però  i  sostegni  u,  u'  coincidono,  o  sono  paralleli,  (u)  ed 
(«')  si  diranno  direttamente ^  o  inversamente,  ugualij  secondo  che 
i  segmenti  eguali  sono  dello  stesso  senso,  o  di  sensi  contrarii  ; 
e  il  rapporto  costante  di  questi  segmenti  si  dirà  essere  1  nel 
primo  caso,  —  1  nel  secondo. 

In  questa  ipotesi  dei  sostegni  coincidenti  o  paralleli,  anche 
due  punteggiate  simili  si  diranno  simili  diretfameìite,  o  inver- 
samente, secondo  che  due  segmenti  corrispondenti  avranno  lo 
stesso  senso,  o  sensi  contrarii  ;  ed  il  rapi)orto  costante  di  questi 
segmenti  avrà  ordinatamente  il  segno  -f  ,  o  il  segno  — . 

d)  Segando  un  fascio  di  raggi  (a^)  ef.  abc. , .  mediante  due 
trasversali  parallele  u,  u\  si  hanno  due  punteggiate  ABC..,, 
A*B'C'...  (prospettive  e  col  punto  unito  all'infinito),  simili 
direttamente,  o  inversamente,  secondo  che  il  centro  S  del  fa- 
scio giace  fuori  della  striscia  tm',  o  nell'  interno  di  essa.  E  se 
«•,  u'  sono  pure  equidistanti  da  S,  le  due  punteggiate  saranno 
inversamente  uguali. 

Se  ;S'  è  un  punto  all'  infinito,  ossia  se  a,  b,  e,  ...  costituiscono 
un  fascio  di  raggi  paralleli,  due  trasversali  u,  u*,  non  parallele, 
segano  il  fascio  in  due  punteggiate  ABC...,  A'B'C\,.,  eguali,  o 
simili,  secondo  che  u  ed  ti'  sono,  o  pur  no,  inclinate  egualmente 
ai  raggi  paralleli  a,  h,  e,...  (ma  sempre  prospettive,  e  col  punto 
unito  a  distanza  finita).  Se  poi  le  trasversali  a,  u'  sono  paral- 
lele, le  punteggiate  ABC...,  A'B'C\..  saranno  direttamente  eguali 
(sempre  prospettive,  ma  col  punto  unito  all'  infinito). 

46.  a)  Siene  AA*,  BB'  lo  due  coppie  di  punti  corrispondenti, 
che  definiscono  due  punteggiate  simili  sovrapposte  {ii),  (u^).  Es- 
sendo il  i)unto  all'intlnito  del  sostegno  comune  un  punto  unito 
delle  due  punteggiate,  ed  avendo  noi  già  dimostrato  (42,  b)  che, 
se  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  hanno  un  punto  unito, 
esse  ne  hanno  ancora  un  secondo  (che  però,  può  coincidere  col 
primo),  ne  segue  che  {u),  {u')  debbono  avere  un  secondo  punto 
unito  E.  Sicché  la  costnizione  di  questo  secondo  punto  unito  si 
può  eseguire  come  nel  n.»  43,  e). 

D' altronde    questo    punto    E   deve    verificare    la   relazione 

AE        AB    , 

■77—  =  ^    y  (a  •,  e  quindi,  secondo  che  le  punteggiate  sono   di- 

Sassi  A  —  (ieometrla  proiettiva.  10'' 


I  ìnversamento,  simili,  E  deve  piacere  cstcrnaitiente, 

te,  al  segmento  AA'.  Mit  (flg.-itf."  e  47«),  coiiducendo 
le  parallelo  qualuiiqne   a,  a',  e  taffliando   sopra  n 
ai'bitrarìo  AB, ,  la  retta   Eli ,   segherà   a'  in  an 
.        .         ^   AE       AB,         AB  „ 
le,  che  SI  avrà  -—  =  —  J  =  — -   (^  ;   mentre  poi 

A  J^      A  li  ^      AB 
A  B\   risulterà   dello   stesso   senso   di   JJ?, ,  o   dì 
-io,  secondo  che  E  sta  fuori  di   AA',  o   è   innirno 
qne: 


^/<' 

--- 

- 

.. 

'  ^'U 

mnteggiate  timili  sovrapposte  (u)  ,  (u'),  definite 
ìpie  AA',  BB'  di  elemenfl  corrispondenti,  se  si  con- 
L,  A'  due  paralltle  a,  a',  sulle  quali  si  taglino 
?  i  segmenti  AB,  ,  A'B\  proporzionali  ad  AB,  A'B', 
to  senso,  0  in  sensi  contrarii,  secondo  che  AB,  A'B' 
90  senso,  o  sensi  contrarii,  la  retta  B,B'i  segherà 
viune  u  delle  due  date  forme  nel  secondo  loro  punto 
re  il  primo  punto  unito  è  il  punto  all' infinito  di  n). 
mostra,  die  quando  AB  b  uguale  ad  A'B',  ma  di 
io,  E  dev'essere  il  punto  medio  di  AA';  e  vioe- 
e,  in  due  punteggiate  sovropposte  inversamente 
A'B'. .  . ,  il  punto  unito  E  a  distanza  finita  è  il 
iel  segmento  AA',  e  quindi  anche  di  ogni  altro 
ago  BB'.  Sicché  le  due  forme  sono  costituite  da 
ti  AA',  BB',...  eiiuidistauti  da  an  punto  fisso  E 
col  punto  all'  infinito  di  ti,  divide  perciò  armoni- 
BB',...);  e  perciò  si  dice  che,  due  punteggiale 
iversaniente  eguali  costituiscono  una  simmetria,  il 
simmetria  è  il  punto  unito  al  finito  delle  due  puu- 

e,  in  due  punteggiate  simili   sovrapposte   AB ... , 
lo  unito  E  a  distanza  finita  è  il  punto  medio   di 


"H 
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un  segmento  AA',  le  punteggiate  'nono  inversamente  eguali^  ed  E 
è  quindi  punto  medio  di  ogni  altro  segmento  analogo  BB'. 

e)  Se  E  sta  all'  infinito,  AB^  risulta  eguale  ad  A'B\  e  dello 
stesso  senso;  e  la  (g  allora  dimostra  dover  esser -45  eguale  ad 
A'Ii'  e  del  medesimo  senso.  E  viceversa,  se  AB ,  A'B'  sono 
oguali  e  dello  stesso  senso,  si  vede  che  niun  punto  E  a  distanza 
finita  può  verificare  la  (a;  di  accordo  con  quello  c!ie  è  detto 
nel  n.o  43,  h). 

Dunque,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  due 
punteggiate  proiettive  sovrapposte  sieno  direttamente  uguali,  è 
che  i  loro  due  punti  uniti  coincidano  alt  infinito. 

d)  E  evidente  poi  che ,  due  punteggiate  sovrapposte  diret- 
tamente eguali  ABC...,  A'B'C...  costituiscono  tino  strisciamento; 
e  viceversa  (cfr.  n.  43,  h). 

47.  a)  Due  fasci  di  raggi,  i  cui  centri  sieno  V  uno  e  V  altro 
air  infinito,  si  dicono  simili  (e  sono  proiettivi),  se  una  sezione 
dell'  uno  è  simile  ad  una  sezione  dell*  altro. 

In  conseguenza  due  altre  sezioni  (jualunque  dei  due  fasci,  sa- 
ninno  pure  punteggiate  simili  tra  loro. 

b)  In  altri  termini,  due  fasci  proiettivi  di  raggi,  i  cui  centri 
giacciono  all'  infinito,  si  dicono  simili,  se  i  raggi  air  infinito  si 
corrispondono. 

e)  E  evidente,  che  due  fasci  di  raggi  simili,  e  situati  in 
uno  stesso  piano,  sono  prospettivi. 

48.  a)  Due  fasci  di  raggi  coi  centri  al  finito  si  dicono  eguali, 
(|aando  V  uno  non  è  che  V  altro,  trasportato  in  diversa  posizione 
nello  spazio,  senza  alterare  la  scambievole  posizione  dei  suoi 
^^^S^'  ^ue  fasci  di  raggi  eguali  sono  perciò  (39,  d)  proiettivi. 

b)  Due  fasci  proiettivi  di  raggi  abc...,  a'b'c'...  sono  eguali, 
i^e  le  due  forme  abc,  a'b'c'  lo  sono:  poiché,  facendo  coincidere 
aVc'  con  abc,  il  fascio  a'b'c^..,  nella  novella  sua  posizione,  avrà 
(•ol  fascio  proiettivo  abc...  tre  elementi  uniti,  e  quindi  sarà  iden- 
tico ad»  afte... 

e)  Se  due  fasci  di  raggi  eguali  abc.:. ,  a'b'c'...  giacciono 
m  uno  stesso  piano,  o  in  piani  paralleli,  essi  si  dicono  eguali 
(erettamente,  o  inversamente,  secondo    che    i   due   raggi  corri- 
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Ora,  escluso  il  caso  dei  fasci  eguali,  supponiamo  che  (S)j  (S^) 
sìeno  prospettivi  con  l'asse  s  di  prospettiva,  e  situati  in  un  piano. 
Allora,  se  S  ,S^  non  sono  simmetrici  rispetto  ad  «,  ma  la  retta 
SxS'  è  J_  ad  »,  conducendo  per  S ,  S'  le  rette  b  ,  h^  j]  ad  «,  sa- 
ranno SS'  e  6,  S'S  e  V  le  due  coppie  in  esame.  Ma  se  la  retta 
SS'  non  è  J_  ad  s,  e  se  a,h  sono  due  raggi  ortogonali  di  S,  i 
cui  corrispondenti  a\b'  mS'  sono  pure  ortogonali,  posto  aa'=Aj 
hh'~B,  i  quattro  punti  AB  SS'  giaceranno  sopra  la  circonferenza 
(li  diametro  AB'^  e  siccome  questa  circonferenza  è  individuata 
f perchè  passa  per  SjS'  ed  ha  sopra  s  il  suo  centro),  ne  segue  che 
essa  sega  s  nei  soli  due  punti,  i  quali  sono  proiettati  da  S,S' 
secondo  le  enunciate  coppie  ortogonali. — Non  può  poi  supporsi 
che  S,  S'  sieno  punti  simmetrici  rispetto  ad  s  (nel  qual  caso  il 
cerchio  suddetto  diventa  indeterminato),  poiché  (S) ,  {S')  dovreb- 
bero essere  inversamente  uguali. 

In  fine,  due  fasci  proiettivi  {S)y{S')  di  raggi  si  possono  collo- 
care in  un  piano  ed  in  posizione  prospettiva;  poiché  si  può  di- 
sporli in  modo  nel  piano  che  due  raggi  corrispondenti  coincidano 
con  la  retta  SS'. 

Dunque  il  teorema  enunciato  è  vero. 

50.  a)  Abbiamo  definito  le  forme  semplici,  come  quelle  che 
si  deducono  V  una  dall'  altra  mediante  un  numero  finito  di  proie- 
zioni e  sezioni.  Abbiamo  pure  veduto  che,  quando  in  ciascuna 
delle  due  terne  di  elementi  corrispondenti,  che  definiscono  la 
proiettività  di  queste  forme,  gli  clementi  sono  distinti^  la  cor- 
rispondenza proiettiva  risulta  univoca;  cioè  tale  che  si  passa 
da  un  elemento  della  prima  ad  un  solo  elemento  della  seconda, 
e  viceversa. 

Occorre  ora  di  considerare  certi  casi  singolari  di  proiettività 
(dette  degeneri,  o  singolari),  nei  quali  la  proietti vit*^.  non  è  uni- 
voca senza  eccezione  alcuna, 

l>\  Se  un  fascio  {S)  di  raggi  è  segato  da  una  trasversale  w, 
condotta  per  >S^  nel  piano  del  fascio,  ciascun  raggio  di  {S)  è  segato 
da  tt  nel  punto  S,  ad  eccezione  del  raggio  coincidente  con  ti, 
il  quale  è  segato  da  u  in  tutti  i  suoi  punti.  Si  ha  cosi  un  caso 
singolare  di  prospettività  tra  una  punteggiata  {u)  ed  un  fascio 
di  raggi  (^S'),  nel  quale  a  ciascun  raggio  di  (;S^)  comsponde  seni- 
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corrispondono  a'  e  b',  e  quindi  anche  e':  mentre  è  e'  Taltro  ele- 
mento singolare,  perchè  ad  esso  corrispondono  a  e  e. 

/)  D'altronde  la  costruzione  di  due  forme  semplici,  applicata 
al  caso  di  b=a,  conduce  allo  stesso  risultato;  e  si  conserva  per- 
ciò ancora  vera. 

Così,  p.  e.,  se  (fig.  48.^)  in  due  punteggiate  proiettive  {u)=ABC,.., 
{u')  =  A'JS'C^..,j  situate   in   un 


piano,  ma  non  sovrapposte,  si 
ha  B=Ay  proiettando  (u) ,  {u') 
rispettivamente  dai  punti  ar- 
hitrarii     U  ,    i7'     della     retta 


fig.  4S,a 


f  -^     Afl 


I     I 


ce,  e  posto  UÀ' VA' =  A' y 
UB^U'B'^Ii",  si  vede  che  si 
passa  da  A'  (o  B')  ad  A  (o  B), 
proiettando  da  U',  segando  con 
la  retta  UA"B"=u"y  proiettan- 
do da  Uj  e  segando  con  «;  e  che 
le  stesse  operazioni  fanno  pas- 
sare da  un  qualunque  punto  D' 

di  («'),  eccetto  C,  ad  A.  Inoltre,  si  passa  da  C  a  C,  proiettando 
da  Uf  segando  con  u"  (il  che  dà  U),  proiettando  da  U'  e  se- 
rrando con  w'-,  e  le  stesse  operazioni  conducono  da  un  qualunque 
punto  E  di  (u),  eccetto  A,  sempre  a  C. 

51.  Applichiamo  le  cose  esposte  a  dimostrare  alcuni  teoremi 
od  a  risolvere  certi  problemi. 


a)  Se  i  vertici  A^,  A^,  A^ 
(fig.  4P.O)  di  un  triangolo  varia- 
bile scorrono  sui  raggi  fissi  «j, 
S  ^8  ^^  ^n  fascio  (8)^  mentre  i 
'Jue  lati  A^A^^  A^A^  rotano  intor- 
no a  due  punti  fissi  O3 ,  0^ ,  il 
terzo  lato  roterà  intorno  ad  un 
terzo  punto  fisso  Og  della  retta 


Se  i  lati  «1  ,  fljj ,  «3  di  un  tri- 
latero variabile  rotano  intorno  a 
tre  punti  fissi  A^^  A^^  A^  di  una 
punteggiata  («),  mentre  i  due  ver- 
tici a^ci^i  d^ci^  scorrono  sopra  due 
rette  fisse  03  ,  Oj  ,  situate  con  s 
in  uno  stesso  piano,  il  terzo  ver- 
tice scorrerà  sopra  una  terza  retta 
fissa  Ojj,    che    passa    pel    punto 


0^0 y^.  8. 

In  fatti,  i  due  fasci  prospettivi  (O3)  ,  (0,),  di  asse  di  pro^pet- 
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Inoltre,  se  i  raggi  corrispondenti  C^A^,  C^A.^  dei  fasci  i  C'^),  (C,) 
prendono  le  posizioni  C^B^^  ^VA  '  ^  punti  A^  ,  A^  coincidono  ri- 
spettivamente col  punto  C^B^'h^  e  con  B^i  e  perciò  C^B^  è  una  po- 
sizione della  retta  A^A^.  Ma  similmente  si  vede  che  C^B^  è  un'al- 
tra posizione  di  A^A^.  Dunque  è  C^=C^B^'C^B^j  ossia  il  punto 
fisso  C\  è  il  terzo  vertice  del  ^  C^C^C^  ,  circoscritto  al  y  B^B^B^\ 
e  perciò  non  può  giacere  sulla  retta  C\C^, 

Analogamente  si  dimostra  il  teorema  a  dritta.  —  E  proiettando 
da  un  centro   U  si  avranno  due  teoremi  nella  stella. 

e)  I  due  teoremi  contenuti  in  6),  tenendo  presente  la  fine  della 
dimostrazione  ivi  data,  possono  riunirsi  neir  unico  enunciato  :  se 
ad  un  V  -^i-^2'^3  ®  circoscritto  un  v  B^B^B^^  vi  sono  infiniti  v 
iscritti  nel  primo  e  circoscritti  al  secondo. 

Possiamo  però  dimostrare  direttamente  quest^ultimo  teorema  nel 
modo  seguente. 

I  punti  CgCjC'^...  della  retta  A^A^  si  proiettino  ordinatamente 
da  B^  in  C^C\C*\...  sulla  retta  ^2^3,  e  da  B^  in  C\C\C'\... 
sulla  retta  -^3.4 j  :  dimostreremo  che  le  coppie  di  punti  CjCg,  C\C'2  » 
C'iC'j,...  sono  allineate  con  B^, 

Dalla  costruzione  stessa  risultano  i  fasci  prospettivi  /^2(^i^2''^3 
C^C\C'\^.*)j  B^{AiA^A^C^C'2C*'^,,.),  con  la  retta  Jji4^  per  asse  di 
prospetti va.Ma  il  primo  è  prospettivo  al  fascio  ^3(^1^2-^36'^  6"i^"r")» 
ed  il  secondo  è  prospettivo  al  fascio  B^( A^A2A^C2C'2^^"i''')'  I^^n- 
que  questi  ultimi  due  sono  proiettivi,  e  con  la  terna  Bo(AyA^A.^) 
di  raggi  uniti,  ossia  sono  identici  (38,  &);  e  perciò  le  coppie  di 
punti  C\C^j  C\C\f  C"\C"2  . . .  sono  allineate  con  B.^. 

La  proiezione  della  figura  50. «  da  un  punto  S,  preso  fuori  del 
piano  dei  V  -^^^42^3 ,  B^B^B^  ,  dà  un  analogo  enunciato  sugli  A 
triedri. 

d)  Dati,  in  uno  stesso  piano,  un  punto  P,  una  retta  u  ed  un 
oABCD  ,  condurre   per  P ,  con 
Tu  so  della  sola  riga,  la  parallela 

ad  u. 

Post^  w  AB=E,U'  AD=F {ùg. 
i'>l.^)j  per  un  punto  arbitrario  K 
della  retta  AC  sì  tirino  le  JEA', 

FK,  che  seghino  rispettivamente 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  11* 
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rette  PAj  PC  in  Q,  ^S^,  la  retta  AS  determinerà  sopra  CQ  un  punto 
H  della  dimandata  parallela  Pi?;  poiché  il  lato  PE  del  quadran- 
golo completo  PQR8  deve  segare  AB  nel  coniugato  armonico  di  B 
rispetto  ad  A^  C,  ossia  nel  punto  all'  infinito  di  AB. 

f)  Date  (fig.  53.^)  due  rette  parallele  m,  r,  ed  assegnato  sopra 
u  un  segmento  AC,  bisecarlo,  e  raddoppiarlo,  usando  la  sola  riga. 

Condotte  per  Aj  C  due  rette  arbitrarie,  che  seghino  v  in  P,  P, 
la  retta,  che  congiunge  i  punti  AP  CB^Q ,  AR'OP=S,  segherà 
AC  nel  suo  punto  medio  B, 

Presa  in  vece  ad  arbitrio  sopra  r  un  punto  P ,  la  coniugata 
armonica  di  PA  rispetto  alle  rette  PC,  v  (coniugata  che  sa 
costruirsi  con  la  sola  riga)  segherà  u  in  un  punto  D  tale,  che 
AD  sarà  doppio  di  AC. 

È  chiaro,  che  con  analoga  costruzione  poteva  determinarsi    B, 

g)  Un  segmento   (fig.  54.«)  AC  h  diviso  per  metà   in   /?,    e 
si  vuol  dividere  BC  in  n  parti  eguali,  adoperando  la  sola  riga. 

Costruiscasi  un  quadrangolo  completo  ULDX,  del  quale  due  lati 
opposti  />Z/,  A"L^  concorrano  in  -4, 

un  terzo  lato  X>f7  passi  per  B,  e  "^-  •**•'* 

due  altri  lati  opposti    LU ,  DX  j)      E     y 

concorrano  in  C:  il  sesto  lato  LX  ^Àr^^^^yS^^\9, 

sarà  parallelo  ad  AC]  perchè  deve 
passare  pel  coniugato    armonico 
di  B  rispetto  ad  A,  C.  Posto  quin- 
di LX'DU-  21,  sarà  AI  il  punto  *x?^ 
medio    di    LX;    e    condotte    le  ^7. 
rette  AM,  BN,  che  si  taglino  in 

E,  la  CE  segherà  la  retta  LMX  in  un  punto  O  tale,  che  sarà 
evidentemente  LM=MX~XO,  Indi,  condotta  la  BO  che  incontri 
-4^  in  F,  la  CF  determinerà  sulla  retta  LM  un  punto  tale  P,  che 
sarà  NO=-OP:  e  così  si  continuerà.  —  Se  Q  è  l'ultimo  punto 
cosi  ottenuto  sulla  retta  LM,  le  rette,  che  congiungono  il  punto 
LB*QCr-.Z  ai  punti  M,  X,  0,  P,  divideranno  evidentemente  BC 
in  tante  parti  eguali,  in  quante  è  divisa  la  sua  parallela  LQ  dai 
ponti  M,  X,  O,  P. 

È  facile  vedere,  che  i  punti  1),  E,  F,...  sono  situati  sopra  una 
retta  parallela  ad  AC, 


>< 


1 

piai 
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.4,^,,  A^A^,  A^A^  rotano  intorno  a  |  vertici  a^a^,  0^*35  o^a^  percorrono 
tre  punti  fissi  L,  M,  L'  del  piano  !  tre  rette  fisse  f,  m,  l\  situato  con  * 
del  fascio  (5),  gli  altri  lati  A^A^  ,  in  uno  stesso  piano,  gli  altri  tre 
^j*lj,  A^A^  roteranno  intorno  a  tre  |  vertici  a^a^J  <'i<»«>  0^04  pcrcorreran- 
altri  punti  fissi  3f' ,  N,  N';  ed  LL\  !  no  tre  altre  rette  fisso  wi',  n,  rt';  ed 
MM\  NN*  saranno  le  tre  coppie  di     /f,  »i»i',  nn    saranno  le  tre  coppie 


vertici  opposti  di  un  quadrilatero 
completo. 

In  vece  deMati  ^1-4,,  i4,-4,,  A^A^, 
come  se  ne  possono  sostituire  altri 
tre,  in  modo  che  il  teorema  regga? 


di  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
completo. 

In  vece  de' vertici  a^a^^  o^a^ì  0304» 
come  se  ne  possono  sostituire  altri 
tre,  in  modo  che  il  teorema  regga? 


4.  Mediante  la  proiezione  da  un  centro  si  deducano  i  teoremi  della 
stella,  analoghi  a  quelli  contenuti  nel  n.*»  51,  6),  e)  e  nell'  esercizio  3: 
indi  si  generalizzino  alcuni  di  questi  teoremi,  estendendoli  alPennagono 
piano,  air  A    ennaedro,  ecc. 

ò.  Se  le  I»  facce  di  un  ennaedro  completo  rotano  intorno  ad  altrettante 
rette  situate  in  un  piano  1,  mentre  n— 1  dei  suoi  spigoli,  alla  cui  de- 
terminazione concorrono  tutte  le  n   facce,   si   muovono   in   n  — 1    piani 

fiflsi,  gli  altri spigoli  si  muoveranno   pure   in    altrettanti 

piani  fìssi. 

6.  Proiettare  due  punteggiate  proiettive  in  guisa,  che  le  proiezioni 
sieno  due  punteggiate  simili;  e  proiettare  due  punteggiate  proiettive 
sovrapposte,  i  cui  punti  uniti  coincidono,  in  modo  che  le  proiezioni  sieno 
due  punteggiate  uguali. 

7.  Dati  in  un  piano  a  un  cerchio  e  il  suo  centro  0,  bisecare,  con 
r  uso  della  soia  riga,  un   A   ah  assegnato  in  n. 

8.  Dati  un  fascio  {8)  di  raggi  ed  una  punteggiata  (u),  proiettivi  tra 
loro,  determinare  un  punto  S\  dal  quale  si  proietti  (tt')  mediante  un  fa- 
scio (^')  uguale  ad  {S\  ed  una  retta  u,  che  seghi  (<S)  secondo  una  pun- 
teggiata (u)  eguale  ad  («'). 

9.  Se  un  fascio  di  raggi  {8)  è  prospettivo  ad  un  fascio  di  piani  {u\ 
Tasse  u'  è  i.  ad  uno  dei  due  raggi  di  {S)  perpendicolari  tra  loro,  i  cui 
piani  corrispondenti  in  (u')  sono  pure  perpendicolari  tra  loro. 

10.  Dati  due  fasci  proiettivi,  1'  uno  {8)  di  raggi  e  V  altro  («')  di  piani, 
condurre  per  un  assegnato  punto  P  un  piano,  che  seghi  («')  secondo 
un  fascio  di  raggi  (iSi')  uguale  ad  {8)  ;  e  costruire  un  asse  ti,  dal  quale 
si  proietti  (iS)  mediante  un  fascio  di  piani  uguale  ad  {u\ 

U.  Dati  tre  raggi  a,  ò,  e  di  un  fascio  («S),  e  tre  piani  «',  p',  ■*'  di  un 
fascio  (tt),  situarli  in  modo  che  a  ^  b  ^  e  giacciano   ordinatamente   in 

»',  ?i  y. 

12.  Segare  una   superficie   prismatica   triangolare   «^7  =  ahc  con    un 


ezione  aia  un  y  A^i^t    simile  ad  un  d&to 

ettivi  di  raggi  (S),  iS'),  situarli  in  uno  ateaco 
prospettivi,  e  con  l'asse  di  prospettiva  pei^ 
jonto  i  centri  S.  S'. 

>  punteggiate  simili  (u)  =  JB(7..,  (u')  =  A'S'C'..., 
a  i  segmenti  rettilìnei  AA',  lìB',  CC... 
ioni  indicate  nel  n.°  43,  di\    e    risolvere,    ptr 
ipposti,  il  problema  analogo  a  quello  riportato 

ione  di  due  punteggiate  proiettivn,  assegnando 
^i  u,  u,  e  dando  inoltre;  a)  il  loro  asse  di  ool- 
due  punti  limiti  ;  b)  i  due  punti  limiti  ed  nno 
o  una  coppia  AA'  di  punti  corriepondeuti;  e) 
no  dei  punti  limiti,  ed  una  coppia  AA'  di  punti 

ione  di  due  fasci  proiettivi  di  raggi  situati  in 
intri  li,  W,  e  dando  inoltre;  a)  il  loro  contro 
ia  coppia  aa  di  raggi  corrispondenti  ;  b)  il 
sci  corrispondente  al  raggio  UU'  dell' altl'o 
bli'  di  raggi  oorrispoudeuti. 
proiettivi  di  ragsi  i(J),\U'),  individuati  da 
spendenti  situati  in  un  piano  a,  quando  il  cen- 
lunto  all'infinito  di  ";  o  quando  (/ed  U'  sono 
r,  distinti  o  coincidenti. 

uo  punti  A,  A'  ed  una  retta  u",  costruire  le 
>,  che  abbiano  A,  A'  pur  punti  corrispondenti, 

cini^ue  rette  abcde,  ed  assegnato  un  punto  I' 
I,  condurre  per  /'  una   retta   /  in    guisa,    che 
seilatero  Brian  eh  on. 
generalo  questo  problema,  se  P  à  dato  comuS' 

i  ABC,  ABC,  conservando  fissi  il  primo  o  il 
il  secondo  si  deformi  in  modo  che  i  vertici  B, 
itte  u',  v'  concorrenti  in  un  punto  P  di  t:  quali 
zo  vertice  A'  ed  il  centro  S  di  omologia? 

due  coppie  (D  e  i_U'),  (F,)  e  {V\)  di  fasci 
no  in  gnneralo  in  (J7)  due  raggi  x,y  tali  che, 
te'  di  (U,)  Il  ad  X,  !,,  i  rasgi  ^'  ./  di  <U',  cor- 
\\  ai  raggi  x\,  y',  di  ({/',)  corrispondenti    ad 
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Sapponendo  che  (U^  ,  iV\)  siano  direttamente  uguali,  se  ne  dedurrà 
che  esistono  in  generale  due  raggi  di  {U)  inclinati  ai  corrispondenti 
raggi  di  ((/")  sotto  un  dato  angolo  (cfr.  il  caso  particolare  considerato 
nel  n/>  49). 

Si  dimostri  pure  direttamente  quest*  ultimo  teorema. 

§  Vili. 

Involoslone  nelle  forme  semplici.  —  Oopple  di  elementi 
Immaginarli.  -^  Prolettlvltà  olollche  binarle. 

52.  a)  Date  due  fórme  semplici,  proiettive  e  sovrapposte,  se 
ad  un  elemento  a ,  considerato  come  appartenente  alla  prima 
o  alla  seconda  forma,  corrisponde  sempre  neir  altra  lo  stesso 
elemento  a',  si  dirà  che  a  ed  a'  si  corrispondono  in  doppio  mo- 
do j  o  con  permutabilitàj  o  involutoHamente. 

h)  Se  in  due  forme  semplici  abc.ffln...,  a'b'c'...m'n'...,  j3roi«#- 
tlce  e  sovrapposte,  due  elementi  distinti  m,  re'  si  corrispondono 
in  doppio  modoj  lo  stesso  ai^verrà  per  tutti  gli  altri  eletnenti 
corrispondenti. 

Di  vero,  si  ha  (35,  a)  mm'nn'Txin'mn'n;  e  poiché  questa  proiet- 
ti vita  ha  con  la  data  tre  coppie  comuni  di  elementi  corrispon- 
denti, e  quindi  coincide  con  essa,  il  teorema  è  dimostrato. 

e)  Il  caso  particolare  di  due  forme  semplici,  proiettive  e 
sovrapposte,  nelle  quali  due  elementi  corrispondenti  qualunque 
si  corrispondono  in  doppio  modo,  vien  denominato  involuzione: 
e  sì  dice  pure  che  le  due  forme  proiettive  sono  in  involuzione, 
o  in  relazione  involutoria. 

Gli  elementi  uniti  della  proiettività  involuioHa  si  dicono  an- 
che elementi  doppi, 

d)  Dunque,  nella  involuzione,  ciascun  elemento  apparte- 
nente al  sostegno  comune  delle  due.  forme,  considerato  come 
elemento  della  prima,  o  della  seconda,  ha  lo  stesso  elemento 
corrispondente  nell'  altra.  Sicché  gli  elementi  sono  coniugati  a 
due  a  due\  ossia,  ogni  elemento  ha  il  suo  coniugato  in  modo 
univoco,  sia  che  T  elemento  considerato  appartenga  alla  prima, 
o  alla  seconda  forma. 

Da  ciò  segue,  che  la  considerazione  delle  due   forme  è  su- 
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coppie  di  elementi  coniugati,  rientra  in    quella   di   due  forme 
semplici  proiettive  e  sovrapposte. 

56.  a)  Se  le  coppie  aa',  bb'  di  elementi  coniugati  (tutti  di- 
stinti fra  loro),  che  individuano  una  involuzione,  non  si  sepa- 
rano, le  due  forme  proiettive  aa'b...,  a'ab'...  sono  evidentemente 
discordi;  e  quindi  (37,  a)  gli  elementi  doppi  e,  f  sono  reali  e 
distinti,  e  separano  ciascuna  coppia  aa',  bb',...  di  elementi  con- 
iugati. 

b)  Inoltre,  poiché  si  ha  cfaa'  a  efa'a,  ne  segue  (41)  che  il 
g'ruppo  efaa'  è  armonico.  Dunque  :  se  le  due  coj^pie  di  elementi 
coniugati^  che  individuano  una  involuzione,  non  si  separano  e 
non  hanno  alcun  elemento  comune,  gli  elementi  dopj^i  di  questa 
involuzione  (che  si  chiama  allora  ii)erholica)  sono  reali  e  di 
stinti,  e  separano  armonicamente  ciascuna  coppia  di  elementi 
coniugati. 

In  altri  termini,  una  involuzione  iperbolica  è  costituita  dalle 
coppie  di  elementi,  che  formano  con  due  elementi  fissi  un  gruppo 
armonico  (^). 

e)  Se  poi  aa',  bb'  si  separano,  le  forme  aba'...,  a'b'a...  sono 
concordi;  ma  è  chiaro  che,  se  un  elemento  m  descrive  la  prima 
forma,  coincidendo  successivamente  con  gli  clementi  a,  b,  a',  b', 
per  tornare  in  a,  il  coniugato  m'  di  m  coinciderà  successiva- 
mente con  a',  b',  a,  b,  per  tornare  in  a',  senza  mai  poter  coinci- 
dere con  RI.  Dunque:  se  le  due  coppie  di  elementi  coniugati,  che 
individuano  una  involuzione,  si  separano,  questa  involuzione 
(che  dicesi  ellittica)  è  priva  di  elementi  doppi  {reali), 

d)  Dal  sin  qui  detto  segue,  che  due  coppie  di  clementi  con- 
iugati non  si  separano  mai  in  una  involuzione  iperbolica,  e  si 
separano  sempre  in  una  involuzione  ellìttica. 

66.  a)  Se,  in  una  involuzione  di  punti  \-:=\AA',  BB^\  di  so- 
stegno s,  si  costruisce  (54,  b,  2.o)  il  punto  O,  coniugato  del  punto 
air  infinito,  si  ha  in  0  quello  che  dicesi  centro,   o  punto   cen- 


C)  Questo  è  un  caso  particolare  del  teorema  contenuto  nel  n.<>  42,  e), 
quando  cioè  abcd  ò  un  gruppo  armonico. 

8  AUSI  A.  ^Geometria  proiettiva.  12* 


rr 
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Dunque^  se  una  involuzione  di  punti  ha  alV  infinito  uno  dei 
9uoi  punti  doppi,  essa  è  una  simmetria  (o  involuzione  simme- 
trica), che  ha  per  centro  di  simmetria  V  altro  elemento  doppio; 
e  viceversa. 

e)  Bey  in  una  involuzione  di  punti j  due  coppie  di  punti  con- 
iugati hanno  lo  stesso  punto  medio  E,  ciascun^ altra  coppia  ha 
pure  E  per  punto  medio;  ossia  la  involuzione  è  simmetrica. 

f)  Analogamente  si  vedrà  che^ 

l.o  per  un  fascio  iperbolico  in  involuzione,  se  gli  elementi 
doppi  sono  ortogonali  tra  loro,  gli  elementi  coniugati  sono  (55,  h) 
egualmente  inclinati  a  ciascuno  degli  elementi  doppi,  ossia  co- 
stituiscono una  involuzione  simmetrica;  e  viceversa: 

2,o  se,  in  un  fascio  involutorio,  gli  angoli  di  due  coppie  di 
elementi  coniugati  hanno  gli  stessi  elementi  hisettoH,  questi  bi- 
secheranno gli  angoli  di  ciascun'  altra  coppia;  ossia  la  involu,- 
zione  è  simmetrica. 

g)  In  una  involuzione  di  raggi  (o  piani)  paralleli,  il  raggio 
(o  piano)  airinfinito  è  un  elemento  dell'  involuzione,  il  cui  con- 
iugato dicesi  raggio  (o  piano)  centrale  ;  perchè  contiene  il  cen- 
tro dell'  involuzione  di  punti,  prodotta  nel  fascio  da  una  tra- 
sversale qualunque.  Inoltre,  gli  elementi  doppi  del  fascio  — 
se  è  iperbolico  —  passano  per  i  punti  doppi  della  sezione, 

h)  Viceversa,  se  una  involuzione  J  di  punti  si  proietta 
mediante  raggi  (o  piani)  paralleli,  si  ha  un  fascio  involutorio, 
il  cui  elemento  centrale  passa  pel  centro  di  \\  e  i  cui  elementi 
doppi  passano  per  i  punti  doppi  di  J,  se  questa  è  iperbolica. 

57.  Abbiamo  veduto  (53,  b),  che  una  fonna  proiettiva  ad  una 
involuzione  è  anch'  essa  in  relazione  involutoria.  Andiamo  ora 
a  mostrare,  quando  una  proiezione,  o  sezione,  di  due  forme 
proiettive  non  sovrapposte,  ma  appartenenti  ad  una  medesima 
forma  fondamentale  di  2»  specie,  dà  una  forma  involutoria. 

a)  Date  in  un  piano  due  pun-  Dati  in  un  piano  due  fasci 
teggiate  proiettive  (s)=  ABC . . . ,  proiettivi  di  raggi  (S)  =  abc... , 
{s'^j^A^'G'...,  i  cui  sostegni  no7i  ;  (S')=a'b'c'...,  i  cui  centri  sono 
coincidono,  V  asse  di  collinear  i  distinti,  pel  centro  di  collinea- 
zione  s"  di  (s)  ,  (s')  è  il  luogo  zione  S"  di  (S)  ,  (S')  passei-an- 
dei  punti  P,  dai  quali  (s)  ,  (s')    no   tutte  le   trasversali  p,   che 


■.diante  fasci  in 
%") ,  indicando 


segano  (S),  (S*)  in  punteggiate 
invoìuiorie. 
Poiché  (tìg.  Gl.a),  indicando 


V 


iRgi  coniugati 
{P),  e  posto 
s'=M',  ì's=M, 
V,  M'  i  punti 
denti  ai  punti 
luindi  il  punto 
ive  (44,  a,  a  si- 

una  stella  [S] 
tu  vi    di   2>iani 

'...  [l'v'... ,  i  cui 
ino,  isoli  piani 
ì  li  segano  in 
i  di  raggi j  sono 
a  jj.v'-jj.'v. 


con  L ,  U  due  punti  coniugati 
dell' involuzione  {p) ,  e  posto 
LS=Ì,  VS'-V,  LS'=m;  L'S=m, 
debbono  essere  l',  m' ì  raggi  di 
(.S")  corrispondenti  ai  raggi  l , 
m  di  (5);  e  quindi  la  retta 
lm'-l'm=p  deve  (44,  a,  a  de- 
stra) passare  per  S". 

Dati  in  una  stella  [S]  dtie  fa- 
gciproiettivi di  raggi 6hc...mn..., 
a'b'c'.„ui'n'...,  i  cui  piani  sono 
distinti,  i  soli  raggi  della  stella, 
dai  quali  si  proiettano  con  fa- 
sci iiivolntorii  di  piani,  sono 
quelli  analoghi  a  mn'-m'n, 

oni  sono  simili  a  quelle  riportate  in  a). 

a  proiettinità  ?=   ,.,.,.ha  gli  elementi  uniti  t,  I, 

liò  che  noi  indicheremo,  scrivendo  P^ef    ,. ,  ...V 

a'b  tre  coppie  di  elementi  coniugati  in  invola- 


'«    • 
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In  fatti  si  ha  efab  Xefa'b':  ma  efa'b' a  feb'a'  (35,  a):  dunque 
efab  A  feb'a'  (*). 

ò)  Se  f  è  involutoria,  e  solo  allora,  saranno  anche  ef,  ab,  a'b' 
tre  coppie  di  elementi  coniugati  in  involuzione, 

e)  Se  in  a)  gli  elementi  uniti  coincidono  in  un   solo   e,   il 

a  b 

teorema  a)  regge  ancora;  ossia,  se  si  ha  P=é   ,.,.., ,   sarà   e  un 

elemento  doppio  dell'  involuzione  J  =  |  ab' ,  a'b  |. 

In  fatti,  se  neir involuzione  J  =  |ab',a'bj  ad  e  corrispondesse 
un  elemento  distinto  e^,  si  avrebbe  ee^abXe^eb'a'Aee^a'b'.  Quindi  e, 
sarebbe  un  secondo   elemento  unito  della  data  proiettività  (*). 


69.  a)  Le  tre  coppie  di  lati 
opposti  di  un  quadrangolo  pia- 
no completo  sono  segate  da  una 
trasversale  arbitraria  s  in  tre 
coppie  di  punti  coniugati  in 
involuzione. 

Sia  QRST  (fig.  62.0)  il  qua- 
drangolo, i  cui  lati  opposti  TE 
e  SQ,  TS  e  Qi?,  QT  e  RS  sieno 
segati  dalla  trasversale  s  rispet- 
ti vamente  nei  punti  A  e  A*,  B 
e  B',  C  e  Q\ 

Proiettando  da  due  vertici 
Q,  8  del  quadrangolo  i  punti 
della  retta  RT,  che  congiunge 
gli  altri  due  vertici,  si  ottengono 


he  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti di  un  quadrilatero  piano 
completo  sono  proiettate  da  un 
punto  arbitrario  8  del  suo  pia- 
no mediante  tre  coppie  di  raggi 
coniugati  in  involuzione. 

Sia  qrst  (fig.  6\3.«)  il  quadri- 
latero, i  cui  vertici  opposti  tr  e 
sq,  ts  e  gr,  qt  e  rs  sieno  pro- 
iettati ordinatamente  dal  punto 
i  S  del  piano  qrst  mediante  i 
raggi  a  e  a'y  b  G  b'j  e  e  e'. 

Sezionando  con  due  lati  q,  s 
del  quadrilatero  il  fascio  di  rag- 
gi, che  ha  per  centro  il  punto 
d' intersezione  rt  degli  altri  due 


(^)  Essendo  ef,  ab',  a'b  coppie  di  elementi  in  involuzione,  si  ha  efaa'/\ 

ftb'b  A  afbb';  ossia  dalla  proiettività  eftb  A  efa'b'  si  trae  l'altra  efaa  A  efbb': 
teorema  dimostrato  altrimenti  nel  n.^'  42,  a). 

(•)  Dunque,  se  è  P-7^8  *'  *' ,  sarà  e  un  elemento  doppio  dell'involuzione 

a»  *8 

J^tj», , a^t,!,  e  quindi  è  armonico  il   gruppo  aiaga^e.   E  viceversa,   se 

nella  proiettività  Pi=e  **  **  è  armonico  il  gruppo  a^ajja,«,  essa  coincide 

colla  proiettività  Pili  **  ;  perchè  in  questa  l'elemento  corrispondente 
ad  a,  deve  essere  coniugato  armonico  di  a^  rispetto  ad  a^  ,  e,  e  perciò 
deve  coincidere  con  a^.  Si  ha  cosi  un'  altra  dimostrazione  del  teorema 
riportato  al  n.<*  48,  g). 


Ile  fasci  prospettivi,  i  quali  so- 

3  segati  (36,  e,  a  sinistra)  dalla 
asversale  s  secondo  due  pall- 


iati, si  ottengono  due  punteg- 
^ate  prospettive,  le  quali  sono 
proiettate  da  S  (36,  e,  a  destra) 


fig.  62." 


ggiate  proiettive  che  lianno  A, 
per  punti  uniti  e  CB,  B'C'pcr 
ippie  di  punti  corrispondenti; 
sia  si  ha  AA'CB'7.AA'BC',  e 
lindi  (58,  a)  AA' ,  BB' ,  CC 
no  tre  coppie  di  punti  in  in- 
ilozione. 


secondo  due  fasci  proiettivi  che 
hanno  a,  a'  per  raggi  uniti  e  cb, 
b'c'  per  coppie  di  raggi  corri- 
spondenti; ossia  si  ha  aa'cb' 
A  aa'bc',  e  quindi  (58,  a)  aa', 
bb',  ce'  sono  tre  coppie  di  raggi 
in  involuzione. 


b)  Dai  due  teoremi,  ora  dimostrati,  risulta,  tra  le  altre  cose, 
lanto  appresso, 

1,0  Siccome ,  proiettando  in  a)  a  sinistra  le  coppie  di  punti 
4',  JiB',  ce  da  un  centro  qualunque,  assunto  nel  piano  del 
ladrangolo,  sì  hanno  tre  coppie  aa',  bb',  ce'  di  raggi  in  involu- 
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ztone,  supponendo  in  a)  a  sinistra  s  airinfinito,  si  trae  che,  in 
un  quadrangolo  piano  completo ,  le  tre  coppie  di  lati  opposti 
sono  parallele  a  tre  coppie  di  raggi  coniugati  in  involuzione, 

2.^  Se  tre  rette  1,  m,  n  sono  condotte  dai  vertici  di  un  v  ABC, 
in  modo  da  formare  coi  lati  opposti  del  y  tre  coppie  di  rette 
parallele  a  tre  coppie  di  raggi  coniugati  in  involuzione,  le  rette 
1,  m,  n  concorreranno  in  uno  stesso  punto  D. 

3.0  Se  due  quadrangoli  semplici  di  un  piano  o  sono  riferiti 
fra  loro,  ed  una  retta,  che  non  passa  per  alcuno  dei  loro  ver- 
tici, è  segata  dai  quattro  lati  e  da  una  diagonale  di  uno  dei  due 
quadrangoli  negli  stessi  punti,  in  cui  la  tagliano  i  lati  corri- 
spondenti ed  una  diagonale  qualunque  (^)  dell'  altro  quadran- 
golo, essa  verrà  segata  in  uno  stesso  punto  anche  dalle  due  ri- 
manenti diagonali. 

In  particolare,  se  i  quattro  lati  di  un  quadrangolo  semplice 
sono  ordinatamente  \\  ai  quattro  lati  di  un  altro  quadrangolo 
semplice,  ed  una  diagonale  del  primo  è  parallela  ad  una  qua- 
lunque delle  diagonali  del  secondo,  anche  le  due  rimanenti  dia- 
gonali saranno  \  |  fra  loro, 

4.0  Altre  posizioni  particolari  di  «,  o  di  8,  possono  dar  luogo 
a  notevoli  conseguenze.  Cosi,  p.  e.,  se  «  è  un  lato  del  triangolo 
diagonale  nel  quadrangolo  QRST,  ed  8  un  vertice  del  trilatero 
diagonale  nel  quadrilatero  qrst,  si  ottengono  i  teoremi  del  n.o  25* 

60.  Applichiamo  le  proposizioni  del  n.o  59,  a)  a  costruire  le 
involuzioni  di  punti  e  di  raggi. 

Per  la  involuzione  di  piani  una  sezione  ricondurrà  alla  in- 
voluzione di  punti,  o  di  raggi  [benché,  nella  stella,  dei  teoremi 
analoghi  ai  due  del  n.o  59,  a),  uno  può  servire  a  risolvere  di- 
rettamente la  quistione]. 

a)    Nella    involuzione    dì .      Nella    involuzione   di   raggi 
punti  J  E I AA' ,  BB*\   di  soste- 1 J  =  [  aa\  bb'\  di  centro  ;S',  si  vuol 


gno  s,  si  vuole  costruire  il  con- 
iugato C  del  dato  punto  C. 


costruire  il  coniugato  e'  del  dato 
raggio  e. 


O  Si  noti  che  uno  dei  due  casi  possibili,  nella  scelta  di  questa  dia- 
^nale,  dà  una  proposizione,  che  differisce  da  quella  del  n.<*  18,  a)  a  si- 
nistra, nella  ipotesi  di  n  =  4. 


■"i^!^W^''^'  '-': 
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•angolo  Si  costruisca  un  quadrilatero 

!,o)   del  complclo    qrst    (flg.    63.<') ,    io 

passino  modo  die  due   vertici  opposti 

A' ,    un  giacciano  rispettivamente  in  n, 

tri   lati  a',  un  terzo  vertice  in  e,  e  duo 

sto  lato  altri  vertici  opposti  in  b,  b':  il 

ill'invo-  sesto    vertice ,     congiunto   col 

nto  C.  centro  S  del  fascio,  darà  il  di- 
mandato raggio  e'. 

a  sinistra  sì  suppone  C  all'  infinito,  il 
:olo  QltST  deve  essere  parallelo  ad  AA'; 
punto  centrale  dell'  involuzione, 
ostruzioni  date  in  a)  si   eseguono  me- 


o  P  nel 
lo  coni- 
le po- 
P,  ri- 
''ormati 
opposti 


Data  una  retta  p  nel  piano 
di  un  quadrilatero  completo 
abcd,  i  poli  (28,  a,  a  sinistra) 
di  p,  rispetto  alle  tre  diagonali 
del  quadrilatero,  giacciono  in 
UfifT  stessa  retta  p'. 


iC-Dn  = 

.0  polari 


0,   AD-RC=F,  s' indichi  con 
? ,  MI  di  r  rispetto  agli  angoli 
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AFC,  BGC.  I  punti  P,  P'  separano  armonicamente  i  due  seg- 
menti LL',  MM'  determinati  sulla  retta  PP'  dagli  A  AFCy  BGCj 
ossia  P^P*  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione  |LL' ,  MM'\. 

Ma  P,P'  separano  armonicamente  anche  il  segmento  NN^ 
determinato  sopra  PP'  dair  a  BIIC\  poiché  gli  estremi  di  que- 
sti tre  segmenti  (59,  a,  a  sinistra)  sono  punti  coniugati  in  una 
stessa  involuzione.  Dunque  la  polare  n  di  P  rispetto  all'angolo 
BHC  passa  per  il  punto  P'. 

L'analoga  dimostrazione  del  teorema  a  dritta  si  lascia  allo 
studioso. 

b)  Se  nel  teorema  a)  a  sinistra  si  suppone  P  air  infinito 
sopra  una  retta  r  del  piano  ABCD,  si  trae  che  lo  rette,  le  quali 
congiungono  i  vertici  degli  A ,  formati  dalle  tre  coppie  di  lati 
opposti  di  un  quadrangolo  completo,  coi  punti  medii  dei  seg- 
menti che  questi  tre  a  determinano  sopra  una  trasversale  qua- 
lunque r,  sono  tre  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto. 

r)  Se  nel  teorema  a)  a  dritta  si  suppone,  che  p  sia  la  retta 
all'infinito  del  piano  abcd,  si  deduce  che,  i  punti  medii  delle 
diagonali  di  un  quadrilatero  piano  completo  sono  tre  punti  di 
vna  medesima  linea  retta  (la  quale  si  denomina  mediana  del 
(iuadrilatero). 

d)  È  facile  poi  dimostrare  che^  se  in  a)  a  sinistra  (o  a 
dritta)  si  suppone  che  il  punto  P  giaccia  sopra  un  lato  del  qua- 
drangolo completo  AB  CD  (o  che  la  retta  /;  passi  per  un  ver- 
tice del  quadrilatero  completo  abcd),  il  punto  P'  giacerà  sullo 
stesso  lato  (o  la  retta  p*  passerà  per  lo  stesso  vertice). 

62.  I  teoremi  del  n.o  59,  a)  si  possono  enunciare  cosi: 


a)  Una  trasversale  arbitra- 
ria (fig.  62  a)  taglia  i  lati  di  un 
triangolo,  e  le  rette  che  con- 
Riungono  i  vertici  opposti  ad 
un  punto  arbitrario  del  pia- 
no del  triangolo,  in  tre  coppie 


Se  da  un  punto,  arbitraria- 
mente (fig.  63  a)  dato  nel  piano 
di  un  trilatero,  si'  proiettano  i 
vertici  del  trilatero,  e  i  punti 
nei  quali  i  lati  opposti  sono  se- 
gati da  una  trasversale  qualun- 


(U  punti  coniugati  in   involu-  i  quo,    si    hanno    tre    coppie    di 
zione.  raggi  coniugati  in  involuzione. 

6)  Ma  si  ha  pure  reciprocamente  che, 

^AWnA^  Geometria  proiettiva,  18* 


Tìf'Wrssx^ 
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di  punti  coniugati  in  involuzione.  Inoltre  poiché  i  punti  B^jC^jD^ 
sono  situati  nei  lati  CD ,  DB ,  BC  del  triangolo  CDB ,  le  tre 
rette  BB^ ,  CC^ ,  DD^  concorreranno  in  uno  stesso  punto  A', 
Ma  queste  tre  rette  sono  le  intersezioni  della  faccia  a^BCD 

fig.  ^5.« 


/ 


./ 


^'^ii;^^, /: 


coi  piani  BC'D',  CD'B',  DB'C\  Dunque  A'  è  il  quarto  vertice 
del  dimandato  tetraedro. 


63.  a)  Due  forme  semplici,  i  cui  elementi  sono  di  natura  di- 
versa, si  dicono  pure  in  involuzione^  se  T  una  è  in  involuzione 
con  una  sezione,  o  con  una  proiezione,  dell'  altra. 

Così,  per  esempio,  una  punteggiata  {u)=ABC...  ed  un  fascio 
di  raggi  {U')  =  a'b'c'„.  si  dicono  in  involuzione,  se  la  punteg- 
giata {uy=A'B^C\..,  che  il  sostegno  u  produce  nel  fascio  (W), 
è  in  involuzione  con  ABC..,:  il  che  suppone  che  (u)  ed  (C7') 
sieno  in  uno  stesso  piano. 

Per  un  fascio  di  raggi  {U),  in  involuzione  con  un  fascio  di 
piani  (u'),  deve  il  centro  U  giacere  suir  asse  '«'. 

b)  Una  punteggiata  (u)  ^  ABC  ,  .  .  ed  un  fascio  di  raggi 
fU')  =  a'b'c' . .  .  sono  in  involuzione,  se,  essendo  le  due  forme 
protettive,  due  punti  A,  B  di  (u)  si  trovano  sui  raggi  b',  a'  di 
(U'),  che  corrispondono  a  B,  A;  poiché  la  sezione,   che  u  prò- 
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punti;  che  avrà  U  per  punto  doppio.  E  se  dal  punto ,  in  cui 
r  asse  di  collineazione  w"  di  due  punteggiate  proiettive  (u) ,  (w') 
sega  u  (o  u'),  si  proiettano  (u)  ed  («'),  si  avrà  una  involuzione 
parabolica  di  raggi,  che  avrà  u  (o  u')  per  raggio  doppio. 

Così  ancora,  applicando  i  teoremi  del  n.o  59,  a)  ad  una  tras- 
versale s  condotta  per  un  vertice  del  quadrangolo,  e  ad  un 
punto  S  preso  in  un  lato  del  quadrilatero,  si  hanno  due  invo- 
luzioni paraboliche,  Tuna  di  punti  e  Taltra  di  raggi. 

È  facile  vedere  gli  analoghi  casi,  in  cui  si  hanno  involuzioni 
paraboliche  di  piani. 

e)  È  bene  notare  come  s' interpreta  il  teorema  del  n.o  59, 
a)  a  sinistra,  quando  la  trasversale  s  coincide  con  un  lato  del 
quadrangolo. 

In  quel  teorema  vien  detto  che,  neir  involuzione  individuata 
dalle  due  coppie  di  punti  secondo  cui  due  coppie  di  lati  op- 
posti del  quadrangolo  QEST  sono  segate  dalla  trasversale  s, 
r  intersezione  del  quinto  lato  con  «  ha  per  coniugato  Tintcrse- 
zione  del  sesto  lato  con  s. 

Ora,  se  s  coincide  p.  e.  con  Ql)  le  coppie  AA'  jBB^  coinci- 
dono coir  unica  coppia  TQ;  e  perciò  l'involuzione  \AA\BB'\ 
non  è  più  definita,  e  al  punto  QT-SR  si  può  fare  corrispondere 
qualunque  punto  della  retta  QT, 

COPPIE   DI   ELEMENTI    IMMAGINàRII. 

66.  a)  Poiché  una  involuzione  iperbolica  individua  la  coppia 
cf  dei  suoi  elementi  doppi,  e  ne  è  individuata,  noi  possiamo  so- 
stituire la  locuzione  coppia  di  elementi  (omonimi)  reali  e  distinfi 
all'altra  involuzione  iperbolica.  Ed  analogamente  sostituiremo 
la  locuzione  coppia  di  elementi  coincidenti  a  quella  di  involu- 
zione parabolica.  Per  unifonnità  e  brevità  di  linguaggio  intro- 
durremo poi  anche  la  locuzione  coppia  di  elementi  immaginarii 
in  luogo  di  involuzione  ellittica;  ma  non  intenderemo  dire  con 
la  prima  espressione  niente  altro  che  involuzione  ellittica. 

b)  Per  convenzione  diremo  ancora,  che  una  involuzione  el- 
littica ha  una  coppia  di  elementi  doppi  immaginarii;  ma  a  ciò 
non  si  deve  dare  altro  significato,  se  non  questo,  che  una  in- 
voluzione ellittica  no7i  ha  elementi  doppi;  e  l'espressione  coppia 
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poi< 
nqo 


(0 

oro 
der 


—  103  — 

h)  Poiché  il  prodotto  CC"^  di  due  corrispondenze  univoche 

a  b  &'b'  &  b 

inverse  C  =    r. , . . . ,  C"^  ~     ....  è  T  identità      .....  ne  segue 

ab'  ab  ab'  ^ 

che  un  tale  prodotto  (evidentemente  commutativo)  può  soppri- 
mersi da  un  prodotto  qualunque  R,  che  lo  contiene  come   fat- 
tore, o  può  introdursi  come  novello  fattore,  senza  che  R  muti. 
Si  è  perciò  che  noi  indicheremo  con  1  V  identità  (^). 

i)  È  pure  evidente  che,  date  tre  corrispondenze  univoche 
C,  Ci ,  Cj  ,  se  è  Cj  =  Cj ,  sarà  pure  CCj  =  CC^ ,  C^C  ==  C^C  ;  e  vi- 
ceversa, da  ciascuna  di  queste  ultime  due  relazioni  si  deduce 
la  prima. 

k)  Dati  il  prodotto  R  di  due  corrispondenze  univoche  C^^  C^ 
ed  una  di  queste,  è  facile  rinvenire  Y  altra. 

In  fatti,  dalla  relazione  C^C^  s  R ,  moltiplicando  a  sinistra 
per  Cj"^  (o  a  dritta  per  Of^),  si  ottiene  C  i"'CiC2  =  Ci"^R  (o 
CiCjCi"i  =  RCa-i);  e  quindi  [h)]  C^sCi-^R  (o  C^  =  RV^). 

Cosi,  p.  e.,  date  R  =  ^*3*5  . . . ,  C,  =  ?i*3"5  . . . ,  sarà  C,  =  ^^5" .... 

/)  Date  due  corrispondenze  univoche  C ,  Cj ,  se,  di  due  ele- 
menti qualunque  nij ,  fiì\  ,  che  si  corrispondono  in  C^ ,  si  trovano 
i  corrispondenti  m^ ,  m'^  in  C,  questi  si  corrisponderanno  in  una 
terza  corrispondenza  univoca  C^:  e  noi  diremo  che  C^  è  tra- 
sformata in  C^  mediante  C,  o  che  C^ ,  C^  si  corHspondono  in  C. 
È  chiaro  che  JD^  è  trasformata  in  C^  mediante  C"^',  e  quindi, 
se  C  è  involutoria,  C^  e  C^  si  corrisponderanno  involutoriamente 
in  C:  mentre  poi,  qualunque  sia  C,  se  C^  è  involutoria,  tale  sarà 
anche  C^. 


ni.         M    m.in 


m)  Se,  di  due  corrispondenze  univoche  C,  s    i ....  C=    ^    ,^.., 

la  prima  è  trasformata  dalla  secondai  nelV  altra   corrisponden- 

za   univoca    C^  =    f  . . . ,    si    avrà   evidentemente    la   relazione 

C-^CiCe=C2     (1; 
e  se  tre  corrispondenze  univoche  C ,  C^ ,  C^  soddisfanno  alla  re- 
lazione  (1 ,  C  trasforma  C^  in  Z^. 

n)  La  (1  mostra  [e)]  che,   se,    di   due  proietti  vita    binarie 


(')  Se  e  è  involutoria,  ossia  se  è  C"  *  ^  C,  si  ha  CC^l  ;  o,  come   po- 
tremo anche  scrivere,  C*^l. 
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P ,  Pj ,  V  una  P,  è  trasformata  hi  Pg  dall'  altra  P,  sarà  Po  «no 
terza  proiettioità  binaria. 

o)  Può  accadere  che  la  tra  sformata  C^  di  C,  mediante  C 
coincida  con  C,  (*),  ossia  che  C^  corrisponda  a  sé  stessa  in  C: 
ciò  che,  quando  C  ,  C,  sono  due  pi'oicttività  binarie,  accadrft  ef- 
fettivamente, se  due,  o  tre,  coppie  di  Cj  (*) — secondo  che  Cj  è 
involiitoria ,  o  pur  no— sono  trasformate  in  due,  o  tre,  coppie 
di  C,. 

p)  Ora,  nella  ipotesi  di  C^  =C  i,  la  relazione  (1,  data  in  m\ 
diventa  C,  =  C""'C,C  (2,  la  quale,  moltiplicata  a  sinistra  per  C, 
dà  CCj  =  CjC  (3  ,  e  questa,  moltiplicata  a  sinistra  per  C,"*, 
dà  C,">CC,  =  C  (4;  mentre  poi  due  qualunque  delle  relazioni 
(2,  (3,  {4  si  deducono  dalia  terza.  Dunque, 

Ifi  se,  di  due  corrisponderne  univoche  C,C,,  l'una  C^  corri- 
sponde  a  aè  atessa  in  C,  anche  V  altra  C  corrisponderà  a  si 
stessa  in  C,  : 

2."  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affincliè  due  corri- 
spondenze univoche  sieno  commutatioe,  è  che  l'una  sta  trasfor- 
mata in  sé  atessa  dall'altra. 

66.  a)  Due  proìettìvità  binarie  distinte  P, ,  P^  si  diranno  ar- 
viouiche,  quando  il  prodotto  PiP^"'  coincide  eoi  suo  inverso 
P^Pi"'  (G5,  g),  ossia,  quando  il  prodotto  di  una  delle  due  proict- 
tività  per  T  inversa  dell'  altra  b  involutorio. 

Così,  p.  e.,  in  una  forma  semplice  F,  ogni  involuzione  è  ar- 
monica alla  identità  ;  ed  una  proiettività  degeuere,  che  ha  ■,  a' 
per  elementi  isingolari,  b  armonica  a  qualunque  proiettività,  che 
ha  a ,  a'  per  elementi  corrispondenti. 

Cosi  ancora,  in  una  forma  semplice,  un'involuzione  iperbolica 
J,  ^  b(  (*),  ed  una  proiettività  P^  che  ha  e  per  unico  elemento 
unito,  sono  nrmonicAe:  poiché,  indicando  con  li,L|  i  corrlspnn- 

(')  Come  esempio,  ae  è  C,  ^C,  sarà  evidentemente  anche  C^^C- 

(')  Spesso,  in  vece  di  dire  coppia  mi»'  di  olemanti  corrispondenti  in 

una  corrispondenza  univoca  C,  diremo  più  brevemento  coppia  mn'  di  C, 

bolica  di  elementi  doppi  «,1(0  la  involuiione  parabolica  di  elemento 
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denti  di  f  in  P^^P^"^ ,  è  armonico  (43,  g)  il  gruppo  eff „i  ^  ;  e  il 

prodotto  Pg  Ji  ^  e  r^.     è  involutorio  {}), 

Si  ricordi  però  che  noi  intendiamo  di  escludere  sempre  le 
proiettività  degeneri  e  le  identità ,  a  meno  che  non  si  dica 
espressamente  il  contrario^  o  che  ciò  non  risulti  dalla  forma  del 
dire. 

h)  Siccome,  quando  j^ ,  J^  sono  due  involuzioni  armoniche 
(e  quindi  non  coincidenti),  e  solo  allora  [a)],  si  ha  JjJ^=J^Jj=J3  (1, 
dove  Jj  è  una  terza  in voluzione,  le  relazioni (1  mostrano  (65,^)  che, 

1.0  due  involuzioni  armoniche  {e  quindi  distinte)  sono  per- 
mutabili'^ e  due  involuzioni  permutabili  e  distinte  sono  armo- 
niche : 

2.0  il  prodotto  di  due  involuzioni  distinte  i^ ,  J^  ^  una  proiet- 
tività  (65,  e),  la  quale  è  involutoria  solo  [a)]  quando  J^ ,  J^  sono 
armoniche, 

e)  E  poiché  dalle  (1  si  trae  J^  e=  JjJ^  =  J^Jg  ^  J*  =  \^\  =  Ì1Ì3,  ne 
segue  che, 

1.0  se  due  involuzioni  sono  armoniche  tra  loro,  esse  saranno 
anche  armoniche  ad  una  terza  involuzione,  che  è  il  loro  prodotto: 

2.0  di  tre  involuzioni  armoniche  a  due  a  due ,  ciascuna  è 
il  prodotto  delle  rimanenti  due, 

d)  Quando  P^ ,  P,  sono  due  proiettività  binarie  armoniche, 
involutorie  o  pur  no,  assunti  nella  proiettività  involutoria 
PiPj"*  =  j  (2        due   elementi   coniugati   arbitrarii    a  ,  b ,    se  ò 

Pj=    .    .  .  . ,  la  (2  mostra  che  dev'  essere  P^"^  =  .  ^  ^  .  . ,  d'on- 
de PjS  ?      ....  E  viceversa,  se  si  ha  P^  =    .    ... ,  P^  =  ?      .  . . , 

gli  elementi  a  ,  b  si  corrisponderanno  con  permutabilità  nel  pro- 
dotto PiPa''^  il  quale  sarà  perciò  involutorio.  Dunque ,  la  con- 


{^)  In  una  forma  semplice ,  una  proiettività  Pj  che  ha  gli  elementi 
uniti  6,  f,  reali  e  distinti,  è  armonica  ad  ogni  involuzione  1  che  ha  •  ,  f 
per  elementi  coniugati  (perchè  gli  elementi  e  ,  f  si  corrispondono  con 
permutabilità  nel  prodotto  PjJ ,  il  quale  è  quindi  involutorio)  ;  e  la 
stessa  Pj  è  armonica  ad  una  proiettività  P,  che  ha  pure  e  ,  f  per  elementi 
uniti,  quando  esiste  un  elemento  aj,  i  cui  corrispondenti  a^b  in  Pj'^jPj"* 
sono  coniugati   armonici  rispetto  ad  e,f  (poiché  il  prodotto  PjP,"*  è  la 

involuzione  ««JY 

Sasxia— QeomWria  proiettiva,  14 
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oìie  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  due  proietlivUà  binarit 
inte  P,  ,  Pj  sieno   armoniche ,   è  che  esistano   due  elemenii 

ì  cui  corrispondenti  a,  ,  b,  in  Pj ,  invertiti  tra  loro ,  cor- 
ondano  ad  t  ,h  in  P^;  ed  allora  esisteranno  ce    coppie  di 

elemenii. 

e)  Da  ciò  segue  immediatamente  che, 

'  se  due  proiettioità  binarie  Pj ,  P j  sono  armoniche,  tali  sono 
ira  le  loro  inverse  Pj"^,  Pg"';  e  quindi  la  condizione  diar- 
ia di  due  proiettività  binarie  è  pure  che  il  prodotto  deU'ia- 
ft  dell'  una  per  V  altra  sia  involutorio,  ed  ogni  proiettività 
tutoria  J, ,  armonica  ad  una  proiettioità  binaria  P^,  è  ar- 
ica  anche  a  Pg~*: 

'  se,  di  una  proiettività  binaria  P, ,  che  dev'essere  armonica 
m'  assegnata  proiettività  binaria  P^ ,  sono  dati  due  elemenii 
ìspondenii  a ,  a, ,  ai  quali  corrispondano  ordinatamente 
ì  in  Pg ,  Pb~S  sarà  bb,  un'altra  coppia  di  elementi  corri- 
tdenli  in  P, ,  la  quale  coppia  però  coincide  con  aa, ,  se  1,1, 
orrispondono  in  P^;  ed  in  quest'ultimo  caso  è  a  m»  elemento 
pio  di  1~  P,Pi~^ ,  ed  a,  un  elemento  doppio  di  t'  =  P,'  'Pjt 
"  se  l  =  PjPg"i  è  un'involuzione  iperbolica  di  elementi  doppi 
,  ai  quali  corrispondono  ordinatamente  e,  ,  I,  in  P,,  saranno 
,  fi,  coppie  comuni  di  P,  ,  Pj,  ed  e,  ,  I,  saranno  gli  elementi 
pi  di  J'  =  P,"'Pj;  e  viceversa, 

f)  Se  due  proiettività  binarie  P, ,  P,  sono  armoniche,  l'um  P, 
prodotto  dell'altra  Pj,  e  di  uìia  proiettività  involutoria\  f 
versa  (•). 

i  vero,  se  Pj ,  Pj  sono  armoniclic,  sarà  PiPg"'  =  Ì ,  Pj'^Pi  =  J'j 
e  ) ,  J'  sono  (lue  proiettività  involutorie;  e  quindi  si  avrà 
:  JP^  ,  P,  =  PjJ':  e  viceversa. 

g)  Date  due  proiettività  binarie  distinte  J,  ,  Pj,,  delle  quali 
è  inoolutoria,  la  condizione    necessaria   e   succiente,  of- 

hè  J^  ,  Pj  sieno  armoniche,  A  che    1,    trasformi    P^    in   P,"'- 

Se  le  praitUivilà  blaorie  P,  ,  P,  tono  armoiiìrke,  tali  taranno  puri  I' 
:  P,R,  P,R  (0  BP,  ;HP,1,  dove  R  è  una  Urza  pioieltività  binaria;  t  tì- 
•itn;  poirhè  si  ha  P,R  .  B"' P,""' =  P,  P, '■  (o  P,-' R"' ,RP,  =  P,-' P,l. 
Itronde  ciA  rieultii  puro  eviiientcmentt;  dalla  forma  tipica  di  ila^ 
ollivitd  avmnnirhp. 
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In  fatti,  se  l^  è  armonica  a  P^ ,  si  ha  [a)\  ii^i'^  =  ^2^1  (^y  ^ 
quindi  ^i'^^li^ih  (*^ì  ^  1^  (^^  mostra  (65,  tn)  che  J^  muta  P^ 
in  ?fK  Viceversa,  se  J,  muta  Pg  in  Pg'S  si  ha  la  (4,  dalla  quale 
si  deduce  la  (3  ;  e  questa  dimostra  [a)]  che  J,  ,  Pg  sono  proiet- 
tività  armoniche. 

»Si  noti  che,  da  quanto  si  è  detto  in  6),  l.o  e  nel  n.^45,^)),  l.o, 
risulta  che  il  teorema  ora  dimostrato  regge  anche  quando  P^ 
è  un'  involuzione  distinta  da  Jj  ;  poiché  si  ha  allora  Pjj"^  :f=  P^. 
h)  È  bene  pure  notare  che ,  se  J^ ,  P^  sono  armoniche ,  il 
prodotto  PjjJ^  =  I2  (o  JjP^  =  J3)  è  un'altra  involuzione  armonica  a 
P^i  e  riceverla;  poiché  si  ha  di  conseguenza  Ì^=P^'^Ì^  (0  J^—J^Pg"^); 
e  viceversa 

2)  Se  sono  date  due  copine  aa, ,  bb^  di  una  proiettività  bi- 
narla Pj ,  che  dev'essere  armonica  ad  un'altra  assegnata  proiet- 
iività  binaria  Pg  y  la  P^  è  definita ,  quando  ab|  ,  ba^  non  sono 
due  coppie  di  P^. 

Se  aa^  ,  bb^  sono  anche  coppie  di  P^j,  dovendo  essere  [e),  3.o] 
a  ,  b  gli  elementi  doppi  deirinvoluzione  J=P^Pjj"*,  risulta  Pi^iPg. 

Se  una  almeno  delle  aa^  ,  bb^,  p.  e.  aa^,  non  è  una  coppia  di 

a  b 
Pv,  e  se  non  è  P«=.       .  .  . ,  la  coppia  aaj  determinerà  [e),  2.o] 

"1*1 

mia  terza  coppia  di  Pj,  e  Pj  sarà  definita. 

a  b 

Se,  in  fine,  è   Pg  = .       .  .  . ,  è  chiaro  che  tutte  le  x  proict- 

"1*1 
tività,  che  hanno  aa^  ,  bb^  per  coppie  di  elementi  corrispondenti, 

sono  [d)  ]  armoniche  a  P^. 

k)  Dati,  in  una  forma  semplice,  due  elementi  a,ai  ed  una  pro- 
iettività Pg ,  è  individuata  V  involuzione  Jj ,  armonica  a  ?^  e 
che  ha  2L ,  K^  per  elemenH  coniugati,  se  a  ,  a^  non  sono  elementi 
uniti  di  Pj. 

Di  vero,  sono  allora  note  le  coppie  aa^  ,  a^a  di  elementi  con- 
iugati in  Jj^  e  quindi  [i)]  la  j^  è  definita,  se  a  ,  aj  non  sono  ele- 
menti uniti  in  Pjj. 

Ini)  è  indicato  poi  anche  il  modo  di  costruire  J^ 

^7.  a)  Se  le  involuzioni  armoniche  J  =  ef ,  J^  =  ej^  sono  iper- 
^>olìcbe,  dovendo  (66,  g)  J  trasformare  Jj  in  Jj  ,  non  può  J  tra- 
sformare la  coppia  e^e^  in  e^e^  (ossia  1'  elemento  doppio  e^  in 
sfe  stesso);  poiché  dovrebbe  trasformare  f^,  in  f,  e  si  avrebbe 


-=-■  Jlp,j  «■' 
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sa  I  deve  mntare  e,  in  tj,  e  quindi  (,  io  e,; 
tfBj(|  k  armonico. 

,  è  un  gruppo  armonico,  Isef  trasforma  e, 
ia  trasforma  J^  in  1,. 

)rma  semplice,  ìa  proprietà  caratterietica  di 
he  distinte  of ,  e^t,  è  che,  delle  due  involn- 
ndtviduate  dalle  coppie  ef ,  e,f.  di  elementi 
^sformata  in  eè  stessa  dall'  altra,  ossia  (fi.ì, 
!  queste  involuzioni  sieno  armoniche. 
»  proprietà  caratteristica,  dimostrata  in  a), 
lOppie  armouiclie,  anche  quando  è  I  =  e,  os- 
ione  1-8  b  parabolica.  Poiché,  se  I,  trasfor- 
sformare  due  clementi  qualunque  t,m,  cod- 
irdinatamcnte  in  due  altri  elementi  e  ,  ■ . 
tto  a  I;  ossia  l'uno  e,  degli  elementi  doppi 
e  con  e,  ed  il  gruppo  eesf,  è  armonico  (3G, 
=  e ,  i,  5  efi ,  la  J,  trasforma  I  in  J,  perchè 
alunquc  eia  di  1  in  un'altra  coppia  endil. 
iroprietà  caratteristica  può  essere  generaliz- 
e  dGiìnIzionc:  in  una  forma  semplice,  due 
ementi,  reali  o  immaginarii,  diconti  armo- 
niche le  involuzioni  che  le  rappresentano. 
e  definizione  che,  di  due  coppie  armoniche 
empre  reale  ;  ossia,  di  due  involtizionì  ot- 
S  sempre  iperbolica,  anche  quando  Valtra  f 

I  =  I  è  parabolica,  bì  6  già  veduto  [b)]  che 
perbolica,  e  deve  avere  in  •  uno  dei  snoi 

lica,  sicno  a  ,  a'  due  elementi  coniugati  di  1, 
iugati  in  I,.  Essendo  armoniche  le  invola- 
)  S]  ,  a',  coniugati  in  );  e  quindi  si  h:t 
aa,  ,a'a\|.  Ma,  delle  tre  possibili  distribn- 
4  elementi  aa'a^a', ,  una  sola  è  composta  di 
mo,  Dunqne ,  delle  due  involuzioni  J ,  J, , 
Jca. 

voluzione  iperbolica  I,  =  e,f,  sia  armoiiicn 
ione  non  parabolica  I,  è  necessario  e  sufS- 
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e,  l' involuzione  parabolica  1  =  8  è  V  unica 
mata  in  sé  stessa  da  P. 

Di  vero,  poiché  in  questo  caso  è  sempre 
aea^,a,  {43,  j),  l'involuzione  costruita  comi 
l' involuzione  parabolicii  1  =  S;  e  questa  è  tra 
da  P,  perchè  P  trasforma  una  coppia  quali 
altra  coppia  sn  di  1.  Né  un'  altra  involuzioi 
può  essere  trasformata  in  sé  stessa  da  P  : 
trasformare  a^  in  e,,  e  quindi  e,  sarebbe  u 
unito  di  P;  contro  l' ipotesi. —Inoltre,  se 
parabolica  I'  fosse  trasforiuata  in  sé  stessa 
lora  1'  {iióyp,  i.")  trasformare  P  in'P,  la  1'  d 
e  in  e;  e  quindi  1'  sarebbe  un'  involuzione  i] 
seguenza,  poiché  P  trasforma  I'  in  1'  ed  e 
trasformare  (  in  f;  ed  f  sarebbe  un  second 
P;  contro  l'ipotesi. 

Si  noti,  in  Une,  che  può  convenzionahne) 
luzione  i  -i  8  trasforma  P  =  8...  ili  P;  poichi 
che  si  corrispondono  in  P,  si  possono  far 
sia  gli  stessi  clementi  e,  e,  sta  due   altri 
che  si  corrispondono  in  P. 

e)  Si  è  veduto  che,  se  t  ha  gli  elcmenl 
o  coincidenti ,  questi  sono  elementi  doppi 
e  viceversa.  Ora,  siccome  ciascuno  degli 
corrisponde  a  s6  stesso  in  P,  general ìzzanr 
la  involuzione  unita  della  proiettivita  P;  p 
a  Bè  stessa  in  P.  E  possiamo  convenire  di 
elementi  uniti  di  P  la  coppia  degli  elemen 

Se  questa  coppia  ò  reale,  tale  convenzio 
posizione,  che  gli  elomenti  doppi  di  J  coir 
menti  uniti  di  P.  Se  k  immaginaria,  scrvirì 
gli  clementi  uniti  immaginarli  di  P:  dcflnij 
dare,  e  che  b  la  più  naturale  nell'ordine 
guito,  essendosi  dellniti  gli  elomenti  imma| 
involuzione. 

f)  Abbiamo  ora  il  modo  di  riconoscer 
neari  (ossìa  eseguite  con  la  sola  riga),  se  | 
una  data  protettività  non  involutoria  f  (eie 


,  reali  e  coinci- 
alla  involuzione 
lurabolica ,  o  el- 

,  la  sna  involu- 
i  P;  mentre  però 
ioniche  (.'ice  a  P) 

P  e  ìa  Bua  in- 
mc  risulta  dalla 

ti  nniti  fl  ,  f  reali 
i  9  ,ì  sarà  tra- 
i  quanto  è  detto 
cuna  delle  iuvo- 


ettività  R  ,  P  ,  P' 
■oluzimie  unita  ì 
tìnto  della  gtfissa 
aboliclie  o  ellìt- 

ivameiite  eorri- 
imcnto  b.,bb[  in 
P';e  costruendo 
)  b'  i!  corrispon- 
una  coppia  qua- 

poichè  solo   gli 
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.,  le  involuzioni 

ì,  ,  b,c  I , 

.rasfonna  (t>6,  y) 


~  I 

uimli  [a)]  trasforir 
he  1  è  anelic  (68,  h 
i  a  1.  Iiiolti 
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tina  forma  gemplt 
,  ì^  {ma  tfiU  per. 
iperbolica,  l'uniC' 
demento  doppio  d 
sola,  armonica  a 
ivoluzioni  sono  ipe 
ai  separano.  Se  »i 
rà  l'iti  vii/ Hzioite  « 
I,  =■  è*  sono  due  i 
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luzionc  iperbolica  fee^ej,  è  (nota  a  pag.  109)  la  sola  involuzione 
armonica  a  J^ ,  l^'  ^  se  una  sola  delle  J^  ?  J^ ,  p«  e.  Jj  ^  6^,  è  pa- 
rabolica, r  involuzione  iperbolica ,  che  ha  per  elementi  doppi 
r  elemento  e^  e  il  suo  coniugato  e^  in  Jg,  sarà  (67,/",  2.®)  la  sola 
involuzione  armonica  a  l^jl^*  ^^  se  è  62  =  61  (ossia,  se  J^  ò 
un'  involuzione  iperbolica  che  ha  un  elemento  doppio  coinci- 
dente con  Bj),  non  esiste  alcuna  involuzione  armonica  a  Jj ,  J^. 

Quando  ì^^e^i^ ,  l^^^ì^U  sono  amendue  iperboliche,  se  è  6^=6,, 
sarà  r  involuzione  parabolica  J—éj  la  sola  involuzione  armonica 
a  il,  li',  in  contrario  sarà  (67,  e)  ì  =  \  e^ii  ,  63^2  |  la-  Sf>la  involu- 
zione armonica  a  Ij  ,1^;  e  J  sarà  ellittica,  0  iperbolica,  secondo 
che  le  coppie  e^fj  ,  e^U   si   separano,  o  pur  no. 

Se,  in  fine,  una  almeno  delle  Jj  ,  J^  è  ellittica,  e  ninna  è  pa- 
rabolica, la  J,  se  esiste,  dev'essere  (67,  rf)  iperbolica,  e  i  suoi  ele- 
menti doppi  (reali)  debbono  essere  (67,/",  2.o)  coniugati  in  Ij  e  Jg. 
Sicché  la  J  non  può  essere  che  unica:  altrimenti  le  Ij  ,  \^  avreb- 
bero comuni  duo  coppie  reali  di  clementi  coniugati,  e  x^^i'ciò 
f54,  ò,  1.0)  coinciderebbero;  contro  T  ipotesi.  Ora  (sia  ellittica 
una  almeno  dello  Jx  ,  3^ ,  0  sieno  amendue  iperboliche),  se  ad 
un  elemento  arbitrario  m  di  F  sono  coniugati  iripm^  in  l^  ,  \^,  e 
ad  «11,01^  sono  coniugati  rispettivamente  n2,Pi  in  Jg ,  l^ ,  ossia  se  è 

).=|mmi,  Piinjjl ,  l2={miii2  ,  mjLn2!^  sarà  il  prodotto  P^lil^,  —  *"  ""^^ 

liti  ITI  .^in 

una  proiettivìtà,  la  cui  involuzione  unita  \  ò  (69,  e)  armonica  a 

Dunque  il  teorema  è  dimostrato. 

h)  Si  ricordi  che  il  prodotto  P  è  un'  involuzione  J3  solo 
(luando  (66,  0^  2.o)  Ij  ,  J^  sono  armoniche;  ed  allora  è  1  h  I3. 

e)  Si  noti  ancora,  che  la  \  si  costruisce  linearmente j  ossia 
con  r  uso  della  sola  riga. 

d)  Poiché  Ij^  ,  I2  rappresentano  (67,  e)  due  coppie  di  elementi 
coniugati  nella  involuzione  J,  che  rappresenta  una  terza  coppia 
di  elementi,  il  teorema  dimostrato  in  a)  può  enunciarsi,  dicendo: 
In  una  forma  semplice  F,  date  due  coppie  distinte  l|  ,  \^  di 
elementi,  reali  0  immaginarie  (ma  tali  che^  se  gli  elementi  del- 
V  una  coppia  coincidono,  essi  non  coincidono  pure  con  un  ele- 
mento dell*  altra  coppia),  esiste  sempre  in  F  una  terza  cop>pia  \ 
armonica  aì^jì^:  e  questa  terza  coppia  è  immaginaria,  solo 
quando  le  coppie  date  sono  amendue  reali  e  si  separano. 
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una  coppia  reale  di  elementi  coniugati  ortogonali.  —  Se   poi  J 
ha  due  di  tali  coppie,  J  coinciderà  evidentemente  con  J^.. 

b)  Gli  elementi  coniugati  ortogonali  di  una  involuzione  di 
raggi  (o  di  piani)  diconsi  assi  (o  piani  principali)  dell'  involu- 
zione stessa. 

Xeir  involuzione  simmetrica  di  raggi  (o  di  piani),  questi  assi 
'0  piani  principali)  bisecano  gli  A  degli  assi  (o  dei  piani)  di 
simmetria. 

e)  Due  fasci  proiettivi  di  raggi  (o  di  piani),  i  citi  centri 
io  assi)  non  giacciono  aìVinflnitOy  possono  sempre  sovrapporsi 
in  guisa  da  costituire  un*  involuzione. 

Di  vero,  poiché  si  hanno  sempre  (49)  in  uno  dei  fasci  due 
elementi  p  ,  q  J.  tra  loro,  i  cui  corrispondenti  p' ,  q'  neir  altro 
sono  pure  J_  tra  loro,  basterà  sovrapporre  i  due  fasci  in  modo 
che  q'  coincida  con  p.  Allora  anche  p'  coinciderà  con  q;  e  i  due 
fasci  sovrapposti  saranno  in  involuzione,  perchè  p  e  p'  si  cor- 
risponderanno con  permutabilità. 

d)  Poiché  la  coppia  pq  di  elementi,  considerata  in  e),  ò 
unica  (49)  solo  quando  i  due  fasci  non  sono  uguali,  ne  segue 
che  la  sovrapposizione,  di  cui  è  parola  nel  teorema  e),  può  farsi 
in  infiniti  modi,  o  in  due  soli  modi,  secondo  che  i  dati  fasci 
sono  uguali,  o  pur  no. 

e)  Date  due  punteggiate  proiettive  (s)^ABC...,  (s')=A'B'C'..., 
ne  esse  non  sono  simili,  possono  sempre  sovrapporsi  in  guisa 
da  essere  in  involuzione'^  e  ciò  in  due  modi  di /ferenti. 

Poiché  è  necessario  e  sufficiente  sovrapporle  in  guisa,  che  i 
punti  limiti  coincidano  (*). 


'  ^  Date  due  punteggiale  proiettive  (s)  ^  ABC  . . . ,  (s')  EU  A'B'C  . . . ,  i 
fui  punti  limiti  J  ,  V  sono  al  finito ^  ed  assegnato  un  punto  A  di  (si,  e«i- 
^toiio  due  punii  M ,  X  di  Ts),  tali  che  i  segmenti  AM  ,  AN  sono  uguali  ai 
loro  corrispondenti  A'M',  A'N'  in  (s');  e  JM,  JN  sono  uguali  a  VA':  poi- 
thè,  sovrapponendo  («')  ad  (s)  in  posiziono  involutoria,  A'  coinciderà 
con  M  (o  con  N),  e  quindi  il  corrispondente  M'  di  3/  (o  N'  di  X)  in 
(»'.)  coinciderà  con  A. 

Quale  è  T  analogo  teorema  per  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (o  di 
piani;,  i  cui  centri  (o  assi)  non  giacciono  all'  infinito  ? 

^e  questi  fasci  hanno  i  centri  (o  gli  assi;  all'infinito,  quando  si  pos- 
sono sovrapporre  in  guisa  da  costituirò  un'  involuzione  ? 


/■)  Ma,  se  (s)  ,  (s')  sono  simili,  ni  ponisono  sovrapporre  in 
'ione  iiivolutoria  solo  quando  sono  uguali;  e  ciò  in  (M/fnili 

fatti,  indicando  i  punti  omologlii  con  le  stesse  lettere  dopo 

ivrnpp osi z ione,  so,  \>.  e,,  ad  A',  consideralo  come  elemciiui 

(«),  corrisponde  D'  come  elemento  di  (s'),  deve  i>'  coiiici- 

con  A;  e  quindi  dev'essere  AD  =  D'À',  ossia  le  pumc?- 
i  deljbono  essere  uguali.  Quando  poi  le  punteggiate  sono 
,li,  basterà  evidentemente  sovrapporre  un  sogmento  qualuu- 
K'L'  di  («')  sul  suo  corrispondente  (uguale)  KL  di  («),  in 
1  però  che  K',L'  coincidano  ordinatamente  con  L ,  h,  per 
lere  la  chiesta  posizione  involutoria. 

g)  Se,  in  un  quadrangoli}  piano  completo  ABCD,  è  ABj_CD, 
.  DB,  sarà  anche  AD  J_  BC  (')  ;  perchè  le  tre  coppie  di  rclte 
e  CD,  AC  e  Dlì,  AD  e  IiC  sono  parallele  (59,  b,  1.-)  a  Ire 
ie  di  raggi  coniugati  in  involuzione,  -e  ì  raggi   di  due  di 

seno  j_  ai  loro  coniugati. 

Lesto  teorema  equivale  all'altro,  te  tre  altezze  di  un  ^  A^C 
orrono  in  lino  stesso  punto  D. 

Il)  Descritti,  nel  piano  di  un  quadrilatero,  i  tre  cerchi  che 
M  per  diametri  le  tre  diaconali  AA' ,  BB' ,  CC  del  quadri- 
o  stesso,  se  due  di  questi  cerchi  sì  segano  in  U  ,  U',  i7  ieri» 
era  per  11  t-d  V:  poiché,  se,  p.  e-,  i  primi  due  cerchi  si  ae- 
'  in  U,  U',  nelle  tre  coppie  U{AA',  BB',  CC)  di  raggi  co- 
ati in  involuzione,  essendo  retti  gli  A  AUA' ,  BUB',  deve 
■e  retto  anche  1'  a  CUC". 

'.,  a)  Ih  una  forma  semplice,  una  proìcttivìfà  P  è  decitila 
i  sua  involuzione  unita  I  e  da  una  coppia  aa,  di  eìemniti 
spondenti  distinti  (*). 

evidente  che,  se  b  J=ef  (o  J^6),  sarà  Psef"  (o  p  =  l  \ 
i.  poi  I  iperbolica  o  ellittica,  se  a  ,  a,  sono  coniugati  in  I. 
p=J:  poiché  ]  trasforma  aa,  in  un'altra  coppia  a,i  di  P; 

Questa  propriotà  hu  fatto  <leii umiliare  nHiii/oiiaU  un  tal   iiuadrari' 

Ciò  noi  0  «  (Iti  m  eremo,  scrivonilo  P^  I  J  ■ 


^rr 
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e  perciò  P  dcv'  essere  iuvolutoria,  e  quindi  (68,  g)  deve  coinci- 
dere con  la  sua  involuzione  unita  J.  E  lo  stesso  si  ha  eviden- 
temente, se  J'=è  è  parabolica,  ed  uno  degli  elementi  a^a^  co- 
incide con  e. 

Se,  in  fine,  J  è  ellittica  ed  a  ,  a^  non  sono  coniugati  in  J,  i 
coniugati  a' ,  a'i  di  a  ,  a|  in  J  debbono  costituire  una  seconda 
coppia  di  P:  e  perchè  a_.i  sìa  T  elemento  a  cui  corrisponde  a 
in  P,  dev'essere  a.^  (68,  h)  il  coniugato  armonico  di  a^   rispetto 

ad  a  ,  a'.  —  Viceversa,  la  proiettività  P=  ^-^*  ^,   .  .  . ,    cosi  de- 

lìnita,  è  quella  che  ha  a  ,  a^  per  elementi  corrispondenti  e  J 
per  involuzione  unita.  Poiché,  nella  involuzione  unita  di  P,  ad  a 
deve  corrispondere  il  suo  coniugato  armonico  rispetto  ad  a_i,  a,, 
che  è  a';  e  la  coppia  aa'  di  questa  involuzione  unita  è  trasfor- 
mata da  P  in  un'altra  coppia  a^a^'  dell' involuzione  stessa,  la 
quale  è  quindi  |  ai' ,  a^a^  [ ,  ossia  coincide  con  J  (^). 

h)  Esistono  dunque  infinite  proiettività  binarie,  che  hanno 
una  data  involuzione  unita  J  {ossia  iena  data  coppia  J  di  eie- 
infinti  unitiy  reali  o  immaginarii) . 

e)  In  una  forma  seìnplice,  la  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente, affinchè  due  proiettività  P  ,  P^  {delle  quali  una  almeno 
P,  non  è  involutoria)  sieno  commutative^  è  che  esse  abbiano  la 
stessa  involuzione  unita. 

Di  vero,  se  sono  commutative,  e  quindi  (65,  ^>,  2.o)  P^  trasforma 
P  in  P ,  allora  P^  trasformerà  (69,  a)  V  involuzione  unita  J  di  P 
nella  stessa  J  ;  e  perciò  J  è  anche  l' involuzione  unita  di  P,  (*). 

Viceversa,  supposto  che  P  ,  P^  abbiano  la  stessa  involuzione 


(^)  Qaanto  è  qui  detto  per  J  ellittica,  ed  a  ,  tj  non  coniugati  in  J , 
regge  pure  se  J  è  iperbolica. 

(*.»  Se  P  non  è  involutoria,  ma  ha  un  unico  elemento  unito  e,  la  Pj  (ohe 
deve  trasformare  P  in  P)  avrà  e  per  uno  dei  suoi  elementi  uniti;  e  non 
potrà  avere  un  altro  elemento  unito  f^ ,  perchè,  dovendo  P  trasformare 
^1  in  P,,  sarebbe  f,  un  altro  elemento  unito  di  P.  Sicché,  anche  in  que- 
sto caso,  P  e  P,  avranno  la  stessa  involuzione  unita  i  =:  i. 

Inoltre,  qui  si  suppone  che  ninna  dello  P  ,  P,  sia  degenere ,  e  quindi 
non  può  supporsi  che  P  sia  un'  involuzione  parabolica.  Però  ó  bene  ri- 
f^ordare  che,  se  Pj  ha  gli  elementi  uniti  «i  ,  *|  ,  ed  e,  è  V  elemento  dop- 
pio dell'  involuzione  parabolica  P,  questa  è  trasformata  in  sé  stessa  da 
^:  ma  non  è  P  involuzione  unita  di  !*,. 
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unita  J,  ed  assunto  un  elemento  nrb 

sii  P^-^*"  p  =«3'        .  ..„„„ 

sid,  r  — •   Iti  '  ■  ■  I   ~i  ^  k  k  ■  ■  •  ■  saraiin 

(lue  involuzioni  armoniche  alla  comi 
P  e  P,  ;  e  queste  involuzioni  armonici 
perchè  hanno  una  comune  coppia  d 
sono  elementi  doppi  di  I  (').  In  con 
e  perciò  PjS??,...  trasforma  ogni 

coppia  bb'  di  P,  e  quindi  (C5,p,  S.f) 

d)  In  conseguenza,  se  aa' ,  bb'  s 
corrispondenti  in  una  proiettività  P, 
ha  la  stessa  cop[>ia  di  elementi  uniti 
trasfoi^na  a,  a'  rispettivamente  in  b, 
lettivitft,  che  ha  la  stessa  involuzìo 
elementi   corrispondenti. 

Ma  diremo  proiettivi  due  gruppi, 
elementi  imma^iuarii,  quando  esiste 
sforma  1'  un  gruppo  {con  le  involuzi 
pie  immaginarie)  nell'altro  (con  le  ii 
pie  immaginarie  corrispondenti);  poii 
r  altro  gruppo  mediante  le  operazioi 
vita  R. 

Dunque,  il  (/ritppo  formato  dagli 
iettivitd,  e  da  due  elementi  corrinpm 
proiettilo  ad  esso,  variando  questi  ì 

Il  teorema  del  n.*"  4i,  a)  viene  c:> 
elementi  uniti  sono  ìmmaginarìi. 

e)  Abbiamo  veduto  [e}]  che ,  «e 
gfessa  involuzione  unita  I,  il  prodott 

Vogliamo  ora  dimostrare  che ,  que 
jier  involuzione  unita^  e  quindi  è  co. 

Supponiamo  che  in  P,    si    abbiano 

e  che  in  P^  si  abbiano  le  corrisponden 


(')  Se  ■' . b  fossero  elamenti  doppi  di  1,  a 
di  P.  e  non  gii  aa  elemento  arbitrario,  coi 


—  121  - 

che  il  prodotto  PiP^  è  commutativo,  si  ha  P^  —  IJ'  II!''  JI*  '  ®  V'^^^^ 

le  involuzioni  |  niiiii^  ^  m^nij  | ,  l  m^ni^  ,  m^m^  |  saranno  armoniche 
ali'  involuzione  unita  di  P3.  Ma  sono  pure  armoniche  all'  invo- 
lozione  unita  J  di  P^  e  P^.  Dunque  J  è  Tinvoluzione  unita  di  P,. 
f)  Segue  da  ciò,  che  il  prodotto  PiP2P8^P4  è  commutativo, 
ed  ha  J  per  sua  involuzione  unita.  E  cosi  proseguendo,  si  ha 
che,  il  prodotto  di  n  prolettivitàj  le  quali  hanno  la  stessa  iu" 
voluzione  unita  J,  è  commutativo,  ha  J  per  sua  involuzione  uni- 
ta,  ed  è  commutativo  con  ciascuno  dei  fattori, 

È  evidente  poi  che  viceversa,  se  il  prodotto  di  n  proiettività 
è  commutativo,  tutt*  i  fattori  hanno  la  stessa  involuzione  unita 

■ 

del  prodotto, 

g)Le  00  proiettività,  considerate  in  6),  si  possono  distribuire 

in  coppie  di  proiettività  armoniche  ? ,  ^^\  e  si  ha  PP^'^^P^P'^sJ 

a  b 

Di  vero,  assumendo  le  proiettività  P  =  J  f,  P]=:l    i,  che  hanno 

J  per  comune   involuzione  unita,  se  a  ^  b  sono  coniugati  in  J , 

il  prodotto  PPj'^  avrà  [e)]  la  J  per   involuzione  unita   ed  a^b 

per  elementi  corrispondenti,  e  perciò  [a)]  coinciderà  con  J. 

Ti)  Se  J^ ,  aa' ,  bb'  sono  tre  coppie  di  elementi  coniugati  di 

ba' 
una  involuzione  J,  si  ha  la  proiettività  P^Jj   . , 

In  fatti,  essendo  J  un'  involuzione   armonica   all'  involuzione 

unita  11  della  proiettività  P  =  Jj    ,  essa  deve  mutare  P  in  P"*:  ma 

J  trasforma  b  ,  a  in  b' ,  a':  dunque  b'a'  è  una  coppia  di  P'  \  e 
quindi  a'b'  è  una  coppia  di  P. 

i)  Discende  pure  dal  sin  qui  detto  che^  in  una  forma  sem- 
plice^ se  di  una  coppia  ab  di  elementi  qualunque  si  prendono 
le  coppie  a'b',  a"b",  a'"b'", ...,  ordinatamente  corrispondenti  ri- 
spetto alle  infinite  proiettività  P',  P",  P '",...  che  hanno  una  data 
involuzione  unita  J,  sarà  aa'a"a'"...  a  bb'b"b'"...;  e  quest'ultima 

proietHvità    è   P=jJ. 

Di  vero,  le  proiettività  P',  P",  P'",... ,  le  quali  hanno  con  P  la 
stessa  involuzione  unita  j,  trasformano  [e)]  la  coppia  ab  di  P  in 
altrettante  coppie  a'b',  a"b",  a'"b'",.-  della  stessa  P. 

k)  Di  qui  si  trae  la  seguente  costruzione  di  tutte  le  infinite 

Bauvik— Geometria  proiettiva.  16* 


_  122  — 
proiettività  che  hanno  con  la  data  P  la  stessa  involnzione  nnfta  I. 

DI  un  demento  h  ai  trovino  i  corrispondenti  a, ,  a_,  in  P  ,P"', 
e  Bì  determini  a'  in  ^isa  che  st'a^a.,  sia  proiettivo  ad  un  dato 
groppo  fisso  :  variando  a ,  la  coppia  aa'  genererà  una  delle 
richieste  proiettività;  e  variando  il  dato  gruppo  Ùbso,  si  gene- 
reranno tutte. 

In  fatti,  indicando  con  b  un  elemento  qualunque,  al  quale  cor- 
rispondano b, ,  b_,  in  P,  P~',  e  determinando  b'  in  modo  che  si 
abbia  la  proiettività  aa'a,a_    a  bb'bib.j  ,  questa  avrà  [ij]  ]  per 

involuzione  unita.  In  conseguenza   [d)],  Pi=ì'fl<  *    nna   delle 
richieste  proiettività,  costruita  nel  modo  suindicato. . 

l)  Dati,  in  una  forma  semplice,  due  elementi  m,  n  e  la  tene 
delle  involuzioni  l„  J^,  J^,...  armoniche  ad  una  stessa  involuzione 
I,  se  di  m  ed  n  ai  trovano  i  coniugati  m^  e  n,,  m^  e  n^,  nij  e  nj,... 
ordinatamente  in  J,,  J^,  1„  . . .,  sarà  nin,ni,inj . ...  a  rnijK^n, . . .  una 
proiettività,  che  ha  J  per  involuzione  unita. 

Di  vero,  si  ha  1,  ^  |  mra^ ,  nn,  | ,  1^  =  1  mm^ ,  nn^  { ,...  ;  e,  per  ipo- 
tesi, ],,!,,...  sono  involuzioni  armoniche  all'  involuzione  unita 
J  della  proiettività  P  £^  I  "  ■  In  conseguenza  I, ,  Jj,  .  .  .  debbono 
mutare  la  coppia  nm  di  P  rispettivamente  nelle  coppie  n,ni,nfMt,— 
di  p-';  e  quindi  si  avrà  P=l  "  "'  "*.... 

m)  Si  osservi  che,  in  virtù  del  teorema  precedente,  la  serie 
dei  coningati  ibj  ,  nij,...  di  un  elemento  m,  ordinatamente  in  I, ,  ij,..., 
rimane  proiettiva  a  sé  stessa,  al  variare  di  m:  e  che  m,.  è  in- 
dividuato da  J,,  e  viceversa  (poiché  1^  ha  m,  m^  per  ciemenli 
coniugati  ed  è  armonica  a  I).  Ora,  se  una  forma  semplice  qua- 
lunque è  riferita  proiettivamente  a  qnelia  generata  dall'ele- 
mento M, ,  e  in  essa  si  indichi  con  p,.  l'  elemento  corrispon- 
dente a  m,.,  è  chiaro  che,  come  ),.  individua  m^,  e  questo  p,, 
cosi  pure  p,  individua  in, ,  e  questo  J,.  E  noi  diremo  che  la 
forma  generata  da  p,  è  proiettiva  all'  involuatane  1 ,  essendo 
Pr  e  Ir  gli  elementi  corrispondenti;  e  che  due  involozioni  J,J' 
sono  proiettive  fra  toro,  se  esse  sono  proiettive  ad  una  stessa 
forma  semplice. 

È  evidente  poi  che ,  due  forme  semplici ,  proiettive  ad  una 
stessa  involnzione,  sono  proiettive   tra   loro. 


■  ■ 

t 
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Si  hanno  quindi;  perle  involuzioni  e  le  forme  semplici  proiet- 
tive^  quelle  stesse  proposizioni^  che  prima  si  consideravano  solo 
per  le  forme  semplici. 

Cosi,  una  proiettività  tra  due  involuzioni  è  definita^  dando 
di  tre  coppie  dell'una  involuzione  le  corrispondenti  coppie  del- 
l'altra;  due.  involuzioni,  proiettive  aduna  terza,  sono  proiettine 
tra  loro\  ecc. 

73.  a)  Diremo  che  due  proiettività  binarie  P  ,  P^  hanno  una 
coppia  comune  J^J,  di  involuzioni  corrispondenti,  quando  P  e  P^ 
mutano  J|  in  J^. 

b)  In  una  forma  sem^plice,  date  due  proiettività  qualunque 
P  y  Pj  ;  queste  avranno  infinite  coppie  comuni  ì^l^^  di  involuzioni 
corrispondenti,  o  una  sola,  secondo  che  P  ,  P^  saranno  armoni- 
che, o  pur  no:  ma  nel  primo  caso  sarà  J^  un'  arbitraria  invo- 
luzione armonica  all'involuzione  PPj"^  =  PjP~*,  o  questa  invo- 
luzione stessa,  e  nel  secondo  caso  sarà  1^  V  involuzione  unita 
della  proiettività  non  involutoria  PPi"*  (*).  Inoltre,  l,  sarà  ri- 
spetto a  P^^Pj  quello  che  è  J^  rispetto  a  PPj"*. 

Supposta  dapprima  V  esistenza  di  una  tale  coppia,  cerchiamo 
di  costruirla.  —  Poiché  P  muta  J^  in  J^,  e  Pj"^  muta  J^  in  1^,  ne 
segue  che  PPj"^  muterà  J^  in  J,  :  e  quindi,  se  PPj"^  non  è  invo- 
lutoria, la  sua  involuzione  unita  sarà  j^;  mentre,  quando  PP^*"^ 
è  un'involuzione,  1^  dovrà  essere  questa  involuzione  stessa,  o 
un'  involuzione  armonica  ad  essa. 

Ora,  costruita  V  involuzione  unita  ì^  della  proiettività  PPj"* 
(supposta  non  involutoria),  e  volendo  trasformare  J^  mediante  Pj, 
possiamo  prima  trasformare  J^  mediante  PPj"*  (che  non  altera  J|) 
e  poi  mediante  P^;  ossia,  possiamo  trasformare  l^  mediante  il 
prodotto  PPi"^Pj  =  P.  Dunque  J^  è  trasformata  in  un'altra  in- 
voluzione J^,  tanto  da  P,  quanto  da  P^.  Ma,  se  PP^"^  è  un'  invo 
luzione,  assumendo  per  \  questa  involuzione^  o  qualunque  in- 
voluzione armonica  ad  essa,  il  ragionamento  ora  fatto  regge 
ugualmente.  Dunque  la  prima  parte  del  teorema  è  dimostrata. 


C)  Si  noti  che  allora  anche  PiP"^  ha  Jj  per  involuzione  nnita. 

Si  noti  pure  che,  essendo  P  ,  ?^  proiettività  non  degeneri,  i  prodotti 
PPi"*  iP^P-* ,  P~*Pj  ,  P|""V  non  possono  essere  mai  involuzioni  parabo- 
liche. 
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lente  che  il  prodotto  P~'P,  trasforma  J,  in  Ij; 
Folutorio  solo  {66,  e,  1.»)  quando  è  tale  PP,''. 
se  PP,"'  è  una  proiettività  non  involntoria  (ed 
■  involuzione  unita),  sarà  pure  tale  P~*P,  ed  avrà 
le  unita.  Ma,  se  è  PP,"' =  PjP''  =  J,,  siccome  P, 
J,,  sarà  (65,  m)  Jg=P,-'l,P,=P,-'P,P-'P,vjp->P,; 
nque,  secondo  che  I,  £  = ,  o  armonica,  a  PP,"', 
ionica,  a  P"'P,;  e  il  teorema  è  interamente  di- 

P,  armoniche,  o  pur  no,  assumendo  sempre  per 
1  unita  di  PP,~',  se  ),  ha  gli  elementi  doppi 
;inti,  anche  Jj  avrà  i  suoi  elementi  doppi  ej,fj 
3  se  P  mttta  s,  ,  (,  ordinatamente  in  «j ,  fj ,  sa- 
lue  coppie  di  elementi    corrispondenti   comuni 

<  ellittiche ,  P  ,  P,  non   avranno  alcuna  coppia 

li  elementi  corrispondenti. 

=  8i,)jS8j   sono   paraboliche,   P  ,  P,   avranno 

coppia  e,ej  dì  elementi  corrispondenti;  e  noi 

le  P  ,  P,.  sono  tangenti  in  questa  coppia. 

■-,  solo  in  quest'ultimo  caso,  noi  consideriamo  nel 

oppia  comune  delle  involuzioni   corriepondenti 

'orma  semplice  F ,  date  due  involuzioni  dUtinte 
iperboliche  o  ellittiche, 

liefema  S  di  ce  proiettività,  che  mutano  1,  in  J,: 
Hvità  di  S,  e  due  tole,  sono  involutorie;  e  queste 
tra  loro  ed  a  quella  involuzione  1  che  è  armo- 

'ettività  di  S  ve  ne  sono  sempre  due,  e  due  iole, 
ma  data  coppia  bg  di  elementi  corrispondenti  ; 
li  che  il  prodotto  dell'una  per  l'inversa  dell'altra 

armonica  a  I,  ('), 

involuzioni  1^  =  e,!,  ,  J,  '^  e^f ^  sono  iperboliche,  " 
ttivitJi,  che  hanno  SjBj  ,  f,f, ,  o  8,fj ,  t,e,,  per  cop- 

he ,  né  a  ai»  un  elomento  doppio  di  I,,  né  e  an  eie- 
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pie  di  elementi  corrispondenti,  mutano  J^  inlg;  e  sono  le  sole 
che  godono  di  tale  proprietà. — Tra  esse,  le  sole  involutorie  sono 
quindi  |  e^e^  ,  fjfgj  ,  |  e^fg  ,  f^egl ,  le  quali  sono  evidentemente  armo- 
niche tra  loro  e  con  l'involuzione  Jsjeifi  >  *A!  ^^®  ^  armonica 

a  J, ,  Ig.  —  Inoltre,  le  due  sole   proiettività   P,  =  ®i!^* ,  P\=  ?^*^* 

62I2C  IgCgC 

di  S  soddisfanno  alla  terza  parte  del  teorema;  poiché  P'iPj"^  = 

a.^^  è  un'  involuzione  armonica  (67,  f,  2.o)  a  J.. 

Se  poi  1^  ,  \^  sono  amendue  ellittiche^  la  condizione  necessaria 

e  sufficiente,  affinchè  una  proiettività  appartenga  al  sistema  S, 

è  che  essa  muti  due   coppie  armoniche   di  elementi  coniugati 

di  )j  in  due  coppie  armoniche  di  elementi  coniugati  di   j^.  In 

conseguenza,  se  a^  ,  c^  sono  ordinatamente  i  coniugati  di  a  ,  e 

in  jj ,  J^ ,  e  bb,  ,  dd^  le  coppie  (reali)  di  J^  ,  J^  armoniche  rispet- 

aa  bb 
tivamente  ad    aa<,cc2^   le  due    sole  proiettività   ^2  =  ^^^aa^    ? 

pf^^aa^    1  di  8  soddisfanno  alla  terza  parte  del  teorema;  per- 

che  P'jPg"^  =  a*!  u  J  è  un'involuzione  armonica  a  Jj. —- E  va- 
riando la  coppia  ac,  si  hanno  le  00  proiettività  del  sistema  S  (^). 


(')  Andiamo  a  dimostrare  V  esistenza  del  sistema  8,  senza  trattare 
separatamente  il  caso  di  J^ ,  J^  iperboliche  e  quello  di  J^ ,  1^  ellittiche, 
proTando  che  sono  determinate  due  proiettività  che  mutano  J|  in  J^ , 
quando  è  data  una  coppia  aa'  di  elementi  corrispondenti. 

1)1  yero,  supposto  che  sia  P  una  proiettività  appartenente  ad  8  e  che 
ha  a ,  a'  per  elementi  corrispondenti,  ed  indicando  con  b'  il  corrispon- 
dente in  P  di  un  elemento  arbitrario  b  di  F,  distinto  da  a,  poichò  P 
deve  mutare  J^  =  |  aa^ ,  bb^  |  in  J^  ^  |  a'a\  ,  b'b'j  |  ,  debbono  corrispondersi 
in  P  non  solo  a  e  a',  b  e  b\  ma  anche  aj  e  a\  ,  b^  e  b'j  ;  e  quindi  deve 
aversi  a'a\b'b',  a  aa^bb^  (1.  Inoltre,  essendo  dati  a  ,  9' ,  b  ,  J^ ,  Jj,,  sono  dati 
pare  Aj  ,  b^ ,  a'^ ,  e  sono  ignoti  solamente  b'  e  b',  :  ma  la  (1  dimostra 
(42,  e)  che  questi  ultimi  due  elementi  si  corrispondono  in  una  proiet- 
tività a,  interamente  definita  e  che  ha  a' ,  a\  per  elementi  uniti. 

Ora  è  facile  vedere  che  il  prodotto  RJ^,  il  quale  è  una  involuzione 
[perchè  R,j^  sono  (nota  a  pag.  105)  armoniche],  ha  gli  elementi  doppi 
.  b*,b"  reali  e  distinti;  ossia  (66,  e,  3,«»)  che  R ,  J^  hanno  comuni  due  cop- 
pie bVj ,  b"b",  (reali  e  distinta)  di  elementi  corrispondenti.  —  In  fatti, 
essendo  |, ,  J,  della  stessa  specie,  secondo  che   aa,  ,  bbj    si   separano,    o 
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I"delle  proietti  vita,  di  S  dev'essere  involutoria,  essa 
asformare  1  in  1,  e  1'  involuzione  J'„  armODioaa 
uzione  i\,  armonica  a  I  ,  J^.  E  siccome  J',  =  e'[t',j 
)oao  (67,  d)  essere  iperboliche,  ne  segue  che  1"  de- 
delle  involuzioni  |  e',e', ,  f ,f' j  | ,  [  e',t'j  ,  i\e\  |.  Vi- 
ana  di  queste  due  involuzioni  (facendo  corrlspon- 

coppie  t'il'i,  1  di  1,  le  due  coppie  e',(',,  1  di  1,1 
I  le  stesse  due  involuzioni  sono  evidentemente  ar- 
oro  3  con  J. 

Livoluzioni  Ij  =  a,fj  ,  1^  =  a^f,  sono  iperboliche,  co- 
ppi annonici  e.l.aa' ,  eJoeo',  è  [a)]  P,=,'.'„, ,  men- 

b  un'  altra  proiettivltà  di  S:  e  P,  ,  P, ,  armonicltc 

IO  P,p3->  =  e,f,J,j'  =  J,. 

sono  ellittiche,  sarà  '4  — ^^jj'  un'altra  pro- 
;   e    Pj,  P4,    armoniche    tra    loro,    danno    pare 

ta  una  proietlività  qualunque  del  sistema  8,  esùtf 
ttività  di  8,  armonica  alla  data,  e  tale  che  Ij   è 
'l'una  per  l'inversa  dell'altra. 
S, ,  i(  =  Sj  sono  due   involuzioni  paraboliche,  vi 
roieltività  binarie,  involutorie   e  non  involutoric, 


una  proiettività  tra  forme  concordi,  o  discordi,  mentre 
itaments  tra  forme  dìacorili,  o  concordi  (perchè  alla 
spondoao  in  Ij,  R  rispettiva  monte  le  terne  l'iaV,,  «'l'ib',)- 
lotto  RJ,  sarii  sempre  tra  forme  discordi,  ossia  avrà  gli 
b' ,  b"  reali  e  distinti. 
,  b",  sono  i  coniugati  di  b' ,  b"  in  I,,  te  due  proiattirità, 
mente  dalle  terneta',a,a', ,  M'e  ta',  ■,«',  ,  bb"(e  che  hanno 
le  quarte  coppie  b,b', ,  b,b",),  appartengono  al  sistema  S. 
le,  notare  ohe,  siccome  RJ,  =  b'b"  .  è  un'involuzione  i- 
lementi  doppi  b',b'  separano  gli  elementi  coniugati*': 
jeiMt  a'b'a'i  ,  ab"*',  «ittu  oppoiti  Ira  loro. 


—  127  — 

ciascuna  delle  quali  muta  J^  in  1^;  cioè  tutte  quelle  che  hanno 
6162  per  coppia  comune  di  elementi  corrispondenti. 

Proiettività  cicliche  binarie. 

74.  a)  Considerando,  in  una  forma  semplice,  il  prodotto  di  n 
proiettività  P  identiche  tra  loro  (che  diremo  potenza  P"),  se  P" 
è  la  piii  piccola  potenza  di  P  che  sia  una  identità  (ossia,  se,  a 
partire  da  un  elemento  arbitrario  m^,  gli  n  elementi  nij^fn^v-^i'i*.? 
che  si  corrispondono  successivamente  in  P ,  sono  tutti  diffe- 
renti, e  il  corrispondente  di  ra^  in  P  è  mj,  si  dirà  che  P  è  una 
proiettività  binaria  ciclica  di  ordine  n ,  e  che  gli  elementi 
iBj ,  m^ ,  .  .  .  ,  m^  ne  costituiscono  un  ciclo ,  il  quale  sarà  rap- 
presentato dal  simbolo  (m^iii^  . . .  m,,). 

Le  proiettività  cicliche  di  2.o  ordine  sono  le  involuzioni. 
h)  In  una  forma  semplice^  una  proiettività  P  è  ciclica   di 
ordine  n,  se  essa  ha  un  ciclo  di  n  elementi. 

In  fatti ,  sieno  m^  ,  m^ ,  nij  ^ . . . ,  ni,,.! ,  m^  gli  n  elementi  di- 
stìnti successivamente  corrispondenti  in  P,  che  costituiscono 
il  dato  ciclo.  Applicando  P**  ad  102 ,  si  ha  m^  ;  poiché ,  appli- 
cand©  P*"^  ad  mg,  si  ottiene  m^,  ed  applicando  ancora  P  ad  nii 
si  ha  oig.  Analogamente  quindi ,  applicando  P",  si  passa  da 
11I3  ad  «3,  da  1114  ad  m4,  .  .  .,  da  m^  ad  m^:  e  perciò  la  proiet- 
tività P*  ha  n  elementi  uniti;  ossia  essa  è  una  identità,  se  è 
n>2  (38,  6).  Ma  per  n  =  2  il  teorema  è  dimostrato,  poiché  ri- 
cadiamo nella  involuzione.  Dunque  il  teorema  enunciato  è 
vero. 

e)  In  virtù  del  teorema  precedente,  ogni  forma  semplice 
può  immaginarsi  organizzata  in  cicli  di  una  proiettività  ciclica 
d'  ordine  71,  data  nella  forma  stessa.  Riesce  quindi  interessante 
il  vedere,  in  quali  casi  ognuno  di  tali  cicli  possa  decomporsi 
in  più  cicli  di  altre  proiettività  cicliche  di  ordini  inferiori  ad  n. 
A  ciò  risponde  il  seguente  teorema. 

Se  »! ,  a^ , . . . ,  a^  sono  gli  elementi  successivi  di  un  ciclo  in 
una  proiettività  ciclica  P  di  ordine  n, 

l.<*  indicando  con  h  un  intero,  il  cui  massimo   comun    divi- 


aore  coti  i\  è  à,  sarà  P*  una  jtroiettività   ciclica  dì  ordine  -: 

ed  a,  ,  a^ , . . . ,  s„  formeranno  d  cicli  di  P*  : 

2,*>  se  h  è  un  divisore  di  n,  P*  sarà  una  proietticitA  ciclica 

di  ordine  c  —  'ì'ì  *  *'  ciclo  (a|aj...a„)  si  decompone  in  h  ci- 
cli di  P*: 

'òfi  se  gli  elementi  a, ,  i^ , .  ■ . ,  a„  formano  in  un  modo  un  ciclo 
di  una  proieiticità  ciclica  di  ordine  n,  easi  formeranno  un  cid" 
di  proietticità  cicliche  di  ordine  n  in  tanti  modi,  per  guanli 
sono  gl'interi  minori  di  n  e  primi  con  n. 

Di  vero,  applicando  la  proiettività  P'  agli  elementi  successivi 
del  ciclo  di  P,  sì  otterranno  ordinatamente  gli  elementi 
a,4.j, ,  3;^.^,..,,  a„^^  (i  cui  indici  superiori  ad  »i  vanno  sostituiti 
dai  loro  residui  rispetto  ad  n);  ed  k  chiaro  die  questi  sono  g[lì 
stessi  elementi  a, ,  a^ , . . . ,  a, ,  scritti  con  diverso  ordine  ('). 

Inoltre,  applicando  ad  un  elemento  qualunque  a,-  del  ciclo  di 
P  la  proiettività  P*"*,  si  otterrà  l'elemento  a,4.,i,;  e  quindi,  so  A  ha 
con  n  il  massimo  comun  divisore  d,  si  ricadrà  la  prima  volta 

in  Bj ,    quando  è  r  —  -  :  ciò  che  dimostra  la   prima  parte  del 

teorema. 

Se  è  d  =  h,  si  ha  la  seconda  parte  del  teorema;  e  se  è  d  =  l, 
si  ottiene  la  terza  parte. 

d)  Se  è   h  =  ns  +  r,   si   ha   P*=  P°''^''  =  P"'P''sP',  perchè 
P"'s(P°)',  come  prodotto  di  a  fattori  P%  è  l' identità. 

Inoltre  è  evidente  che,  se  gli  elementi  del  ciclo  {a^t^.-.i,) 
si  possono  distribuire  in  m  cicli  di  un'altra  proiettività  cìclica, 
dev'  essere  m  un  divisore  dì  n. 

Dunque  dal  teorema  e}  si  trae  quanto  segue: 

1.0  offni  ciclo  di  una  proietticità  binaria  ciclica  di  ordine  n, 
ai  può  decomporre  in  tanti  modi  in  cicli  dì  proiettività  cicliche 
di  ordini  inferiori  ad  n,  per  quanti  sono  i  divisori  di  n. 

a,"  ogni  proiettività  ciclica ,  i  cut   cicli  sono    contenuti  nei 

(')  Non  pnó  eaaere  »  +  A  =  Mi  +  r,  it  +  A  =  »'ii  +  r:  altrimenti,  Buppo- 
nondo  t>i',  sarebbe  k  -i  =  (»'  — *)n;  e  quindi  k  —  i,  che  é  minoro  di 
R,  sarebbe  di  vi»  ibi  le  por  n. 
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cicli  di  una  proiettività  binaria  ciclica  di   ordine   n ,    è    della 
forma  P*,  dove  h  è  un  intero  minore  di  n  e  non  primo  con  n. 

3.®  in  una  proiettività  binaria  ciclica  di  ordine  pari  P*  *,  gli 
elementi  opposti  di  un  9ìio  ciclo  sono  elementi  coniugati  nell'in- 
voluzione P*. 

e)  Una  proiettività  binaria  ciclica  P,  di  ordine  n  maggiore 
di  2,  non  ha  elementi  uniti  reali. 

Osserviamo  innanzi  tutto^  che  la  proiettività  P  dev'  essere  tra 
forme  concordi  (}). — In  fatti,  indicando  con  (a^aj . . .  a J  un  ciclo 
qualunque  di  P,  se  si  suppone  che  al  senso  8)3283  della  prima 
forma  corrisponde  il  senso  contrario  8^8384  nella  seconda,  è 
chiaro  che  a^  giacerà  in  quel  segmento  a^as,  limitato  da  a^  e  83, 
nel  quale  non  sta  £|.  Similmente,  aumentando  di  1  tutti  gì'  In- 
dici, si  vede  che  85  giacerà  nel  segmento  8384,  in  cui  non  sta 
a^ ,  e  quindi,  a  più  forte  ragione,  nel  segmento  a^a,,  in  cui  non 
sta  a^.  E  cosi  continuando,  sì  troverà  che  aj^  giacerà  nel  seg- 
mento 8283 ,  in  cui  si  è  supposto  non  essere  :  assurdo. 

Ciò  posto,  poiché  le  due  forme  sono  concordi,  se  un  elemento 
n  della  prima  la  descrìve  (un  certo  numero  di  volte)  nel  senso 
8^8283,  il  corrispondente  elemento  m'  della  seconda  la  descri- 
verà nello  stesso  senso;  e  mentre  m  va  da  a^  successivamente 
in  82 ,  83 , . . . ,  8^ ,  per  tornare  in  a^ ,  T  elemento  m'  andrà  da  a^ 
in  83 ,  84 , . . . ,  8] ,  e  ricadrà  in  a^  ,  senza  mal  coincidere  con  m 
Sicché  P  non  ha  elementi  uniti  reali  [cfìr.  n.o  55,  e)]. 

f)  In  una  proiettività  binaria  P,  ciclica  di  ordine  n>2,  ogni 
elemento  m^  di  un  ciclo  è  elemento  doppio  di  una  involuzione 
Ji  armonica  a  ?,  nella  quale  sono  a  due  a  due  coniugati  tutti 
gli  elementi  del  ciclo  equidistanti  da  m^;  e  quindi,  se  n.è  pari, 
V  elemento  opposto  a  m^  è  V  altro  elemento  doppio  di  J^. 
In  fatti,  si  ha 

p  _  nii  nij  Big  ^  "'«-2  "ii-i  "•«.... 
iHg  Big  m^  *  *  '  m„_i  m^     nij  '  '  '  ' 

e  se  si  considera,  p.  e.,  l'elemento  nij ,  le  involuzioni 

I  melili  ,  nigiii^  1  ,  \m^  m„  ,  ragin^.i  |  ,  |  nijin,!.!  ,  m^m^.j  | , . . . 


(*)  Per  n  impari  ciò  è  evidente;  perchè,  ripetendo  n  volte  una  proiet- 
tività discorde,  si  avrebbe  ancora  una  proiettività  discorde,  in  vece  di 
una  identità. 

Sahnia  —  Geometria  proiettiva,  17* 
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sono  armoniche  (  66 ,  e  )  a  P.  Ma  ciascana  di  enee  ha  con  la 
seguente  xina  coppia   cornane   di   elementi   coniugati.   Dnnqne 
(66,  k)  esse   costituiscono  una  sola  involuzione  J,  (armonica  a  P) 
che  ha  n,  per  uno  dei  suoi  elementi  doppi;  e  che  ha  in  ■, 
l' altro  elemento  doppio,  se  n  è  pari  (*}. 

g)  La  involuzione  unita  di  una  proiettivitit  binaria  ciclica 
P,  di  ordine  pari  2n,  è  P". 

Di  vero,  è  stato  dimostrato  [f)]  che,  se  (niinig ...  «g,)  è  un  cielo 
dì  P,  ed  k  n>l,  gli  elementi  opposti  nip,inp^.„  di  esso  sono  elementi 
doppi  di  una  involuzione,  nella  quale  nip_inip+,  ,  i>ip_j"p+i  j  •  •  ■ 
sono  coppie  di  elementi  coniugati  (*).  In  conseguenza  gli  ele- 
menti m,,  ,  iii^^„  sono  in  armonia  con  ciascuna  di  queste  coppie. 
Ma  nip_,  ,  m^  ,  nip^.,  sono  tre  clementi  successivamente  corrispon- 
denti in  P.  Dunque  (68,  b)  m^  e  mp,.„  sono  elementi  coniu- 
gati nella  involuzione  unita  di  P;  e  perciò  le  coppie  di  ele- 
menti opposti  del  cielo  (m^nig , . .  m^^),  che  costitaiscono  la  invo- 
luzione P"  [d),  3.°],  costituiscono  appunto  la  ìnvolazione  unita 
di  P. 

SI  pnò  ancora  ragionare  cosi.  Si  è  già  veduto  [d),  3.0],  che 
•"l'On+i  j  ""iinN+i  1  •  ■  ■  1  ""«"«i»  Bono  coppie  di  elementi  coniugati 
della  involuzione  P".  Ma  questa  è  trasformata  in  sé  stessa  da 
Pi  poichfe  P  trasforma  ciascuna  coppia  nella  seguente,  e  l'ul- 
tima nella  prima.  Dunque  (se  è  n  >  1,  e  quindi  P  non  i  una 
involuzione)  P'  sarà  l'involuzione  anita  di  P. 

Per  n  =  1,  le  dimostrazioni  date  non  reggono,  ma  il  teorema 
k  evidentemente  vero;  poiché  P  è  allora  un'involuzione. 

h)  Dal  teorema  g)  si  trae  la  immediata  costrozioQc  dell'in- 
voluzione unita  di  una  proiettività  ciclica  P  di  ordine  pari, 
mediante  i  soli  elementi  di  un  ciclo  di  P. 

(')  Con  la  stessa  dimostrazione  si  prova  ohe,  in  una  forma  templitt, 
anche  ptr Ktta  proitìlMlà  qualanqat  non  "'^''''" '^  ■■•  ,"' -~','' ,  Jl*  — 
un  elemento  qualunque  t  i  dtmento  doppio  di  una  involuxiona  (armonica  a  P), 
alla  quale  appaTltngono  le  toppie  ■^,S|,  ■-)S,,  ■_,■,,...  di  ettmenli  eqiàdi- 
ifamti  da  ■. 

(■)  Gl'indici  mag^ori  di  2n  s'  intendono  sostituiti  dai  loro  reaidai 
rispetto  a  2n,  e  nV  indici  nef^tivi  dalla  loro  somme  con  Zn. 


I 
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i)  Le  coppie  di  elementi  di  due  cicli  di  una  proiettività 
binaria  ciclica  P  di  ordine  n,  nei  quali  la  somma  degli  indici 
ha  un  medesimo  residuo  rispetto  ad  n,  sono  coppie  di  elementi 
coniugati  in  una  stessa  involuzione  armonica  a  P. 

Sieno  (miBij . . .  m^ . . .  m^) ,  (p^Pj . . .  pj^ . . .  pj  due  cicli,  e  m.-  ;  pj^ 
due  elementi  arbitrariamente  scelti  in  essi.  Le  involuzioni 

'."•iP»?  »"i+i  Pfc-i!  ;  l^z+i  Pfc-i?  «",+2  Pft-«1  >••  ;  \^i+r  P*-r>  ™if  r4^l  PA-r-il?  ••• 

sono  CTidentemente  armoniche  a  P.  Ma,  tra  esse,  le  successive 
hanno  una  coppia  comune.  Dunque 

sono  coppie  di  elementi  coniugati  in  una  stessa  involuzione 
armonica  a  P.  Ora  queste  coppie  esauriscono  evidentemente 
tutte  quelle  m^p^i ,  per  le  quali  la  somma  ^  +  ^  ha  lo  stesso 
residuo  che  i-rk,  rispetto  ad  n\  ciò  che  dimostra  il  teorema. 
k)  Si  noti  che,  supponendo  i  due  cicli  identici,  si  può  de- 
durre da  questo  teorema  quello  dimostrato  in  f  );  e  si  può  de- 
durre pure  che,  due  elementi  di  un  ciclo ,  e  gli  equidistanti  da 
questi,  ma  in  sensi  contrarii,  sono  coniugati  in  U7ia  stessa  in- 
voluzione  armonica  a  P  (}). 

l)  Con  gli  elementi  di  uno  stesso  ciclo  di  una  proiettività 
binaria  ?,  ciclica  di  ordine  n,  non  si  possono  formare  involu- 
zioni armoniche  a  P,  di  tipo  diverso  da  quelli  dati  dai  teoremi 
f)  e  i). 

In  fatti,  ogni  involuzione  armonica  ad  una  proiettività  è  della 
forma  |  mn,  ,  m^n  |  ,  dove  mm^ ,  nn|  sono  due  coppie  di  elementi 
corrispondenti  nella  proiettività  stessa. 

Ma,  se  J,  è  una  involuzione  armonica  alla  proiettività  ciclica 
P,  gli  elementi  m,  iij,  o  appartengono  ad  uno  stesso  ciclo  di  P, 
0  appartengono  a  due  cicli  diversi. 


0)  In    una  forma    $empliee ,    anche  per   una  proiettività   non    ciclica 

f  = ...  '-*  '-•  *"*  ■   "i  ■«  „,  j  ^u«  elementi  qualunque ^p.  e.  a  ,  a|,  <  gli  equi- 

dittanti  da  queeti,  ma  in  eenei  contrarii,  pure  eoetituieeono  coppie  di  eie- 
fluenti  coniugati  in  «na  eteaea  involuzione  armonica  a  P  :  e  ciò  ai  dimostra 
analogamente  a  quanto  si  ò  fatto  in  f). 


il  primo  caso  J,  sarà  del  tipo  dato  dal  teorema  f), 
del  tipo  dato  dal  teorema  i), 

no  ora  ad  occaparci  di  alciiDi  casi  particolari  me- 
proposizioni  studiate  negli  ultimi  namerì  di  questo 
:r  i  quali  però  daremo  dimostrazioni  dirette. 
imo  gìk  notato  che,  la  proiettività  in  due  forme 
rapposte  e  direttamente  u^ali,  si  dice  uguagliami 
e  ai  dice  ancora  rotazione  nei  fasci,  e  strisciamento 
?iate.  Abbiamo  notato  pare  che,  se  questo  forme 
Bono  inversamente  uguali,  la  proiettività  tra  esse 
ce  uguaglianza  inversa,  o  involuzione  simmetrica, 
mente,  timmetria. 

fascio  di  raggi,  una  rotazione  P  trasforma  un'aUra 
%lunque  R  nella  stessa  R^  e  se  una  rotazione  R,  che 
'rivoluzione  circolare,  è  trasformata  in  sé  stessa  da 
ntà  P,  questa  dev'  essere  una  rotazione. 
!  P  ,  R  sono  due  rotazioni,  indicando  con  a  ,  a,  due 
londenti  qualunque  di  R ,  e  con  b ,  b,  quelli  cbe 
0  ordinatamente  ad  a ,  a,  in  P,  saranno  evidente- 
duo  raggi  corrispondenti  di  R;  e  quindi  P  trasfor- 

0  in  vece  che  R  sia  una  rotazione,  non  di  un  a 
le  venga  trasformata  in  sé  stessa  da  una  proietli- 
dicando  con  a^^aoi  tre  raggi  successivamente  cor- 
li  R  (e  quindi  distinti ,  perchè  la  rotazione  R  non 
■etto),  ai  quali  corrispondano  in  P  ordinatamente  i 
,  questi  sì  corrisponderanno  pure  successivamente 
jendo  R  una  rotazione,  la  tema  a^^aa,  sarà  diret- 
ale alla  tema  &_jòò, ,  e  quindi  la  prima  tema  è 
le  alla   seconda  mediante   una  rotazione.  Dunque, 

1  distinte  a_|ft_i ,  ab  ,  aj>, ,  che  defluiscono  la  pro- 
ostituiscono  tre  A  direttamente  ugnali,  e  perciò  P  b 

i  fascio  di  raggi,  la  rotazione  ì^  di  un   A   retto   è 
in  sé  stessa,  non  solo  [b)]   da  ogni  rotazione,   ma 
ni  involuzione  simmetrica  J,. 
e  e  ,f  sono  i  raggi  doppi  di  i„  ed  a ,  o,  due  raggi 
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corrispondenti  qualunque  di  J^  (cioè  ortogonali),  i  loro  simme- 
trici b  ,  b^  rispetto  ad  f  (ossia  i  coniugati  di  a  ,  a^  in  J,)  sono 
evidentemente  ortogonali  tra  loro:  sicchL  J,  trasforma  la  cop- 
pia arbitraria  aa^^  di  J^  in  un'  altra  coppia  bb^  di  J^ ,  e  perciò 
trasforma  J^  in  J^. 

d)  Poiché,  tra  le  rotazioni,  la  sola  involutoria  è  la  rotazione 
di  un  A  retto,  possiamo  conchiudere  che,  in  un  fascio  di  raggi, 
una  sóla  involuzione  è  trasformata  in  sé  stessa  da  ogni  rota- 
zione non  di  un  a  retto,  ed  è  la  circolare  J^  {ossia,  ogni  rota- 
zione ha  per  involuzione  unita  la  circolare), 

e)  In  un  fascio  di  raggi,  le  proiettività,  dalle  quali  l'invo- 
luzione circolare  J^  è  trasformata  nella  stessa  J^,  sono  soltanto 
le  uguaglianze  dirette  ed  inverse  {ossia,  mentre  ì^  è  [d)]  V  in- 
voluzione unita  di  ogni  rotazione,  essa  è  armonica  ad  ogni  sim- 
metria J,). 

Di  vero ,  sieno  a  ,  a^  due  raggi  ortogonali ,  e  ò  ,  &j  le  bi- 
settrici dei  loro  A  :  saranno  aa^  ,  bb^  due  coppie  armoniche 
di  raggi  coniugati  in  jg-  Ogni  proiettività  P,  dalla  quale  j^ 
è  trasformata  in  sé  stessa,  farà  corrispondere  a  queste  due 
coppie  due  altre  coppie  a^a\  ,  Vb\  di  raggi  ortogonali  ed  ar- 
monici; e  sarà  quindi  aajb  sovrapponibile  ad  a^a\V  con  una 
rotazione,  o  con  una  simmetria:  ciò  che  dimostra  il  teorema 
enunciato  (*). 

f)  E  siccome,  indicando  con  a^^aa^  tre  raggi  successiva- 
mente corrispondenti  in  una  rotazione  R ,  il  raggio  a  biseca 
r  A  a.jOj ,  e  quindi  il  coniugato  armonico  a'  di  a,  rispetto  ad 
a„a_j,  è  perpendicolare  ad  a,  ed  è  perciò  coniugato  di  a  nel- 
r involuzione  circolare  i^,  si  conferma,  in  questo  caso  della 
rotazione  R,  il  teorema  generale  (68,  b)  suir  involuzione  unita 
di  una  proiettività  qualunque. 

g)  Sieno  ah,  aV  due  coppie  qualunque  di  raggi  in  un  fa- 
scio: la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  gli   a   oò, 


(')  Poiché  le  involtizioni  armoniche  ad  una  rotazione  sono  le  sim- 
metriche, il  teorema  del  n.®  66,  h)  mostra  che,  in  un  fatcio  di  raggi^  la 
€ondÌ9Ìone  uecet$aria  e  auffieientéy  affinchè  il  prodotto  di  una  rotazione  R  e 
di  una  involuzione  J^  eia  un^aUra  involuzione  1, ,  è  che  J^  aia  simmetrica]  e 
UlU  $arà  aUora  anche  |^. 
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<'  BÌeno  egaali,  direttamente  o  inversamente,  è  evidentemente 
6  a  e  b  abbiano  per  corrispondenti  a'  e  b'  in  tinà  rotazione 
n  una  simmetrìa.  Ma  le  rotazioni  e  le  simmetrie  costituiscono 
]  tutte  le  proiettività,  dalle  quali  l' inroluzione  circolare  è 
^sformata  in  sé  stessa.  Dunque,  la  condizione  necessaria  e 
Sciente,  perchè  due  A  ab,  a'b'  di  un  fascio  aieno  uguali,  è 
;  Steno  proiettivi  i  due  gruppi  formati  dall'  involuzione  cir- 
are  J^  (o  dai  suoi  elementi  doppi  immaginarii)  coi  lati  d^U'un 
golo  e  coi  lati  dell'altro:  e,  secondo  che  questa  proietUvità  i 
a  rotazione,  o  una  simmetria  (ossia,  secondo  che  ì^  è  Vinco- 
ione  unita,  o  un'involuzione  armonica,  di  questa proiettività), 
guaglianza  degli  angoli  sarà  diretta  o  inversa. 

h)  Ogni  involuzione  circolare,  situata  in  un  dato  piano  5, 
ermina  sulla  retta  all'inlìnito  di  e  una  stessa  involtizione  (ci'r- 
are),  i  cui  punti  doppi  (immaginarii)  si  dicono  i  punti  ciclici 
e.  Quindi  dal  teorema  precedente  si  trae  che: 
La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  due  angoli,  si- 
iti in  un  piano  a,  sieno  uguali,  è  che  sieno  proiettivi  i  gruppi 
•mail  sulla  retta  all'infinito  di  a  dai  loro  lati  e  dai  punii 
liei. 

i)  Quanto  è  detto  in  b),  e),  d),  e),  f),  g)  si  applica  eviden- 
lente  ai  fasci  di  piani. 

k)  Con  ragionamenti  analoghi  poi  (sostituendo  alle  rota- 
ni  gli  strisciamenti,  e  alla  involuzione  circolare  quella  para- 
ica  col  punto  doppio  all'  infinito),  si  applica  alle  punteggiate 
into  è  detto  in  b),  e),  rf),  e),  f),  g). 

-osi  si  hanno  le  seguenti  proposizioni,  analoghe  a  quelle  con- 
lUte  in  e),  g). 

r»  una  punteggiata  (r),  unrt  sola  involuzione  è  trasformata 
sé  stessa  da  tutti  gli  strisciamenti,  ed  è  quella  parabolica 
!  ha  il  suo  punto  doppio  nel  punto  all'infinito  di  r, 
Tm  condizione,  perchè  due  segmenti  rettilinei  di  una  stessa 
uteggiata  (r)  sieno  direttamente  uguali,  è  che  gli  estremi  del- 
wo  abbiano  per  corrispondenti  gli  estremi  dell'altro  in  una 
ìiettivUà  che  ha  i  due  punti  uniti  coincidenti  nel  punto  al- 
nftnito  di  r. 

l)  Le  proposizioni  precedenti  sono  assai  importanti,  poichÈ 
ncono  quistioni  e  teoremi  relativi  a  segmenti   di    una  retta. 
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o  angoli  di  un  piano,  a  quistioni  e  teoremi  proiettivi,  in  cui  però 
compaiono  elementi  fissi,  cioè  il  punto  airinfinito  di  una  retta, 
o  la  retta  all'  infinito  del  piano  con  i  suoi  punti  ciclici. 

Cosi,  p-  e.,  si  ha  che,  un  triangolo  è  equiangolo,  se  i  suoi  tre 
lati  determinano  sulla  retta  alVin finito  del  suo  piano  gli  elementi 
di  un  ciclo  di  una  proiettività  ciclica  di  3.o  ordine,  che  abbia 
per  involuzione  unita  la  involuzione  circolare. 

Cosi  ancora  si  ha  che,  un  segmento  rettilineo  AB  è  diviso 
in  n  parti  uguali  dai  punti  A^ ,  Ag, ... ,  A„_i,  se  A,  A^  A^, ... , 
Aj,.i ,  B  sono  elementi  successivamente  corrispondenti  in  una 
proietUvitày  che  ha  per  involuzione  unita  l'involuzione  parabo- 
lica, il  cui  punto  doppio  è  il  punto  all'  infinito  della  retta  AB. 
Cosi,  in  fine,  (74,  e,  3.o)  si  ha  che,  se  tra  gli  ennilateri  semplici, 
contenuti  in  un  dato  ennilatero  piano  completo,  ve  n'è  uno  che 
sia  equiangolo,  ve  ne  saranno  tanti  forniti  della  stessa  proprietà, 
per  quanti  sono  i  numeri  interi  inferiori  ad  n  e  primi  con  n  ; 
ma  questi  ennilateri  semplici  coincidono  a  due  a  due. 

76.  a)  In  una  forma  semplice ,  sono  proiettivi  due  gruppi 
ajaj . . .  a^  ,  b^b,; . .  •  b^^ ,  se  gli  n  elementi  di  ciascuno  di  essi 
si  corrispondono  successivamente  in  una  stessa  proiettività  P; 
6  la  novella  proiettività  ti^à^  .  •  •  a„  a  b^bg  . . .  b,^  (1  ha  con  P  la 
stessa  involuzione  unita  J. 

Di  vero,  P  muta  (72,  e)  la  coppia  a^b^  della  proiettività  Pi  =  J  ^^ 


b 


1 


in  una  seconda  coppia  a^b^  di  P^^  ;  questa  seconda  coppia  in  una 
terza  coppia  ajb^  di  P^  ;  e  così  via:  ossia  P,  coincide  con  la  (1. 

6)  Se  quindi  P  è  una  proiettività  ciclica  binaria,  la  (1  reg- 
gerà tra  due  suoi  cicli;  ossia,  due  cicli  qualunque  di  una  proiet- 
tività cicUca  binaria  P  sono  proiettivi,  e  la  novella  proiettività 
ha  con  P  la  stessa  involuzione  unita. 

e)  La  (/,  per  n  =  4,  dà  in  quattro  elementi  abcd,  successi- 
vamente corrispondenti  in  P,  un  gruppo  che  rimane  proiettivo 
ad  un  gruppo  fisso,  al  variare  di  uno  dei  suoi  elementi  (e  quindi 
degli  altri  tre),  e  che  diremo  gruppo  caratteristico  di  P,  e  di 
i.«  specie^  perchè  ben  può  dirsi  che  esso  caratterizza  la  proiet- 
tività P,  ossia  può  servire  a  classificare  le  proiettività  nelle  forme 
semplici. 


e.,  sapponendo  ^=a  (e  qaindi  d^b),  o  i=»,  o  che  si» 
,  bì  ha  che  f  sarà  involutoria,  o  ciclica  di  3."  ordinL>, 
Ji  4.0  ordine. 

iconie  poi  6  (72,  d)  Ja^a,  Ajb,bi,  diremo  che  iBitg  6  nn 
ratteriatico  di  P,  e  di  2."  specie;  gruppo,  che  diventa 

P  ha  gli  elementi  uniti  e ,  f  reali  e  distinti. 

una  forma  semplice,  In  condizione  necessaria  e  iiif- 
^rchè  due  date  proiettività  P,  ,  P,  ,  non  involutorit, 
ettive  (ossia,  perchè  esista  tina  terza  proiettività,  la 
formi  le  date  1'  una  ncH'  altra  ('))  è  che  i  loro  gruppi 
'dei  di  l.<*  specie  ajb,c,<l,  ,  a^b^o^d^  sveno  proiettivi. 
amo  che  una  proiettività  P  trasformi  P,  in  P,.  Indt- 
I  ni,iiijni3m4  quattro  elementi  successivamente  corrispon- 
?i,  e  ordinatamente  con  m^m'jTi'jm^  i  loro  corrispon- 

questi  dovranno  corrispondersi  successivamente  in  P„ 
)vrà  essere  «iniginsm^  a  m'jm',ni'}m'4.  Ma  [a)]  m,iij»j«4, 
\  sono  rispettivamente  proiettivi  ai  gruppi   caratteri- 

apecie  di  Pj ,  P^.  Dunque  questi  ultimi  gruppi  debbono 
liettivi  tra  loro, 

endo  in  vece  verificata  tale  condizione,  e  indicando 
■giiif ,  m'jm'gin'jm'i  due  quaterne  di  clementi  successi- 
iorrispondenti  in  P,  ,  Pj ,  la  proiettività  p ,  espressa 
zione  mjm^mgm^  a  m\m'jm'giii'j  trasformerà  le  tre  coppie 
"sr  «<3"i4  <^'  ^i  nelle  tre  coppie  ni',ra',,  m'gnij,  i^'ji^ 
sia  trasformerà  P,  in  P^. 

poiché  le  due  quaterne  di  elementi  da  noi  scelte  sono 
,  ne  segue  che,  se  i  gruppi  caratteristici  di  1»  specie 
sono  proiettivi,  vi  sono  influite  proiettività  P,  che  tra- 

P,  in  P,;  e  che  possono  scegliersi  due  elementi  arbitra- 

corrispondenti  In  P. 

chiaro,  che  se  si  ha  una  proiettività  P,  la  quale  tra- 
le  elementi  corrispondenti  a,  ,  a,  di  P,  e  la  sua  invo- 
nita  il  in  due  elementi  corrispondenti  a',  ,  a',  di  P, 
ivoluzione  unita  J^  di  Pg ,  la  proiettività  P  trasformerà 

caratteristico  a^a^ajaf  di  P,  nel  gruppo   caratteristico 

lè  due  proiettività  proisttive  hanno  <69,  a)  le  loro  involu»ioni 
i  steua  specie. 
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a\a'2a'3a'4  di  P^;  e  viceversa.  Dunque,  il  teorema  e)  regge  ^ 
quando  ai  due  gruppi  caratteristici  di  1,^  Hi^ecie  di  Pj  ,  P,  si 
sostituiscono  quelli  di  2.^  specie, 

K)  In  una  forma  semplice j  due  proiettività  P^^é   *  *  •  •  •  ? 

a'  a' 
Pj  ^  6'  ,^  r*  .  .  .  sono  sempre  proiettive:  poiché;  essendo  armo- 

nici  (43,  </)  i  gruppi  ea^ajaj  ,  e'a'ga'^a'g ,  si  lia  la  proiettività 
ea^a^aj  a  c'a'ia'ga'j  che  muta  Pj  in  P^. 

*)  Se  PjjPg  sono  due  involuzioni,  si  è  veduto  (74,  a,  e)  che 
esse  sono  sempre  proiettive,  se  sono  amendue  ellittiche,  parabo- 
liche, o  iperboliche. 

A:)  Si  ha,  in  fine,  che,  in  una  forma  semplice^  due  proiet- 
tività Pj  ,  Pj  sono  proiettive^  se  sono  cicliche,  amendue  di  3.o 
0  4.0  ordine,  o  se  sono  amendue  degeneri  e  non  involntorie. 

Poiché  nel    primo    caso    si    ha   sempre    aja^agai  a  ^\^\^\^\  ; 
nel  secondo    caso  è  a^a^aga^  a  a'ja'2a'3a'4,    perchè  i  due   gruppi 

^1*3*2*4  y  ^'i*'3*'2*'4  s^^^  O'^ì  f)  armonici  (*);  e  nel  terzo  caso  ba- 
sta far  corrispondere  gli  elementi  singolari. 

77.  Svilupperemo    ora  varie    esercitazioni  per   norma    dello 
studioso,  tra  le  quali  alcune  sono  notevoli. 

a)  Se  P  è  la  proiettività  ciclica  *     ^ ,    costruendo  i   gruppi 

armonici  bcaa',  cabb',  abcc',  saranno  (68,  h)  aa',  bb',  ce'  coppie 
di  elementi  coniugati  neir  involuzione  unita  J  di  P;  e  quindi 
ne  se^e,  che  ai  tre  gruppi  armonici,  ora  considerati,  corri- 
spondono in  J  i  gruppi  b'c'a'a,  c'a'b'b,  a'b'c'c  egualmente  armo- 
nici (cfr.  es.  9  a  pag.  40);  e  (a'b'c')  è  un  altro  ciclo  di  P. 

b)  iS^e  1  2  3  4  5  6  sono  sei  elementi  di  una  forma  semplice,  le  tre 
involuzioni  \12y  45|,  ]23,  56| ,  |34,  61|  hanno  comune  una  coppia 
{reale  o  immaginaria)  di  elementi  coniugati^  ossia ,  sono  ar- 
moniche ad  una  stessa  involuzione. 

13  5 
In  fatti,  la  involuzione  unita  della  proiettività    a  a  o^  armo- 
nica (69,  e)  alle  tre  date  involuzioni. 


(*)  Cfr.  nota  a  pag.  110. 

Saxsi A— Geometria  proiettiva.  18' 


--'^-■^pr'"! 
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ementi  12  3  4  5  6  formano  due  delle  tre  inro- 
.■36,  Ì.=  U-2G-35,  Ij^lfi- 25-34,  formeramin 
formeranno  due  cicli  (1  2  3)^  (4  5  6)  di  una 
a  ?  di  3.»  ordine ,  armonica  o  J, ,  1^ ,  Ij.  -£ 
li  cicli  di  una  proiettività  ciclica  P  di  S."  or- 
involuzioni  Jj,  Jj,  ]g. 

rmando,  p.  e.,  la  1,  mediante  la  Ig  è  noto  (65, 
i'  alira  involuzione;  e  questa  avr&  34,  IG,  25 
imenii  coniugati,  e  perciò  coinciderà  con  Ij- 
gue  il  prodotto  ijJ,  (o  l|lj,  o  Ijl^},  si  ha  la  prò- 

:  ,  ~  .  ,  evidentemente  armonica  a  1,,  ),,  J,. 
L  5  6  4  '  1'    «   s 

1  2  3),  (4  5  6)  sono  due  cicli  della  proiettivitli 

156 


le   involuzioni   1,=|15,  24',,  )j=',U,  26|, 
ino  armoniche  (G6,  d)  a  P.  Ma  a  I,  appartiene 

36  ;  percbè  la  involuzione  1 15,  36  ]  è  pure  .ir- 
ilodi  coincìde  con  J, ,  con  la  quale  ha  comune 
umilmente  si  vede,  che  le  coppie  35,  34  ap- 
:tivamente  a  1^ ,  J^.  Dunque  il  teorema  enun- 
ite  dimostrato. 

6  6  sono  sei  elementi  di  ttna  forma  semplice, 
ite  ai  corrispondono  in  una  proiettività  P,  essi 
)ta  a  pag,  131)  la  involuzione  J,  =  16-34-52,  « 

ft)  la  proiettioità  P,  ^  34  „  ..  In  conseguenza , 
~'P,  hanno  ordinatamente  \5,  26  per  inwluzio- 
rmonica  alle  involuzioni  unite  di  P  jP^ed  alla 
26  |. 

orma  semplice,  le  coppie  d' involuzioni  corri- 
mi   a    due    qualunque    delle    tre   proiettività 

-  2  j  Pj  ^  f  2  4'  *'*"''  '^  involuzioni  unite  delle 
zicliche,  che  hanno  ordinat.amente  i  cicli  (1  3  5), 
he,  se  (1  3  5),  (2  4  6)  sono  due  cicli  di  una  stessa 
a  R  di  3.0  ordine,  le  proiettività  P,  Pj,  P,  sono 
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13  5  2  4  fi 

Di  vero,  si  ha  PgPi'*=  o  5  j  ?  Pi"*P2  =  469'®^®  involuzioni 

unite  Jj  ,  Jg  di  queste  proiettività  costituiscono  (73,  6)  una  cop- 
pia comune    d' involuzioni    corrispondenti   per   le  proiettività 

P„Pj.E  poiché  si  ha  pure PiP"*=3  5  ^^PP^'^  ^'^^i=l  g  l^^i'^^y 

ne  segue  la  prima  parte  del  teorema. 

13  5  2  4  6 
Supponiamo  ora  che  si  abbia  la  proiettività  R  —  ar^iifioì^ 

quindi  che  J,  ,  J,  coincidano  con  V  involuzione  unita  J  di  R,  e 
ciascuna  delle  P^Pj ,  Pj  trasformi  )  in  J.  Ma  P^PijPj  non  possono 
essere  involuzioni  armoniche  a  J;  poiché,  p.  e.,  P  muta  le  cop- 
pie 13,  35,  51  di  R  in  altre  tre  coppie  di  R.  Dunque ,  P  ,  Pi ,  P2 
hanno  J  per  comune  involuzione  unita,  e  sono  perciò  commu- 
tative (1). 

f)  In  una  forma  semplice,  le  proiettività  i4f:(l>f5oo(2; 

log 

4  2  5  0^  *^^^^  armoniche  ad  una  stessa  involuzione. 

Indicando  con  l'2'3'4'5'6'  ordinatamente  i  coniugati  dì  123456 
nell'involuzione  )  armonica  alle  proiettività  (1,(2,  le  (1,(2  daranno 
(66,^)  231'49\162'5',  546'3'a231'4',  d'onde  162'5'a546'3'a453'6'(4. 
Ma  dalla  J  si  trae  164'5'a1'6'45a451'6',  134'2'à1'3;42a42ì'3'; 
e  queste,  insieme  alla  (4,  dimostrano  che  è  1364'2'5'a4251'3'6', 
ossia  che  J  muta  la  (3  nella  sua  inversa,  e  quindi  è  armonica 
alla  (3.  Dunque  il  teorema  enunciato  è  vero. 

g)  8e  V  involuzione  unita  ì  di  una  proiettività  binaria  P  è 
ellittica^  0  se,  essendo  iperbolica,  i  suoi  elementi  doppi  e ,  f  non 
separano  due  elementi  corrispondenti  di  P,  e  solo  in  questi  due 
casi,  esistono  due  proiettività  binarie  Pi ,  Pj ,  e  due  sole,  tali  che 
si  avrà  Pj*=Pg2  =  P. 

Se  esiste  la  P^ ,  la  sua  involuzione  unita  -  dovendo  coincidere 
(72,  e)  con  quella  di  Pj^^P  -  sarà  J;  e  il  prodotto  PiJ^Pjj  sarà 
tale  che  si  avrà  ?^^^{P^\y^P^H^  (perchè  P^  è  commutativa  con 
J)  =  Pj2y  ossia  Pg^^P.  Inoltre,  se  mim^  è  una  coppia  di  P ,  e 
ad  m,  corrisponde  m  in  Pj,  ad  m  deve  corrispondere  m^  in  P^  ; 
e  quindi,  costruendo  il  gruppo  armonico  m^^niginm',  saranno  m,  m' 

(^)  Si  noti  che  dal  n.<*  76,  h)   risulta  immediatamente  che  ciascuna 
delle  P ,  Pi ,  Pj  ha  per  involuzione  unita  quella  della  proiettivité^  R, 


'   rW^"'  "^ 
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liugatl  in  J.  Sicché,  se  P,  esìste,  vi  sarà  una  coppia  mm'  di 
che  divide  armoniciimente  una  data  coppia  qualunque  m,n, 
P  ;  e  perciò ,  se  I  è  iperbolica ,  essendo  armonici  i  grupiii 
ijfnra' ,  ef.nm';  le  coppie  in[m^ ,  «f  non  debbono  separarsi, 
/'iceversa,  data  una  coppia  qualunque  in,mg  di  P,  se  reggono 
Ipotesi  dell'enunciato,  esiste  la  coppia  mm'  di  J,  die  seps.n 
ionicamente  ntim^  (  perchè  mm'  è  la  coppia  comune  alle  in- 
uzioni  I,  mjfflj  ),  e  posto  Pj  ^  J  ' ,  P^  ^  J  ', ,  si  avrà  P,'=P, 
sP.  —  In  fatti,  poiché,  p.  e,,  m ,  m'  debbono  separare  armo- 
amente  i  corrispondenti  di  m  In  P,~*  e  P, ,  e  poiché  in  ?,'' 

m  corrisponde   Wi,   deve  ad   m  corrispondere   m^  in   Pi-  In 
iseguenza  P,*,  che  avrà  J  per   involuzione   unita  ed  m,  ,m, 
'  elementi  corrispondenti,  coinciderà  con  P. 
i  chiaro  pure  che   è  P^^P^l  ,  P^^P^J  :  poiché,  p.  e.,  ad  m, 
■risponde  m  in  P, ,  e  ad  m  corrisponde  m'  in  J;  e  quindi,  in 

,  ad  m,  corrisponde  m',  ossia  ò  Pjl^P^. 

i  impossibile  poi,  che  esista  una  terza  proiettività  P, ,  tali: 

ì  sia  Pj*^P.  Di  vero,  l'involuzione  unita  di  Pj  dovrebbe  es- 

e  J,  e  se  ad  m,  corrisponde  m"  in  Pj,  ad  m''  deve  corrìspon- 

■e  m^;  e  costruito  il  gruppo  armonico  m,m2Ri"m"',  sarebbe  rii'V 

i  seconda  coppia  di  1,  che  separa  armonicamenìe  «,«,:  a.s- 

do. 

ii  noti ,  infine ,  che  sC  è  P^i     ' ,  ed  è  m  il  coniugato  armo- 

0  di  e  rispetto  ad  m^jm^,  la  proiettività  P|^8  '  avrà  per 
idrato  P;  poiché  il  corrispondente  di  m  in  P,  deve  essere  il 
liugato  armonico  di  m,  rispetto  ad  m  ,  e,  ossia  dev'  essere  n^. 
è  facile  vedere  che  P^  é  la  sola  proiettività,  il  cui  quadra- 
è  P. 

Dunque,  una  proiettività  binaria,  la  cui  involuzione  unita  i 
'abolica,  È  sempre  ìl  quadralo  di  un'  altra  sola  proiettività. 
i}  In  una  forma  semplice,  se  due  distinte  proiettività  P^el.. , 
^ef, ...  (delle  quali  l'una  P  almeno  non  è  involutoria)  hanno 
mine  un  solo  elemento  unito  (reale)  e,  esse  avranno  sempre 
nune  una  coppia  reale  di  elementi  corrispondenti  distìnti 
b'  ('),  ed  evidentemente  una  sola. 

')  E  evidoute  che,  ee   fosse  anche  I,  ^f ,  o  se  ciascuna  delle  P  ,  P, 
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Basterà  ragionare  sopra  due  proiettiTità  di  punti  P  ^  EF... , 
t{=EF'y..,  di  comune  sostegno  «. 

Allora,  proiettando  da  duo  punti  arbitrari]  S ,  S' ,  allineati 
con  E,  le  due  punteggiato  che  costituiscono  ia  proiettività  P  e 
ijnelle  che  costituiscono  P, ,  si  hanno  due  coppie  di  fasci  pro- 
licano  rispettivamente  con  i ,  t^  gli  assi  di 
i  passeranno  ordinatamente  per  F,J',),  posto 
\-u^N,  8'Ni-u^^N'bì  corrisponderanno  in  P 
limostrazione  regge  anche,  quando  P  (o  P,)  ha 
j  E. 

e  che,  in  una  forma  semplice,  indicando  con 
ti  uniti  mali  {distinti  o  coincidenti)  di  una 
a  P  non  invohUoria ,  esiste  sempre  una  sola 
'■  (reali  e  distinti)  corrispondenti  in  P,  che  sono 
'ugali  neìl'  involuzione  simmetrica  che  ha  e 
io  al  finito, 

I  ennesima  di  una  corrispondenza  univoca  C 
i  C:  poiché  C,  applicata  a  C  successivamente 
ra. 

tpondema  univoca  Cj  è  il  prodotto  di  due  cor- 
che  involutorie  C,  ,  C^ ,  ciascuna  di  queste  ul- 
Ij  in  C^"'.  Inoltre,  Cj  è  involiitoria  solo  quando 
tabili\  ed  allora  Cj  è  permutabile  con  C,  e  con 
Ile  C, ,  Cj ,  Cj  è  il  prodotto  delle  altre  due. 

I  ^  ?'?*...,  Cj  ^   1    *  ■  ■  ■  )  tenuto  conto  che 

torie,  si  ha  C,^C,Cj  ^   '    '.*,..:  e  quindi 
^        ^2  ^j  b,  '        n 

inatamente  le  coppie  arbitrarie   b^!»,  ,  «^a^  di 

II  ,  b,bj  di  Cj"',  ossia  mutano  C^  in  Cg''. 

!j  sono  permutabili,  sarà  Cj^C,Cj^CjC[  (1, 
)rìa  ;  e  vìceverea  :  ed  allora  dalle  (1  si  trac 
=C,Ca=CjC,. 

loto  unito  • ,  le  due  proiettività  non  potrebbero 
a  coppia  di  elementi  corri  a  pon  denti  distinti,  senza 

bo,  se  P  ,  P,  sono  amendue  involutorie  ,  ed  hanno 
>  doppio  •  ,  esse  non  possono  avere  alcuna  coppia 
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■ema  è  dimostrato. 

e  corrispondenze  univoche  C  ,  C,  ,  C, ,  ^  vUim 
tatioe ,  saranno  ancora  commutative  le  corri- 
che  C,  ,  C, ,  nelle  quali  Cj  ,  C^  sono  trasforma- 

(65,  m)  C,  =  C"'C,C  ,C'j  =  C~'C^C;  e  quindi 
C'gC',=C"'CjC[C;  ma  é  per  ipotesi  C,Ci=CjCi; 
he  C',C'j=C'gC'i. 

...  è  una  pToiettività  non  invohitoria  tra  due 
tpposte,  il  punto  medio  0  del  segmento  JI'  co- 
centrale  dell'  involuzione  unita  di  P:  poiché,  cs- 
gruppo  armonico,  sarà  Oao  una  coppia  di  punti 
ivoluzione  unita  dì  P. 

j,  .  ■ .  è  una  proiettività  (non  involuioria)  di 
}  u,  la  cui  involuzione  nniia  1^  |AA|  ,  BB,|  i 
do  con  0  i7  punto  medio  di  JI'  —  che  è  pure 
'  involuzione  1  —  e  con  0'  il  suo  corrispondente 
'  dei  punti ,  che  protettano  P  mediante  rotazio- 
il  cui  piano  è  ±  ad  u,  e  che  ha  0  per  centro 
cdia  proporzionale  tra  00'  ed  OJ. 
lè  da  un  punto  U  si  proietti  P  mediante  una 
cessano  e  sufficiente  (75,  d,  e)  che  l'involuzione 
■j  I  di  R  sia  la  circolare ,  ossia  (71 ,  a)  che  gli 
ieno  retti:  e  qaindi ,  in   ogni  piano  o  di  « ,  i 

nei  quali  i  cerchi  dì  diametri  ^^1,  ,  BB^  ne- 
seghcranno  (poiché  le  coppie  AA^  ,  BB^sì  se- 
anno  al  luogo  in  esame. Epoiché,  essendoli X*"! 
Ito  medio  0),  al  raggio  UU'  corrisponderà  nel- 
olare  U\AAy,  BBi\  il  raggio  ||  ad  m,  ne  segue 
I  di  1,  e  quindi  è  [n)]  il  punto  medio  di  JI'. 
-edere  come  sia  pure  necessario  e  sufficiente 
sistcnza  di  U,  che  gli  a  OJU ,  OUO'  sieno 
iieno  simili  i  v  rettangoli  OJU ,  OUO',  e  quin- 

sia  media  proporzionale  tra  00'  ed  OJ.  Dun- 

dimostrato. 


'■■"«WPI'^- 


—  143  — 
dalla  dimostrazione  risulti  che, 
i  punti,  che  proiettano  mndiaute  involuzioni 
involuzione  ellittica  di  punti  \^\k.A„^B^\, 
■■ione  delle  sfere  di  diametri  AAj ,  BB,: 
'oit  a  il  sostegni)  di  una  data  involuzione  el- 
i  |AA| ,  BBil,  se  per  l'imo  U  dei  punti  d' inter- 
di diametri  AA,  ,  BB„  descritti  in  un  piano 
si  conducono  in  o  due  rette  m  ,  m,  tali  che 

(dove  k,  h  sono  numeri  interi  primi  tra  loro), 

m,  ^M,  si  corrisponderanno  in  una  proietti- 
ne h,  che  ha  ì  per  involuzione  unita,  e  che  è 
sfinita  (72,  a). 

proiettività  di  raggi  tra  due  fasci  sovrappo- 
'^a'b'c'...  di  un  piano  e,  la  cui  involuzione 

può  considerarsi,  in  infiniti  modi ,  come  la 

di  una  rotazione. 

la  proiettività  di  punti,  che  ?  determina  so- 
j  w,  e  bì  costruisce  un  punto  U,  dal  quale  P 
ante  una  rotazione  R ,  6  cliiaro  cha  P  sarà 
sopra  a ,  fatta  da  un  punto  arbitrario  della 
da  r;  e  da  S. 


luto  P  Balla  bisettrice  u,  dell'  A  tiu' ,  e  condotta 
e  *,  la  quale  seghi  u,  u'  ordinatamente  in  A  ,  A', 
rette  a, a'  in  guisa  che,  posto  au^^J, , a' (i,=  il',, 
l/AA^ ,  UA'A'i  uguali  od  un  dato  A  «  :  il  cooia- 
1  punto  U,  ciapotto  ad  A, ,  A',,  sarà  nn  punto  fiseo, 
0  %  P. 

rangoli  completi  situati  in  un  piano,  due  coppie  di 
linto  lato  del  primo  sono  perpendicolari  ordinata- 
dì  lati  opposti  e  ad  un  quinto  lato  del  secondo,  i 
re  perpendicolari  tra  loro. 

ABC,  situati  in  un  piano,  sono  tali  che  le  _L  a\ 
S,  C  Bolle  rette  B'C,  C'A',  AB',  concorrono  in  un 
«.  condotte  da  A',  B\  C  sulle  retto  ISC,  C'A,  AB, 


_   144  — 

inno  pure  in  un  punto  P.  T.  se,  assumi  arbitrariamente  in  o', 
.nti  A,,  B^,  C,,  si  conducono  da  A,  B',  C  le  X  "n  &„  f,  allo 
„  C,^„  A,B,  esse  concorreranno  in  un  punto  P,  tale,  clie  la 
sarà  X  all'asse  di  omologia  dei  y  ABC,  A^B^C^. 
mostrino  il  teorema  del  n."  58,  a) ,  e  il  suo  caso  particolare 
I  nel  n.°  68,  e),  mediante  la  costruzione  di  duo  punteggiale 
I  sovrapposta  ed  il  teorema  del  n."  59,  a)  &  sinistra  (v^di  le 

una  retta  •  nel  piano  di  un  ^  assegnalo  ABC,  se  da  A.  B, 
>  tra  raggi  luminosi  concorrenti  iu  uno  stesso  punto  i^  di  i 
fiossi  segheranno  ordinatamente  le  rette  BC,   CA,  AB  in  tre 

diritto. 

mostrino  i  teoremi  della  stella,  analoghi  n  quelli  contenuti 
,  a),  (il,  a),  62,  È). 

trasversale  i  se^hi  i  lati  BC,  CD,  DB  di  un  dato  y  ordinatii- 
L,  M,  y-,  ed  assunto  arbitrariamente  un  punto  A'  del  piano 
prendano   sulle   ratte    A'L.  B'M,  C'X  rispettivamente  i  |ninli 

D\  B\  C\  e  si  ponga  BC  .i  =  L\  CD'  .i  =  M',  D'B  .  t^f. 
Di',  BM' ,  C'.V  concorreranno  in  un  punto  A;  e  se,  coiiser- 
inti  A' B  CD'  la  loro  scambievole  posizione,  il  loro  piano  *'  mta 
1  I,  per  una  posizione  qualunque  dì  a',  si  avranno  in  A'BC'II  e 
éUOD  e  ABCD^ABCD  e  AB'OD;  ABCa  e  AffCD  quat- 
B  di  tetraedri  Mobius. 

;nti  cinque  elementi  aboda'  in  una  forma  semplice,  si  costruì- 
ouiugati  b'.  e',  4'  di  ■'  ordinatamente  nelle  involuzioni  |*k,  c<, 
sd,  bc|;  saranno  e'd',  é'b',  b'c'  coppia  di  elementi  coniugati  or- 
ite  nelle  stesse  tre  involuzioni. 

!ie,  essendo  le  tre  involuzioni  data  armonichi).  a 
il  prodotto  dello  altre  duo. 
bcd,  a'h'c'd'  sono  due  gruppi  prospettivi  di  raggi,  situati  in  un 

con  l'asse  <  di  prospettiva,  le  seguenti  tre  quaterne  di  rette 
ab' .  ed',     ab  .  ed,     ae  .  bd',     a'c  .  b'd, 
ab  .  d'c,     ab' .  de,     be' .  ad',     b'c .  ad, 
oc'  .  db-,     a  e  .  d'b,     be' .  da,     b'c  .  d'a 
io  ordinatamente  in  tre  punti  di  i. —  Qual  significato  gei>nic- 
no  questi  tre  punti? 

da  un  punto  A  del  circolo  circoscritto  ad  un  dato  y  BCJ),  si 
0  le  rette  b',  e,  d  inclinate  ai  lati  CD,  DB,  BC  sotto  lo  «esso  A 
sso  senso  di  rotazione,  b',  e',  d',  formeranno  con  AB^>,  àC^r, 
-e  coppio  di  raggi  coniugati  in  una  involuzione  simmetrica; 

punti  b'.CD,  e. DB,  d'.DC  giaceranno  sopranna  stessa  t^'ottii 
do  r  A  assegnato  ó  retto,  ai  dice  retta  di  Simion,  relativa  al  pnu,t>.i 
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1  luogo  del  punto  A  (al  finito)  talo  che,  oondurendo  per 
A  Is  rotte  b',  e",  d'  nel  modo  iudiuato,  si  abbiano  in  i'.  OD,  e.  DB,  d'.  BO 
Ire  punti  per  dritto,  è  il  circolo  BCD. 

Dedurne  che,  se  snlle  corde  AB,  AC,  AD  di  an  circolo  {V)  come 
diimetri,  e  nel  piano  del  circolo  steas»,  ni  descrivono  tre  altri  circoli 
(che  hanno  quindi  A  per  punto  comune),  i  secondi  punti  d'i ntersei ione 
di  questi  cerchi,  combinati  a  due  a  due,  giacciono  per  diritto. 

11.  Costruire,  in  una  forma  semplice,  una  proiettìvità  ?,  conoscendo, 
1."  due  elementi  corrispondenti  m,  m,  e  due  involuEÌoni  I,  ,1,  armo- 

nicho  a  P: 

2.°  due  coppie  nn',  un'  di  elementi  corrispondenti,  ed  un' invola - 
>iono  ),,  armonica  a  P  e  distinta  dall'  involuzione  |  ns'  ,  ma  \. 

12.  Tn  una  forma  semplice, 

1.°  la  proiettLvilà  ciclica  di  R.°  ordine,  applicata  successivamente 
alla  coppia  nn'  della  sua  involuzione  unita  I  ed  olla  coppia  che  coìil  si 
deduce  da  nm',  produce  le  coppie  sn',  pp'  tali,  che  hanno  luaj>o  le  invo- 
lili nn'.iii'.pp',  nn'.ap'.n'p,  mp'.nn'.m'»,  nn'.n'n.pj',  delle  quali  le  ultime 
tre  souo  involuzioni  armoniche  a  I,  anche  quando  m  .  m'  non  sono  con- 
ineati  in  )  : 

2.°  la  terza  potenza  di  nna  proiettività  ciclica  di  (i.°  ordine,  appli- 
c»ta  agli  elementi  coniugati  m,  m'  della  sua  involuzione  unita,  dà  ordina- 
tamente ■)',  n: 

S,*  indicando  con  a,  b,  e  tre  elementi  successivamente  corrispon- 
denti di  nna  proiettività  P,  e  con  ■'  il  coniugato  di  ■  nell'involuzione 
unita  ]  di  P,  se  btat'  è  un  gruppo  armonico,  la  proiettività  P  è  ciclica 
di  3."  ordine: 

i"  data  una  proiettività  P,  gii  elementi  n,  e  m_^,  che  corrispon- 
dono ad  uno  stesso  elemento  n  in  P  e  in  P""',  generano  un'altra  proiet- 
tiriu,  che  ha  con  P  la  stessa  involuzione  unita  (cfr.  ea.  1  a  pag.  5S): 

S.*  nelle  infinite  proiettività,  che  hanno  comuni  due  coppie  reali 
■■,  ,  M,  di  elementi  corrispondenti,  gli  elementi  uniti  sono  accoppiati 

6."  una  proiettività  P  trasformi  un'altra  proiettività  P,  nella  teraa 
^,  ed  una  quarta  proiettività  R  trasformi  P  ,  P,  ,  P,  ordinatamente  in  P', 
'il  P',;  dimostrare  che  la  proiettiviti  P'  trasforma  P'i  in  P',,  e  dedurne 


tle  r  trasforma  la  involuzione  unita  di  P,  in  quella  di  P,  : 

7.'  se  du. 

di  elementi  et 

ì   proiettività   P.  P,   hanno   comune  una  coppia  reale  ■ 
>rTÌspondenti  distinti,  esse  avranno  pure  comune  un'ali 

i   corrispondenti  distinti  n  ,  n';  i  quali  perà  ■ 

;nte  con  m,m',  se  questi  sono  coniugati  noli' 

■  e  P,  (cfr.  n.°  77,  /.,  i'): 

ittività  P, ,  P^ ,...,  P«,  ve  ne  sono  A,  identiche  i 

..--^^■r 
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anche  identiche  tra  loro  ,  e  cosi  via,  il  nuinoro  dei  [no- 
ti, che  si  po39ouo  formnre  con  queste  «  proietti  vi  tu,  t 
m  quattro  p  ri)  ietti  vita,  delle  quali  due  hanno  una  stMSJ 
inita  1  e  le  altre  due  un'altra  atessa  involuzione  unita), 
rmarc  14  prodotti  differenti: 

'.Si)  è  un  ciclo  di  una  proiettività  ciclica  di  4.°  ordiii<?, 
24  à  armonico  ;  e  se  tl28il5tì)  è  un  ciclo  di  una  proiettiviti 
i.'  ordine,  saranno  (135),  <24ri)  due  cicli  di  una  stessa  pes- 
ca di  8.°  ordine,  che  avrli  con  P  U  stessa  involuzione  uuiti 

li  elementi  123456  formano  le  quattro  involuiioni  1ò-2J-3pì, 
a-84,  14-25'36,  essi  formano  un  ciclo  (1624S5)  di  una  piu- 
ca  di  6.°  online;  e  viceversa,  un  tnt  ciclo  dà  queste  qnai- 

i  un  elemento  m  si  trovano  i  coniugati  m,  ,  n,  in  due  cUtt' 
,  ,  1,  ;  indi  di  m,  si  trova  il  coniugato  a^  in  I,,  e  di  n^  il  cod- 
l„  l'elemento  m  ed  il  suo  coniugata  armonico  n',  rispetto 
ranno  coniugati  nell'involuzione  1  armonica  a  l,,lj  i')- 
i  un  elemento  m  si  trovano  i  coniugati  <n,  ,  n,  in  due  dstf 
rmoniche  I,  ,  1^,  gli  elementi  n,  ,  m,  saranno  coniugati  neU 

)lementi  di  un  ciclo  di  una  proiettività  ciclica  di  8°.  4.". 
formano  ciclo  in  due  sole  proìettivitài  cicliche  delio  stesso 
.e  sono  la  data  e  la  sua  inversa; 
prodotto  PiP,  ■  -  •  P||  di  n  proiettività  è  l'identità,   posto 

',Pj...Pj,  8b^,SP,+,P,+s...P„,  si   ha  R,  =  S"'   ; 

!  potenze  P"  ,  P""'  dì  una  proiettività  ciclica   P    di   ordine 
sono  due  divisori  di  n),  se  gli  elementi,  che  occupano  lo 

ìq    ~_  cicli  di  P",  formano  un  ciclo  di  P™',   gli  elementi, 


colare,  se  1^^ A^B^,  1jI=j4,Bj  sono  due  involmioni  iper- 
.ppoate,  ed  M^  ,  M^  i  punti  medii  di  A^B^  ,  J,Bj,  costruendo 
onici  A,BMiA^,A^B^M^B,,  il  punto  medio  di  A,B^  sarà 
;ralo  dell'involuzione  [  A^B^  ,  A,B,l. 

colare,  se  quattro  punti  AjB^A^Bg  sono  armonici,  in- 
M,  ,  Mj  i  punti  medii  di  AiBi  ,  A^B,,  le  tre  coppie  A^B,  . 

è  coniugato  armonico  di  M,  rispetto  ad  A^B^  e  di   il/,  ri- 
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Si  noti  pure  che,  se  le  involuzioni  J,  ^  f^f^  ,  J,  ^  f^l^  sono  iperboli- 
cho,  dei  dae  fasci  detcrminati  da  queste  involuzioni,  Tuno  è  costituito 
dalle  00  proiettività  che  hanno  comuni  le  coppie  a^e^ ,  fjf, ,  mentre  V  al- 
tro fascio  è  costituito  dalle  oo  proiettività  che  hanno  comuni  le  coppie 
Sjfj  ,  f^«,.  E  il  caso  precedente  di  J^  ,  ì^  paraboliche  potrebbe  seguirne 
come  limite,  facendo  coincidere  t^  ,  f^   ordinatamente  con  «^  ,  f^. 

/)  Se  J^  ,  J^  coincidono  in  una  involuzione  J  ,  si  ha  che  ,  tutte  le 
proieltivilàf  le  quali  hanno  una  data  involuzione  unita  J,  costituiscono  un 
fascio  (cfr.  n.**  72,  6,  g),  mentre  tutte  le  involuzioni  armoniche  a  ì  costituisco^ 
no  il  /ascio  armonico  al  primo, 

g)  In  una  forma  semplice,  due  proiettività  distinte  P  ,  P^  definiscono  un 
fascio  che  le  contiene  :  poiché  P  ,  P|  hanno  sempre  comune  una  coppia 
l^ì^  di  involuzioni  corrispondenti ,  tale  che  Jj  è  l'involuzione  unita  di 
PPj~*;  e  quando  P  ,  Pj  sono  date,  questo  fascio  si  costruisce  [d)\  linear- 
mente, moltiplicando  per  P  tutte  le  proiettività  che  hanno  con  PPj'i 
la  stessa  involuzione  unita  l^. 

Si  ha  cosi,  p.  e.,  immediatamente  la  proiettività  di  questo  fascio  che 
ha  una  data  coppia  ac  di  elementi  corrispondenti  :  poiché,  se  a  e  cor- 
risponde d  in  P~*,  basterà  moltiplicare  per  P  la  proiettività  che  ha  |^ 
per  involuzione  unita  ed  a,  d  per  elementi  corrispondenti.  E  quindi,  mentre 
il  problema  <  determinare  una  proiettività  del  sistema  8— definito  da  due 
date  involuzioni  1^,  J^  della  stessa  specie  (iperboliche  o  ellittiche)  —  la 
quale  abbia  una  data  coppia  ac  di  elementi  corrispondenti  >  é  di  2.o  grado 
[ossia,  vi  sono  (78,  d)  due  proiettività,  che  risolvono  questo  problema); 
il  problema  stesso  diventa  di  l.»  grado,  se  è  data  una  proiettività  P  del 
fascio,  al  quale  si  vuole  che  la  richiesta  proiettività  appartenga. 

k)  In  una  forma  semplice,  le  proiettività  armoniche  a  due  date  proiet- 
titUà  P  ,  Pj  costituiscono  il  fascio  armonico  a  quello  conlenente  P ,  Pj. 

Di  vero,  sia  ì^ì^  la  coppia  comune  di  involuzioni  corrispondenti  in 
P  ,  Fj,  tale  che  PP^"*  abbia  Jj  per  involuzione  unita.  Se  P,  é  una  terza 
proiettività  armonica  a  P  ,  Pi ,  saranno  PP,"*  ,  PjjPi"*  due  involuzioni. 
Inoltre,  V  involuzione  unita  del  prodotto  PPj~* .  Pj,P,'*  ^PP,~>,  la  quale 
è  J, ,  sarà  (70,  a)  armonica  ai  duo  fattori;  e  quindi  Tinvoluzione  PP^"* 
trasformerà  Jj  in  l^.  E  poiché  P  muta  J^  in  J^ ,  lo  stesso  [  cfr.  6)  J  farà 
P,  ;  e  perciò  [c)J  P,  apparterrà  al  fascio  armonico  a  quello  che  contie- 
ne P  ,  Pj. 

{}  Nel  sisteìna  8,  definito  da  due  involuzioni  distinte  J^  ,  J^  della  ste/ma 
specie  [iperboliche  o  ellittiche),  tutte  le  involuzioni  unite  delle  proiettività  di 
un  fascio  sono  armoniche  ad  una  stessa  involuzione  (che  è  V unica  involu- 
zione del  fascio  armonico  al  primo)',  e  perciò  esse  stesse  costituiscono  un 
fascio, 

k)  Dalla  proprietà  [d)]  che  le  proiettività  di  un  fascio  si  costrui- 
ti 
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econo,  moltiplicando  per  una  P,  di  esso  tutte  lo  proiet 
cho  haano  una  ocrta  itivoluzioDe  unita  I,,  ne  aef(ue  che,  le  si  coifmiicono 
It  coppie  di  elemtjUì  a,b,  ,  a^b^  ,  *,b, , . .. ,  che  corriipondono  ad  una  dola 
eoppia  arbitraria  ab  ordiiia(amenle  nelle  proietlivUà  ^i  >  ^i  i  ^i  <  -"  ^'  <■■ 
falcio  qualungue,  tara  tt*^*^  ■ .  ■  A  b,bjb,...  (2  {',.;  e  io  ^2  avrà  per  l'ucc/»- 
Ei'otie  untla  V  involuxtone  Ij ,  ehe  corriipondt  a  I,  nelle  proietlitìlà  del  fa- 


è   P  P.=P,  , 


i  ha  P'  = 


,f"P,SP,... 

S  V  \ ,  P'"  =  ^,..  l , ... ,  si  ha  02,  i)  in  ■Va'"  ...  a  b'b  ■>"...  ii 

1  proiottivitft    che    ha  I,  par   involuziono  unita,  mentre  deve  e^etr 
.   E  poiché  quest'ultima  proiettività  muta  la  (3  nelli 


.  a'  b'  I 


i"'  fc'" 


*,  b,  a,  b,  ' 
(2  e  1,  in  I,,  sarà  (Gd,  a)  I,  l'involuzione  unita  della  (2. 

t)  Il  teorama  k)  dà  una  forma  piti   semptiue  alla  costruzione  delle 
proiettività  del  fascio,  cho  contiene  due  date  proiettività  P,  ,  F,. 

In  fatti,  se  I,  è  l'involuzione  unita  di  f,fi~'<  e  I,  corrisponde  al, 
nelle  due  dato  proiettività,  sarà  \d)\  P,P,"'  Pj^EP,  una  terza  proietti- 
vita  di  questo  fascio.  In  conseguenza,  so  di  un  elemento  a  ai  determi- 
nano i  corrispondenti  a,,B,,aj  in  Pi<P,,P,,  e  si  coatruisco  if  in  ^i^a 
che  ■[■,a,af  sia  proiettivo  ad  un  dato  gruppo  fisso,  a,-  corrisponderà  ad 


1  fascio,  che  è  quella  P~ 


,   individuata 


a  in  una   proicttivltJi  à 

dalla  coppia  aa,:  poiché,  se  a  b  corrìapondono  h,  ,  b, ,  b,  in  P,  ,  Pf  i  f,,  si 
ha  lk)\  a^a^aga,  a  bibibjbj.  Variando  a,  sì  costruirà  quindi  questa  pruici- 
tivltà;  e  variando  il  dato  gruppo  fisso,  si  otterrà  il  fascio  (cfr.  n.*  72.il). 
Si  noti  perù  che  questa  costruzione  cade  in  difetto,  se  P,  ,P,  sono  »r- 
moniche;  poichù  allora  é  p3  =  P,P,''.P,  =  P,P,-".P,  SP,. 

m)  Doli  due  elementi  a ,  a,  é  due  proiettività  P  ,  P,  in  una  formo  ttn- 
pUce  ,  costruire  una  terza  proiettività  Pj ,  armonica  a  P  ,  P,  e  che  Mia 
a  ,  a,  jier  elementi  corriipondentì. 

Quando  la  coppia  ■«,  non  appartiene  ad  alcuna  dello  proiettività  P,  P^i 
li  ha  P  =  ^   ^    . . ,  ,  P,  =1  j,   ^    -  .  .  I  sarà  P,  indeterminata,  o  sarà  in- 
,  secondo  che  questo  coppie  coio- 


^  b,  a,  ' 
i  dalle  altre  s 


i  coppie  bfe,  , 


indo  poi,  essendo  P^|^       .  . . ,  è  aa,  i 
i  ^  ,  sarà  P,  definita    dalie  altra  a 


i  coppia  di  Pj ,  allora,  st 


(_'}  Se  si  suppone  che  le  proiettività  del  fascio  sono  involut 
ricade  nel  teorema  del  n."  72,  0- 
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Pi=     h   •  •  •  '  ^^"^^^^0  essere  P^P^"  *  una  involuzione  J  di  elementi  doppi 

t  ,  b,  sarà  P,  ^JP^. 

Quando,  in  fine,  è  atj  nna  coppia  comune  a  P  e  Pj  ,  secondo  che  que- 
ste proiettività  sono  tangenti  nella  coppia  aa, ,  o  pur  no,  esisteranno 
infinite  proiettività  che  soddisfanno  al  problema  (  cioè  evidentemente 
I  e)  ]  le  proiettività  del  fascio  armonico  a  quello  contenente  P  ,  Pj  ) ,  o 
non  ne  esisterà  alcuna  (*)  —  In  fatti,  se  P  j  P|  non   sono   tangenti,   ma 

èP  =  *^        ,Pt^       ..  1  non  può    essere   la  richiesta   proiettività 

Pj^*    .  ;  perchè  dovrebbero  essere  armonici   i   gruppi   abce  ,  abda. 

Né  può  essere    P^  ^  •  *  •  j  poiché,  se  ad  n,  corrispondono  ordinata- 

ci **! 

mente  f  ,  g  in  P"*  ,  Pi~*i  dovrebbero  gli  elementi  f ,  g  corrispondere  in 
Pj  ad  uno  stesso  elemento. 

n)  Date  tre  proiettività  P  i  Pi  }  P9  in  una  forma  semplice,  costruire  una 
quarta  proiettività  R  armonica  alle  tre  date. 

La  R  deve  appartenere  al  fascio  armonico  a  quello  che  contiene  P,  P^; 
e  perciò,  se  J^J^  è  la  coppia  di  involuzioni  corrispondenti  comuni  a 
P  ,  P^ ,  tale  che  J^  sia  Tinvoluzioue  unita  di  PP^^S  sarà  [d)\  R  =  J^P,  dove 
Jj  è  anUncognita  involuzione  armonica  a  )p  Ma  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  J,P  sia  armonica  a  P,  ,  ossia  [moltiplicando  a  dritta  per  P^^ 
(nota  a  pag.  106)]  che  Jj  sia  armonica  a  P^P"*.  Dunque,  costruendo  l'in- 
voluzione J^ ,  armonica  a  J^  ed  all'involuzione  unita  di  P,P'"*,.sarà 
«  S  J,P. 

Il  problema  è  quindi  in  generale  di  l.**  grado.  M^ ,  se  Jj  è  anche 
r involuzione  unita  di  P^P^S  ^^  K  ^^^^  indeterminata;  ed  allora,  poiché 
le  tre  date  proiettività  appartengono  ad  uno  stesso  fascio ,  tutte  le 
proiettività  del  fascio  armonico  risolvono  il  problema. 

0)  In  un  sistema  8,  definito  da  una  data  coppia  IJ^  di  involuzioni 
corrispondenti,  si  assumano  due  proiettività  P  ,  P^  di  uno  stesso  fascio; 
e  sia  R  una  proiettività  non  iuvolutoria  che  abbia  J^  per  involuzione 
unita.  Ora,  poiché  P,P"*  (che  ha  pure  J^  per  involuzione  unita)  trasfor- 
ma R  in  R,  ne  segue  che  P  e  PjP'^P^Pj  trasformeranno  R  in  una  stessa 
proiettività  R',  che  avrà  (69,  a)  J^  per  involuzione  unita. 

Inoltre ,  se  R ,  R'  sono  due  proiettività  qualunque  che  si  corrispon- 
dono in  P  e  in  P, ,  siccome  PjP~*«PsPj  muta  R  in  R' ,  e    lo  stesso  fa 


i})  Va  inteso  che  noi  escludiamo  (66,  a)  la  proiettività  degenere  di 
elementi  singolari  a ,  a^ ,  che  soddisferebbe  al  problema  in  amendue  i 
casi  qui  considerati. 
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f,  ne  segue  che  P,f~'  deve  trasformara  R  iu  R,  o  quindi  H  deve  svere 
per  iavuIuKione  nnita  quella  di  PiP"',  ossia],. 

Dunque,  tulle  le  proieUivUà  dì  un  fairio  hanno  33  coppie  romani  «I'  di 
proitllivilà  corrUpondenti:  le  B  lono  le  proietlività  che  hanno  I,  per  ara- 
tuzione  lutila,  e  le  R'  i/uelle  chu  hanno  I,  per  involuzione  unita. 

p)  Supponendo  poi  in  vece  che  P  ,  P,  appartengano  a  due  fasci  «■ 
monioi,  sarà  P,P"'  un' involuilone  armonica  a  I,,  e  perciù  P,p-'mnleri 
R  in  R"',  inentru  P  muterà  K~'  in  R'~' ;  e  quindi  PiP~'-P  =  P,  mnteri 
R  in  R'-'. 

Dunque,  da  «na  coppia  RR'  di  proieUicità  corritpondetili  ctmuiii  allt 
proiellicilà  dì  un  falcio,  li  ottiene  una  coppia  comune  alle  proiellivild  drt 
/aedo  armonico,  toilUuendo  ad  una  delle  R  ,  R'  la  tua  inBerea. 

q)  Tutte  le  proietlività  P  ,P^,, , .,  che  trai/ormano  l'uno  ntU'aUra  d^e 
date  proietlivilà  proiettive  non  iiiroliUorie   R  ,  R',  /ormano   itn  falcio. 

Poiché  P  ,  P, , . .  . ,  mutando  R  in  R' ,  debbono  mutare  1'  Ìnvolazion« 
unita  I,  di  R  nell'  involnsione  unita  I^  di  R';  e  perciò  apparlongono  al 
sistema  S  determinato  da  1,  ,  I,.  Inoltre,  P  ,  P, ,  p.  e.,  non  possono  apparte- 
nere a  fasci  differenti  ;  poiché  allora ,  se  P  muta  R  in  R' ,  P,  dorrebbe 
mutare  R  in  r-'. 

15.  Con  sei  dati  elementi  1^8456  di  una  forma  semplice  ai  possono 
formare  sessanta  proiettivitA  ;  e  questa  si  distribuiscono  in  dieci  cop- 
pie di  teme  tali,  che  le  due  teme  di  una  coppia  appartengono  a  due 
fasci  armonici  ('). 

IS.  In  una  forma  semplice,  moltiplicando  le  proiettività  di  un  fascio 
per  una  proiettività  qualunque  (o  questa  per  quelle),  si  ottengono  le 
proiettività  di  un  altro  fascio. 

IT.  Date  due  involuzioni  I,  ,  1,  della  stessa  specie  in  una  forma  sem- 
plice, sei  è  l'involnsione  armonica  a  l,  ,  Ij ,  esistono  due  sole  proiet- 
tività, cha  hanno  1    per  involuzione  unita  e  mntan'i  ],   in  I,- 

18.  Se  a  ,  a'  ,  m  sono  due  tangenti  fisse  a  una  tangente  variabile  di 
un  circolo  (0),  i  punti  ma  ,  ma'  sono  proiettati  dal  centro  O  del  circolo 
mediante  una  rotazione;  e  questa  é  l'involuzione  circolare,  se  le  tan- 
genti fisse  a ,  a'  sono  parallele. 


costituiscono  una 

i  delle  suddette  terno  di  proiettività. 
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» 
che  hanno  ugual  pesto  negli  stessi    — ;-  cicli,  formano  pure    un   ciclo 

tn 

di  P«': 

KJ.o  Se  è  flfabc  "a  efa^biC,  X  afa^b^c^   (o  labe  a  •»i*>iC|  a  ••ì^jC^  ) ,  sarà 
efaa,a,  A  cfbb,b,  A  afcc.c^  (o  iaa.a^  a  "b.b^  a  icc,c^). 

18.  Se  i  lati  di  due  triangoli,  situati  in  un  piano  a,  determinano  sulla 
retta  air  infinito  di  a  tre  coppie  di  punti  corrispondenti  in  una  pro- 
ieltività  che  ha  per  involuzione  unita  la  circolare,  i  due  triangoli  sono 
direttamente  simili. 

14.  a)  È  noto  che,  indicando  con  8  il  sistema  delle  oo  proiettività,  in 
ciascuna  delle  quali  si  corrispondono  (78,  d)  due  date  involuzioni  J^  ,  J^ 
della  stessa  specie  (iperboliche  o  ellittiche),  se  P  «  P^  sono  due  distinte 
proiettività  di  8,  il  prodotto  PPj-^  —  o  quindi  anche  l'inverso  PjP"*  — 
è  (78,  6)  Tina  proiettività  che  ha  J^  per  involuzione  unita  (*),  o  è  un'in- 
volnzione  armonica  a  Jj  (*;. 

Viceversa,  se  é  data  una  proiettività  P  di  8,  e  si  assume  un'altra 
proiettività  ?^  tale  che  PPj"*  —  e  quindi  anche  PjP"*  —  abbia  con  J^ 
una  delle  suddette  due  relazioni,  Pj  apparterrà  al  sistema  S  ;  poiché, 
siccome  PPj~*  trasforma  sempre  allora  Jj  in  J^ ,  mentre  P  muta  J,  in 
Jj .  deve  la  P^""*  mutare  J^  in  J^ ,  e  perciò  Pj  muterà  Jj  in  J^. 

b)  In  conseguenza,  se  P  ,  P, ,  Pj  sono  tre  distinte  proiettività  di  S, 
possono  presentarsi  i  seguenti  tre  casi,  cioè  ,  o  le  proiettività  PPj^S 
PiPj"^  hanno  amendue  J^  per  involuzione  unita,  o  esse  sono  amcndue 
involuzioni  armoniche  a  J^,  o  Tuna,  p.  e.  PPi"'S  ha  J^  per  involuzione 
unita  e  V  altra  PjPa"  *  è  un'  involuzione  armonica  a  J^:  ma  nel  l.<»  e  nel 
2."  caso  la  proiettività  PP,"»  =  PP,'* -PiP^"*  avrà  (72,  e  o  70,  a)  J^  per 
involuzione  unita;  mentre  nel  b.*>  caso  essa  è  (66,  h)  un'involuzione  ar- 
monica a  J^ ,  perchè  l'involuzione  P^P^"*  è  per  ipotesi  armonica  a  Jj , 
e  quindi  è  anche  armonica  a  PP,~*,  che  ha  J^  per  involuzione  unita. 

e)  Dunque,  in  una  forma  semplice  F,  il  sistema  8  delle  oo  proiettività^ 
ti»  ciateuna  delle  quali  si  corrispondono  due  date  involuzioni  J^  ,  J^  della 
»let9a  specie  (iperboliche  o  ellittiche)^  *i  divide  in  due  sottosistetni  (che  di- 
remo fasci)  tali^  che  due  proiettività  qualunque  P  ,  Pj  c?t  8  appartengono  ad 
uno  stesso  fascio^  o  a  fasci  diversi^  secondo  che  PPj"  *  ha  J^  per  involuzione 
unita,  0  è  un*  involuzione  armonica  a  J^.  Inoltre^  dando  due  elementi  a,  e 
^i  F  (  dei  quali,  né  a  sia  elemento  doppio  di  J^ ,  né  e  elemento  doppio  di 
Jj),  esiate  (73,  d)  in  ciascun  fascio  una  sola  proiettività  ,  che  ha  a  ,  e  per 
iltmmti  corrispondenti',  mentre  poi  ciascun  fascio  (73,  d)  contiene  una  sola 


i^)  Può  però,  in  tal  caso,  essere  (73,  e)  anche   ??^~^^ì^\  ed  allora 
^  ì  F,  saranno  armoniche  tra  loro. 
(  )  In  tale  caso  quindi  P  ,  Pj  saranno  sempre  armoniche  tra  loro. 
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ihizioni  di  S  lono  armonìcke  tra  loro  t  con  gurffs 
«  a  J,  ,  I,.  In  fine  ,  le  proielUvilà  dì  eiaiem  (a- 
islribiiirt  in  coppie  dì  proietliviià  armonicltt  Ira 
eiaicuna  coppia  tono  tali,  che  il  prodotto  dell'una 
coincide  con  I,. 

iplice ,  date  una  proietlività  P  ed  una  1,1,  delle 
paraboliche  )  eorriipondeali  in  P  .  dei  dot  /atei 
a  coppia  1,1,  ,  quello  che  contiene  P  (t  attieut  mot- 
proieltivitd  che  hanno  l^  per  involmìone  nullo, 
Itiene  mollÌplÌi:ando  per  P  tulle  le  inrolunonì  or- 
li P,  una  proisttività  del  primo  (o  del  secondo! 
'=:R  (1  deva  avere  J,  per  involuiione  unita  (o 
le  armonica  al,),  mentre  la  (1  dà  Pi  =  IP;  e 

ata  in  d)  si  applica  ancora  al  caso,  in  coi  lo 
i,  sono  paraboliche  ;  ossìh  si  applica  agli  ele- 
icste  involuzioni.  In  questo  caso,  escluso  dal 
leterminano  più  ì  due  fasci  armonici;  ma,  dando 

quale  si  corrispondono  J,  ,  1,  (ossia  ffli  elementi 
idicata  in  d)  dà  un  fascio  contenente  P  ed  os 
8 ,  e)  nella  coppia  •,■,  tra  loro  e  con  f ,  ed 
rimo  e  composto  di  ce  proiattività  tangenti  solo 
,.  — Di  rero,  indicando  con  P',  P",...  le  ptoiettività 
.lione  unita,  e  con  l'^jl' ,  l"s«,t",..,  le  involu- 
■scuna  delle  proiettivitft  pp,  p"p,...  (i,  jp,  fr,...{2 
■pia  •,•,  di  elementi  corrispondenti,  0HÌa  mu- 
lto di  una  P'P  delle  (1  par  l'inversa  di  un'al- 
',  è  P'p"-',  o  P',  ed  il  prodotto  di  una  l'P  delle 
Itra  1"P  delle  (2  è  l'i";  ossia  ciascuno  di  questi 

70,  a)  t,  par  involuzione  unita,  e  quindi  non 
;ono  ad  un  fascio  e  sono  (78,  e)  tangenti  a  due 

ma  nncbe  le  (2  appartengono  ad  un  fascia  e 
lue  nella  coppia  «,(,.  Inoltre,  P  ed  una  PP  delle 
/ersa  di  una  IP  delle  (2,  danno  l'involuzione  l' 
I',  armoniche  amcndue  a  I,;  e  perciò  i  due  fasci 
nonici.  In  fine,  il  prodotto  di  P  (o  di  una  P'P 
[  una  IP  delle  (3  è  l'involuzione  iperbolica  l'=«,t' 

involuzione  armonica  a  l,^l„  e  perciò  iperbo- 

sono  (78,  e)  tangenti  a  P,  né  ad  alcuna  delle 
o  abbiamo  enunciato. 
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§  IX. 
Forme  di  2.o  ordine. 

LE   PRIME  QUATTRO   FORME   DI   2.o    ORDINE. 
CONICHE   E   CONI    QUADRICI. 


78.  a)  Quando  due  fasci  di 
raggi  (C7)=rtòc...,  {U')=a'Vc\., 
di  un  piano  o  sono  proiettivi , 
ma  non  sovrapposti,  se  un  rag- 
gio descrìve  l'intero  fascio  (  U)y 
rotando  intorno  ad  U  in  un 
dato  senso,  il  raggio  corrispon- 
dente roterà  con  continuità  in- 
torno ad  C  in  uno  stesso  senso 
(36,  a),  descrivendo  l'intero  fa- 
scio {Uy^  e  il  punto  d'interse- 
zione dei  due  raggi  corrispon- 
denti genererà  quindi  una  linea. 

Ora,  se  {U)j  (C7')  non  sono 
prospettivi ,  i  punti  aa'  ^  A , 
hb'^BjCc'^Cy..  saranno  situati 
sopra  una  curva,  la  quale  non 
può  avere  più  di  due  punti 
comuni  con  una  retta  qualun- 
que r  di  q  poiché,  se  questi 
punti  fossero  più  di  due,  i  fasci 
{^lj{lP)  sarebbero  (40,  a, 
a  dritta)  prospettivi,  E  perciò 
ABC...  costituiscono  una  curva 
^,  0  punteggiata  (ss),  che  diremo 
^t  2,^  ordine^  mentre  la  punteg- 
giata sino  ad  ora  considerata 
si  dirà  d' ora  in  poi  punteg- 
giata  di  1,0    ordine    (  perchè 

Sakria— Geometria  proiettiva. 


Quando  due  punteggiate  (w)= 
ABa..,  (u')=A'B'C...  di  un  pia- 
no 0  sono  proiettive,  ma  non 
sovrapposte,  se  un  punto  descri- 
ve l'intera  punteggiata  (u),  per- 
correndo u  in  un  dato  senso,  il 
punto  corrispondente  percorre- 
rà con  continuità  u'  in  uno  stes- 
so senso  (36,  a),  descrivendo  l'in- 
tera punteggiata  (w');  e  la  retta 
congiungente  i  due  punti  corri- 
spondenti genererà  quindi  un 
sistema  continuo  di  rette. 

Ora,  se  (w),  (w')  non  sono  pro- 
spettive, il  sistema  costituito  dal- 
le rette  AA'^ajBB'=b,  CC'=c,... 
(raggi  del  sistema)  non  può  a- 
vere  più  di  due  raggi  che  pas- 
sano per  un  punto  qualunque 
R  di  o;  poiché,  se  più  di  due 
raggi  passassero  per  i?,  le  pun- 
teggiate (  w  )  ,  (  w'  )  sarebbero 
(40,  a,  a  sinistra)  prospettive. 
E  perciò  ahc.  costituiscono 
un  fascio  di  raggi  (n),  che  di- 
remo di  2,0  ordine*^  mentre  il 
fascio  di  raggi  fino  ad  ora 
considerato    si    dirà   d'  ora    in 

poi  faccio  di  raggi    di  1.^   or- 

20* 


quesu  ha  un  solo  punto  comune 
con  una  retta  qualunque  dì  e), 
quando  non  risulti  chiaro  dalla 
forma  del  dire,  o  dalla  notazio- 
ne usata,  che  essa  è  di  I.»  or- 
dine {'}. 

Poiché  poi  ai  raggio  UU'^l 
di  (U)  corrisponde  in  (U")  un 
raggio  V  distinto  da  l  (perchè 
i  due  fasci  non  sono  prospetti- 
vi), ne  segue  che  W  ^  U'  è  un 
punto  di  =,  ed  è  il  solo  punto 
dì  w  situato  sopra  ?';  mentre 
ogni  altro  raggio  a'  di  {U'ì  sega 
o  nei  due  punti  distìnti  U' , 
na'^A.  Sì  è  per  ciò  che  diremo 
(ìsserc  l'  ìa  tangente  di  cs  in  U'i 
e  questa  tangente  (che  è  il  li- 
mite delle  posizioni  di  una  se- 
gante variabile  di  e,  che  ro- 
ta iniorno  ad  U' ,  quando  il 
secondo  punto  d'intersezione  si 
avvicina  indefinitamente  ad  U') 
suol  dii-si  che  è  la  congiungento 
il  punto  U'  al  punto  di  cs  infi- 
nitamente vicino  ad   V. 

Analogamente  si  vedrà,  chea 
contiene  anche  il  punto  U,  ed 
ha  per  tangente  in  questo  punto 
il  raggio  MI  di  (U)  corrispon- 
dente al  raggio  UU' 


dine  (perchè  un  solo  suo  raggio 
passa  per  un  punto  qnaluDqne 
di  o) ,  quando  non  risulti  cbia- 
ro  dalla  forma  del  dire,  o  dal!» 
notazione  usata,  che  esso  i  ili 
1.0  ordine  (*). 

Poiché  poi  al  punto  nu'^L 
di  (u)  corrisponde  in  (n'j  nn 
punto  L'  distìnto  da  L  (perchr 
lo  due  punteggiate  non  sodh 
prospettive),  ne  segue  che  /J/ 
^w'  è  un  raggio  di  («),  fa  ' 
il  solo  raggio  di  (e)  che  passa 
per  Zj'  ;  mentre  per  ogni  Bltn> 
punto  A'  di  (m')  passano  dui' 
raggi  distinti  u',  AA'^^  di  (='■ 
Si  è  per  ciò  che  si  dirà  esseri' 
L'  il  punto  di  contatto  di  [S 
con  m';  e  questo  punto  di  con- 
tatto (che  è  il  limite  del  punì" 
d'intersezione  di  m'  con  un  se- 
condo raggio  variabile  di  (si- 
quando  questo  raggio  si  a\ii- 
Cina  indefinitamente  ad  «']  saol 
direi  che  è  l'intersezione  di  "' 
coi  raggio  di  (ra)  infinitami'nu' 
vicino  ad  u'. 

Analogamente  si  vedrà,  cbe 
M  è  anche  un  raggio  del  fasein 
(w),  il  quale  ha  per  punto  di 


contatto  con  u   il  punto  M  ài 
di(C').  j  (m)  corrispondente  al  punto""' 
I  =.!/'  di  {«/)■ 


{')  Cosi  ,  se  si  nomina  il  BosteRno  rettilineo  «  di  una  puntegRÌ»"' 
o  la  si  indichi  con  (a),  s'intenderà  che  U  punteggiata  à  di  1.'  ordiiK. 

C)  Cosi,  se  ai  nomina  il  centro  U  di  un  fascio  di  raggi  o  si  indichi 
questo  fascio  con  ((/j,  s'intondoià  uhe  esso  è  di  1."  ordine. 


bi  DuiKjuejrfufl  fasci  proiet- 
liri  di  raggi  (U),  {\J')— situati 
in  un  piano  8,  ma  non  nocrap- 
p-fti,  né  pi-nupettiDÌ — generano 
Milli  fìirra  s,  o  punteggiata  (™), 
ili  2."  ordine,  la  quale  non  pulì 
lu-rre  pili  di  due  punti  comu- 
ni con  una  qualunque  pun- 
t--j'jiafa  di  Ifi  ordine  del  pia- 
u"  0,  contiene  i  punti  U,U', 
•■d  Ila  per  tangenti  in  quenti 
/•l'iid  ordinatamente  i  raggi  di 
.1  !'.  '^U'J  eovrispondenti  al  co- 
».i<neraggioVV'[oiiKÌa{ii,a,!t 
dritta;  i  raggi  che  congiungo- 
•I"  V.V  ai  centro  di  collinea- 
:i''iie  V"  dei  fatci  (U),  (U')]- 


Dunque,  due  punteggiate  pro- 
iettive (uì,  (u')  —  situate  in  un 
piano  C,  ma  non  govrnppotte  , 
né  prospettive  —  generano  un 
fancio  di  raggi  (n)  di  2."  or- 
dine,  il  quale  non  può  avere 
piit  di  due  raggi  comuni  con 
un  qualunque  fascio  di  raggi 
di  1."  ordine  del  piano  <;,  e.  con- 
tiene i  raggi  u,  u',  coi  quali  ha 
per  punti  di  contatto  ordinata- 
mente i  punti  delle  punteggiate 
(u),  {il')  corrispondenti  al  punto 
comune  uu'  [osnia  (H,  a,  ii  sini- 
stra) i  punti  d' intersezione  di 
a,  u'  con  l'asse  di  collineazione 
IX"  delle  punteggiate  (u),  (u')]. 


ci  AOiucliò  lo  studioso  acquisti  sin  da  ora  un'idea  cliiara 
«li  i|UL'ste  due  forme  di  '2,"  ordine,  iiwertiaiuo  clie  noi  diiiiostre- 
ri'ino  nel  n."  87,  e)  che  le  curve  di  2."  ordine  coincidono  con  le 
H-zioni  piane  di  un  cono  a  base  circolare  (e  vengono  quindi 
ilrtiti  fzioni  coniche,  o  semplicemente  coniche),  nirniro  diiuo- 
Mirrenio  nel  u."  80,  è)  a  dritta  clic  uu  fascio  di  vagpi  di  2." 
"rdinc  è  il  complesso  di  tutte  le  tangenti  di  una  curva  di  i.o 


^i  f'  per  ciò  cho,  indicando  con  o  una  curva  di  2,'>  ordine, 
indicliiamo  poi  con  (a)  una  punteggiala,  o  un  fascio  di  raggi, 
«li  2."  ordine;  e  consideriamo  w  come  sostegno,  tanto  della  pun- 
ifKgiatii,  quanto  del  fascio. 

d]  Ragionando    nella   stella  analogamente    a   quanto   si  è 
funo  [a,i]  ne!  piano,  si  dedurrà  che. 


liìi'-  [mei proiettivi  di  piani  (v) 
===*?T  ■■i(r'j— ^'P't'-  •  - — situati 
'■"  "ila  stella  [S],  ma  non  an- 
cmjijHwff,  ni  prospettivi — ,  me- 
diimk  le  rette  aa' ,  p?',.-  gene- 


due  fasci  proiettivi  dì  raggi  (f) 
^  a  1>  e  . , .  ,  (f ')^a'b'c'. ..  —  si- 
tuati in  una  stella  [S],  mn  non 
sovrapposti  ,  né  prospettivi  — 
mediante  i  piani  aa' ,  bb',.-  ffe- 


nerano  un  falcio  di  piani  (T) 
di  2.°  ordine,  di  centro  S,  ckt 
non  può  avere  pia  di  due  piani 
comuni  con  un  fascio  dtpiani 
di  1.°  ordine  (')  della  ttetla  [S|, 
contiene  i  piani  p  ,  f  ' ,  ed  hn 
per  raggi  di  contatto  con  que- 
sti piani  ordinatamente  i  raggi 
di  (p),  (p')  corrispondenti  al  co- 
mune raggio  pj'  (*). 
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rano  una  superficie  conica  V, 
o  una  serie  di  raggi  {¥),  di 
2.°  ordine,  di  centro  S  {'),  che 
non  può  avere  piii  di  due  raggi 
comuni  con  un  qualunque  fa- 
scio di  raggi  di  1.»  ordine  della 
stella  [S] ,  contiene  i  raggi  r , 
r',  ed  ka  per  piani  tangenti 
lungo  questi  raggi  ordinatamen- 
te i  piani  di  (r),  (r')  corrispon- 
denti al  comune  piano  rr'  (*). 

fi)  D'altronde ,  proiettando  la  curva  o  [o  il  fascio  di  rag:gi 
(a)]  di  2.0  ordine,  che  sì  considera  in  b),  da  un  punto  S  non  si- 
tuato nel  piano  della  curva  [o  del  fascio],  si  ottiene  la  suptrlì- 
cie  conica  W  [o  il  fascio  di  piani  {V)]  di  2.»  ordine:  poicliè  i 
fasci  di  raggi  (U),  (U') ,  che  generano  o  [o  le  punteggiale 
(u),  (w'),  che  generano  (a)],  ai  proiettano  da  S  mediauEe  dne 
fasci  di  piani  (r),  (r'),  che  generano  T  [o  mediante  due  fiisei  di 
raggi  di  1.0  ordine  (,p),  fo'),-  che  generano  (T)]  {'•). 

('}  La  Buperfìcie  conica  di  2.°  ordine  sarà  d'ordinario  chiamaU  cmo 
quadrilo;  ed  il  suo  centro  si  chiamerà  pure  vertice. 

(■)  Mediante  la  proiezione  da  un  centro  iS,  dal  teorema  del  n.°  44,  a; 
a  dritta,  ai  deduce  ohe,  *e  due  fatci  proiettivi  di  piani  (r)^ai^...xl_.,  (r'}= 
s'^V'"  X'^'—  ipj'i'''^''^»'"'  "^  una  tlella  [S| ,  ma  non  tono  socrappotli,  ■ 
piani  analoghi  a  x^-' ■  x"^ P<"'a"o  pe>'  «"a  retta  fiata  t'  |chs  chiamerpmo 
aiie  di  coUiniaiione  di  (r) ,  (r')],  la  quale  t  l'interietione  dei  piani  dei  livc 
/atei,  eorrùpondenti  al  piano  connine  rr';  e  ae  (r),  (r')  tono  protpeltiri,  eoi 
piano  a  di  proipettìva,  a,  r"  3e2)arano  armonicamente  r,  r'. 

(')  Questo  è  il  fascio  di  piani  sino  ad  ora  considerato.  Dicendosi  però 
fascio  (r)  di  piani,  o  nominandosi  Tassa  di  un  fascio  di  piani,  s'inten- 
derà sen*''altro  che  il  fascio  è  di  1."  ordine. 

<')  Mediante  la  proieiìono  da  un  centro  S,  dal  teorema  del  n.°  41  a) 
a  sinistra,  si  deduce  che,  le  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (^)^abc,..  kl.... 
f^'l^a  b'c'...k'r...  appartengono  ad  una  ttelta  |S),  ma  non  tono  lotsrappoiti, 
le  rette  analoghe  a  kl'-k'l  giacciono  in  un  piano  fieto  f"  |che  ohiameremo 
piano  di  coUineaxione  di  (p),(p')]|ii  quale  patta  per  i  raggi  di(jii,  |J>')  cor- 
ritpondenti  al  cornane  raggio  pf':  e  te  (f),(f')  tono  protpettìvi,  con  Vatìt  s 
di  proipetliva,  s,  p"  leparano  armonicamente  p,f'. 

C^)  Quando  avremo  quindi  dimostrato  che  il  fascio  di  raggi  di  2.°  or- 
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Viceversa,  segando  T  [o  (V)]  con  un  piano  non  appartenen 
al  centro  di  T  [o  di  (f)],  sì  ottiene  una  curva  (o  un  fascio 
rairgi)  di  2."  ordine. 

Ciò  permetterà  di  lasciare  d'ordinario  allo  studioso  la  cura 
(lodun-e,  mediante  proiezioni  da  un  centro,  molte  proposizio 
relative  ai  coni  (  o  ai  fasci  di  piani)  di  2.°  ordine  da  propo 
zioni  date  per  le  curve  {o  per  i  fasci  di  rajr^i)  di  2»  ordine; 
quindi,  anche  enunciando  alcune  volte  una  proposizione  nel 
slrlla,  ci  limiteremo  ad  indicare  l'analoga  proposizione  nel  p; 
tici,  dalla  quale  si  può  dedurre  mediante  proiezione  da  un  centi 
/)  E  evidente  poi  il  modo  di  costruire  ciascuna  delle  i  f< 
Ilio  di  2."  ordine  sin  qui  rinvenute:  poiché  esso  si  riduce  a  e 
siruire  le  fonne  semplici  proiettive  che  la  generano,  e  che  soi 
ililìnite  (39,  b)  da  tre  coppie  di  clementi  corrispondenti. 

79.  a)  Se  una  curva  a  dì  2.0  ,  Se  un  fascio  di  niggi  (a) 
ordine  6  generata  dai  fasci  pro- 
iettivi {U)=nbc...,  {U')=a'b'c'..., 
noi  b»;ipiamo  costmirc  il  secon- 
do punto  d' intersezione  dì  = , 
imn  solo  (78,  f)  con  un  nualun- 
||ue  niggio  di  {U)  o  di  {U'),  ma 
Rncite  con  una  trasversale  arhi- 
Irjiria  r,  condotta  per  un  dato 
punto  qualunque  aa'^  A  di 
nel  suo  piano:  poiché  {U),{U') 
(iTprminano  sopra  r  una  proiet- 
tivìtk  che  ha  un  punto  unito  A\ 
e  il  secondo  punto  unito ,  che 
sa[i{iiiimo  costruire  (43,  e,  a  si- 
nistra), è  il  secondo  punto  d'in- 
l'Tspzinne  di  o  con  r,  | 

(')Se  poi  nella  curva  »  di  1 
-■"  ordine,  generata   dai  fasci  ! 


2."  ordine  è  generato  dalle  pi 
leggiate  proiettive  {iiy^ABC 
{n')^A'B'C'...,s\  sa  costruì 
non  solo  (78,  f)  il  secondo  rs 
gio  di  (o)  che  passa  per  un  pi: 
to  qualunque  di  («)  o  dì  (m 
ma  anche  il  secondo  raggio  e 
passa  per  un  punto  arbitra: 
R  di  un  dato  raggio  qualunq 
AA'^a  di  (n):  poiché  a  è 
raggio  unito  dei  fasci  proiett 
R(u),  R{n')  (');  e  il  secondo  ri 
gio  unito,  che  si  sa  costru 
(43,  e,  a  dritta},  è  il  secon 
di  (cs)  che  passa  per 


Se  poinelfascio  di  raggi{c) 
0  ordine,  generato  dalle  pi 

»  È  il  complesso  delle  tangonti  di  una  curva  di  2,»  ordine,  avre 
e  li  imo  strato  che  il  fascio  di  piani  di  2,"  ordine  è  il  complesso 
ni   tangenti  di  un   cono  di  2.°  ordine. 

'i  Spesso  introdarremo  novelli  sìmboli,  senza  prima  di-'tìnirlt,  quai 
ore  sif;uiGsato  risulta  chiaro   dalla  forma  dol  dire. 


proiettivi  di  raggi  (t7),{f'), 
si  assumono  4  pant!  arbitrari! 
ABCD,  siccome  è  U{ÀBCD) 
A  V\ABCD),  sarà  (42,  d,  a  6Ì- 
niatra.)  A(UU'CD)  A  B{UU'CD) 
sU{U'BCD)aA(U'BCD).  Ma, 
se  si  suppongono  fissi  i  punti 
ABC,  mentre  D  si  muove  sopra 
a,  restano  fisse  le  prime  tre 
coppie  di  raggi  corrispondenti 
che  definiscono  ciascuna  delle 
tre  proiettivitii,  e  in  queste  si 
corrispondono  i  quarti  raggi 
variabili  che  proiettano  D, 

Dunque,  sono  proiettivi  t  fa- 
sci di  raggi,  cht  proiettano  una 
curva  e:  d/ 2,0  orrii'jie  lossia  cia- 
scun punto  di  o)  da  due  punti 
arbitrarli  della  curva  stessa. 


e)  Dai  teoremi  del  n."  78, 

l>er  ogni  punto  di  una  curva 
ss  di  2.0  ordine  passa  una  tan- 
gente di  a ,  e  sappiamo  co- 
struirla. 

d)  Una  curva  a  di  S.o  or- 
dine è  individuata  da  5  suoi 
punti  UVAhC,  0  da  4  suoi  punti 
UU'AB  e  dalla  tangente  V  in 
U',  o  da  3  suoi  punti  UU'A  e 
dalle  tangenti  1',   m  in  U',U. 


Di  vero, 
casi ,  i  dati  elementi  non  pos- 
sono appartenere  anche  aduna 
altra   curva  n'  di  2."  ordine. 


teggiate  proiettive  (m)  ,  {«").  si 
assumono  4  raggi  arbitrarli  abcd 
siccome  è  u  (abcd)  a  w'  (abcd) . 
sarà  (42,  d,  a  dritta)  a{uu'cd)  a 
h{uu'cd)  e  u(u'bcd)A  a{tt'bedj. 
Ma,  se  si  suppongono  fissi  i  ra^- 
abc,  mentre  rf  genera  il  fasci" 
(a),  restano  fisse  le  prime  tre 
coppie  di  punti  corrispondenti 
che  definiscono  ciascuna  delle 
tre  proiettivltà,  e  in  quesle  si 
corrispondono  i  quarti  punti  va- 
riabili la  cui  cougiungente  è  rf. 

Dunque ,  sono  proiettive  U 
punteggiate,  secondo  cui  un  fa- 
scio di  raggi  (zs)  di  2."  ordina 
\  ossia  ciascun  raggio  di  (a) 
sega  due  raggi  arbitrarii  del 
fascio  stesso. 

b)  segue  \li}]  che, 

'.sopra  ogni  raggio  di  vn  fascio 
(a)  di  2.0  ordine  esiste  un  punto 
di  contatto  con  (a),  e  sappia- 
mo costruirlo. 

Un  fascio  di  raggi  (a)  di  2." 
ordine  è  individuato  da  5  suoi 
raggi  nu'abc,  0  da  4  suoi  raggi 
uu'ab  e  dal  punto  di  contatto 
W  con  u',  0  da  3  suoi  raggi 
uu'a  e  dai  puìtti  di  contatto  L',M 
con  u',  u. 

Di  vero,  in  ciascuno  dei  tre 
casi ,  i  dati  elementi  non  pos- 
sono appartenere  anche  ad  un 
altro  fascio  di  raggi  (a'}  di  S." 


distimn  da  o;  poicliè  la  proiet- 
tivita  tra  i  fasci  di  raggi  che 
liroifittano  a  da  U,U',  e  quella 
L-sistetiie  tra  i  fasci  di  raggi  che 
[iroii-ttJino  13'  da  U,U',  coincido- 
no, avendo  comuni  tre  coppie 
ili  ragK'  corrispondenti  (le  quali 
sono  UÀ  e  U'A,  UB  e  U'B,  UC 
e  V'(J  nel  primo  caso,  VA  e 
VA,  UB  e  U'B,  UV  e  V  nel 
si'omido  caso,  UÀ  e  U'A,  VU' 
e  t',  m  e  U'U  nel  terzo).  Inol- 
tro, queste  3  coppie  sono  ne- 
CMsarie  e  Bufficienti  a  definire 
la  proiettività  tra  i  fasci  di  rag- 
^i  che  generano  zi. 


ordine,  distinto  da  (e):  poiché 
la  proieitività  tra  le  punteggia- 
te secondo  cui  u,u'  segano  (a), 
e  quella  tra  le  punteggiate 
secondo  cui  « ,  u'  segano  (s'), 
coincidono,  avendo  comuni  tre 
coppie  di  puuti  corrispondenti 
(le  quali  sono  uà  e  v'a,  ub  e 
u'by  Mc  e  «'e  nel  primo  caso,  ■ 
na  e  u'a,  nb  c  u'b,  uu'  e  L'  nel 
secondo  caso,  va  e  m'«,  uu'  e 
L',  M  e  m'm  nel  terzo).  Inoltre, 
questo  3  coppie  sono  necessa- 
rie e  sufficienti  a  definire  la 
proiettivita  tra  le  p\integgiate 
che  generano  {a). 


)  Si  possono  quindi  risolvere  i  seguenti  problemi: 


i."  dati,  in  un  piano  o,  5  punti 
VI''AISC,  dei  quali  mai  3  per 
diritto,  costmire  la  curva  à\2.° 

ordine  che  passa  per  questi  5 
putir  i: 

2. "dati, in  un  piano  o,unqua- 
fìniiigolo  UU'Ah  ed  una  retta 
''  di  U'  (che  non  passa  per  at- 
ciuio  dei  punii  UAB),  costrui- 
re la  curva  di  2.°  ordine  che 
pa.ssa  per  i  punti  UU'AB  ed  ha 
e  per  tangente: 

'A.'*  dati,  in  un  piano  o,  mi 
triangolo  UVA  e  due  rette  V, 
IH  (che  passano  rispettivamente 
l'er  f7',f/,  senza  coincidere  con 
alcun  lato  del  triangolo),  co- 
slniire  la  curva  di  2,o  ordine 
elle  contiene  i  punti  UU'A  ed 
Ila  V ,  in  per  tiingeuti. 


date,  in  un  piano  e,  5  rette 
uu'ahc,  delle  quali  mai  tre  con- 
correnti in  uno  stesso  punto , 
costruire  il  fascio  di  raggi  di 
2."  ordine  che  contiene  i  5  rag- 
gi xiu'abc: 

dati,  in  un  piano  e,  un  qua- 
drilatero uu'ab  ed  un  punto  L' 
(li  u'  (die  non  appartiene  ad 
alcuna  delle  rette  unb),  costrui- 
re il  fascio  di  raggi  di  2.»  or- 
dine che  contiene  ì  raggi  uu'ab 
ed  ha  L'  per  punto  di  contatto: 

dati,  in  un  piano  e,  un  trila- 
tero uu'a  e  due  punti  L',M  (clie 
giacciono  rispettivamente  iu  «', 
il,  senza  coincidere  con  alcun 
vertice  del  trilatero),  costruire 
il  fascio  di  2.0  ordine  die  con- 
tiine  i  raggi  uu'a  ed  ha  L',Af 
per  punti  di  contatto. 


In  fatti,  è  facile  vedei-e  [e)] 
quali  sono  le  tre  coppie  di  ra^gi 
corrispondenti,  necessarie  e  suf- 
ficienti per  costruire  i  due  fa- 
sci proiettivi  di  l.o  ordine,  ge- 
neratori della  richiesta  curva  di 
2 fi  ordine. 

80.  a)  In  ogni  quadrangolo 
semplice  ACDB  (QgM."},  igcritto 
in  una  curva  a  di  2,o  ordine,  i 
punti  d'intergezione  dei  lati  op- 
posti sono  allineati  coi  punti  di 
intersezione  delle   tangenti   nei 


In  fatti,  è  facile  vedere  [i 
quali  sono  le  tre  coppie  di  pumi 
corrispondenti,  necessarie  esnl- 
fidenti  per  costruire  le  due  pnn- 
teggiate  proiettive  di  1. 
dine,  generatrici  del  richieMn 
fascio  di  raggi  di  2."  ordine. 

In  ogni  quadrilatero  templic 
acdb  (flg.66.o),  t  cui  lati  m" 
raggi  di  un  fascio  (o)  di  2 
dine ,  le  rette  congiungevti  i 
punti  di  contatto  dei  lati  appe- 
sti passano  pel  punto  d'ìnttrtr- 


vertici  opposti,  e  li  separano  ar- 
monicamente. 

Di  vero,  indicando  con  acdb 
le  tangenti  di  a  ordinatamente 
in  AVDB,  siccome  i  fasci,  che 
proiettano  a  dai  punti  A,  D, 
sono  proiettivi  ed  hanno  (44,  o 
e  78,  6)  il  punto  ad^L  per  cen- 


zione  delle  diagonali,  e  le  sepa- 
rano armonicamente. 

Di  vero, indicando  con  ACDJì 
i  pniitl  di  contatto  di  (a)  ordi- 
natamente con  acdb ,  siccome 
le  punteggiate,  secondo  cai  (»} 
è  segato  da  a,d,  sono  proiet- 
tive ed  hanno  (44,  a  e  76,  b) 


iv\  (li  colliiioazione ,  ne  se^ue  '  ]i\  retta  AD=-Ì  per  asse  die 
44,  fl)  die  i  punti   ,1C-/Ji{^  ;  liiieazioiie,  ne  segue  (44,  a)  che 


e/,  AB-DC  =  U  sono  allineati 
ti>n  L.  Siiuilmeiite,  ricorrendo 
ili  fatici  che  proiettano  a  da  O, 
yf,  si  vedrà  che  i  punti  G,  H 
sono  pure  allineati  col  punto 
it=L';  e  quindi  i  punti  GHT.L' 
s:iai.-ciono  per  diritto. 


Inoltre,  ponto  ac=M,  db^^M', 
ul,~X,  cà=N',  AD-nC-F,  ed 
uiiplicando  ai  quadrangoli  sem- 
lilici  ABCD,  ADBCÌ&  parte  dei 
tcorunia  già  dimostrata ,  si  ha 
che  le  diagonali  MM' ,  NN'- 
ili;l  quadrilatero  completo  abcd 
'mentre  passano  per  F)  segano 
oi-dinataniente  in  11,0  la  terza 
(liajr*inale  LL'\  e  perciò  il  grup- 
1">  GIILL'  è  (25,  a  sinistra)  ar- 


b)  Ora,  poieìiò  (fig.  fiti.")  il 
l'Uiiro  AD-JiC^F  giace  sulle 
F'ite  MM',  XN',  ne  segue  che, 
Mipiioncudo  fissi  i  punti  BOD 
'.e  unindi  fisse  anche  le  tau- 
liemi  bcdj ,  mentre  il  punto  A 
ilfscrive  la  curva  a  di  2.»  or- 
bine, le  rette  MM',  NN'  roteran- 
no iniorno  ai  punti  fissi  M',  A", 
ili'serivendo  due  fasci  prospet- 
livi  (-l/'),(A")  di  asse  BC  di  pro- 
^l"'ttiva.  In  conseguenza  i  pun- 
ii .W-ir-c=  Jf,  NN'-b^N  ge- 
iKTtraiino  due  punteggiate  pro- 

KisBrA  — Oconif/ria  proìi4lii:a. 


la  retta  l  passa  per  il  punto  di 
intersezione  delle  rette  ac-dfcs 
g,  ab-dc^^h.  Similmente,  ricor- 
rendo alle  punteggiate  secondo 
cui  (o)  è  segato  da  c,b,  si  ve- 
drà che  anche  la  retta  Clì=^l' 
passa  pel  punto  tjh,  e  quindi  le 
rette  ghlV  concorrono  in  uno 
stesso  punto. 

Inoltre,  applicando  ai  quadri- 
lateri semplici  abi-d,  adbc  la  par- 
te del  teorema  già  dimostrata 
si  ha  che  i  punti  diagonali  AC- 
JÌD~G,  Ali-CD  —  H  del  qua- 
drangolo completo  ABCD{men' 
tre  giacciono  sulla  retta  ad-bc 
^f)  sono  proiettati  dal  terzo 
punto  diagonale  AD-BC^^  F, 
mediante  le  rette  h,g,  le  quali 
separano  armonieaniente  {2,'>,  a 
dritta)  i  lati  l,  V  del  quadran- 
golo che  passano  per  t\ 

Ora,  poicliò  (lig.  CC")  la  rett-n 
ad-b(=/'  contiene  i  punti  (f,W, 
ne  segue  che,  supponendo  fissi  i 
raggi  bcd  (e  (juindi  fissi  anche 
i  punti  di  contatto  JiCU),  men- 
tre il  raggio  a  descrive  il  fa- 
scio (d)  di  2,"  ordine,  i  punti 
G,//"  percorre  ranno  le  rette  fisse 
BI),C]),  descrivendo  due  ]uui- 
teggiate  prospettive  di  centro 
bc  di  prospettiva.  In  conseguen- 
za, le  rette  CG=CA,  lSIf=HA, 
che  proiettano  da  C,J}  il  pun- 
to di  contatto  A  del  raggio  va- 
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Icttive  (e) ,  (6);  e  perciò  la  tan- 
gente a,  die  congiunge  i  punti 
M,N,  descriverà  un  fascio  di  rag- 
gi di  2.0  ordine,  al  quale  appar- 
tengono i  raggi  bcd  [  i  primi 
due,  perchè  sostegni  delle  pun- 
teggiate proiettive  (e)  ,  (6) ,  e 
il  terzo ,  perchè  coincide  col 
raggio  unito  M'N'  dei  fasci 
{M')y{N')].  Inoltre,  M'C  ed 
N'CyM'B  ed  N'B  sono  due 
coppie  di  raggi  corrisponden- 
ti in  (M'),  {N'),  e  quindi  C  e 
L' ,  L'  e  B  sono  due  coppie 
di  punti  corrispondenti  in  (e) , 
(6);  ossia,  C ,  Ji  sono  i  punti  di 
contatto  del  fascio  di  2.o  ordi- 
ne ,  generato  da  a ,  coi  raggi 
e  ,  6,  i  quali  sono  due  tangenti 
arbitrarie  di  C3. 


riahile  a,  genereranno  due  fa- 
sci  proiettivi  di  centri  CjB:  e 
perciò  il  punto  A  descriverà  una 
curva  di  2.o  ordine,  alla  quale 
appartengono  i  punti  BCD  [  i 
primi  due,  perchè  centri  dei  fa- 
sci proiettivi  (C)  ,  (B),  e  il  ter- 
zo^ perchè  punto  unito  delle  pun- 
teggiate  prospettive   di  soste- 
gni BD  y  CD].  Inoltre,  BD-cq 
C ,  B  e  CD  '  b  sono   coppie  di 
punti  corrispondenti  in  queste 
punteggiate,  e  quindi  ce  T,/' e 
b  sono  coppie   di   raggi  corri- 
spondenti in  (C)  ,  (J5);  ossia,  e, 
b  sono  tangenti   alla  curva  di 
2.0  ordine,  generata  da  A,  nei 
punti  C  j  B ,  ì  quali  sono  due 
punti  di  contatto  arbitrariidiic:. 


e)  Dunque,  le  tangenti  di  una  curva  di  2.o  ordine,  e  i  loro 
punti  di  contatto  con  la  curva ,  sono  i  raggi  di  un  fascio  di 
2.0  ordine,  e  i  loro  punti  di  confatto  col  fascio:   e  viceversa. 

d)  Tenendo  poi  conto  di  quanto  è  detto  nel  n.o  78,  a)  a 
dritta,  si  può  conchiudere  che  il  punto  dì  contatto  A  di  una 
curva  C3  di  2.o  ordine  con  una  sua  tangente  a  è  il  limite  del 
punto  d'intersezione  di  a  con  un'altra  tangente  variabile  di  e 
che  si  avvicina  indefinitamente  ad  a;  o,  come  suol  dirsi ,  A  è 
il  punto  d' intersezione  di  a  con  la  tangente  di  cs  infinitamente 

vicina 

e)  Siccome  poi,  in  b)  a  sinistra ,  al  muoversi  del  punto  .4 
(fig.  66.«)  sulla  curva  e  di  2.o  ordine,  la  retta  CA  rota  intorno  a 
C,  descrivendo  un  fascio  prospettivo  a  quello  generato  dalla 
retta  NN'  intorno  al  punto  N'  (con  Tasse  BD  di  prospettiva),  e 
quindi  proiettivo  alla  punteggiata  descritta  dal  punto  N^ahj 
nc|. quale  la  tangente  variabile  a  sega  la  tangente  fissa  6,  pos- 
siamo enunciare  il  seguente  teorema: 
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Il  fascio  (ti  rttt/ffi,  che  proietti  i putiti  AA,A^. ...  tìi  una  ciirrn 

w  di  S.o  ordine  da  vn  punto  arbitrario  C  dfUa  curva  stessa,  è 

jiniielliKO  alla  punteggiata,  che  le   tangenti  in  AA,Aj..,  determi' 

imjtn  inpra  una  tangente  arbitraria  h  di  zs. 

81.  Poicliè  le  tangenti  di  una  curva  di  '2.°  ordine  costituiscono 
.'^O,  r)  un  fascio  di  2."  ordine,  e  viceversa,  daremo  in  questo 
numero  forme  difTcrcnli  agli  enunciati  di  alcuni  teoremi  in- 
Ti.nuxi  dimostrati,  ed  a;;gÌuugcremo  altre  proposizioni  che  si  de- 
iliu'ono  immediatamente  (78,  e)  dalle  già  note,  anche  come  norma 
l'cr  lo  studioso  in  casi  simiglianti. 

(i)  Sono  proiettive  (efr.  79,  fi,  a  dritta)  le  pitnti-ggiate,  che 
una  tangente  rariahile  di  una  conica  a  C)  determina  sopra  due 
t'inginti  fisse  U  ,  u'j  e  (  punti  di  contatto  di  a  con  u  ,  u'  sono 
i  jiuiili  delle  punteggiate  (\x)  ,  (u')  ciirrispimdenti  al  punto  uu'. 
b)  Una  conica  è  iudiriduata  (cfr,  79,  d,  a  dritta)  da  5  tan- 
•j'-idi,  ù  da  4  tangenti  e  dal  punto  di  confatto  con  una  di  esse, 
Il  dn  3  tangenti  e  dai  punti  di  contatto  con  due  di  esse. 

e)  Se  un  quadrilatifro  semplice  è  circoscritto  nd  una  conica, 
If  nife  congiungenti  i  punti  di  contatto  dei  luti  opposti  pas- 
"ino  (cfr.  PO,  a,  a  dcstr.t)  ^>er  /'  intersezione  delle  diagonali,  e 
le  nparnno  armonicamente. 

d)  Tenendo  presente  la  dimostr.iziono  del  teorema  ripor- 
tino ne!  n"  80,  a)  a  sinistra,  si  ha  iinindi  il  seguente  enunciato: 
AV  ABCD  {lìg.  6fi.n)  sono  quattro  punti  di  una  conica  a,  ed 
aljpil  sono  ordinatamente  le  tangenti  in  AllCD,  (7  triangolo  dia- 
;l"ifilp  del  quadrangolo  completo  ABCD  coincide  col  trilatero 
''hufmale  del  quadrilatero  completo  alicd;  e  considerando  uno 
AliCD  diti  quadrangoli  semplici  contenuti  nel  quadrangolo  rom- 
piti e  il  qnadrilnlero  semplice  abcd,  le  diagonali  di  ABCD 
liiKs.ino  per  la  intersezione  delle  diagonali  dì  ahcd  e  le  separano 
•""mr-Hicamente f  mentre  i  ]>unti  d'  intersezione  dei  lati  opposti 
di  ABCD  sono  allineati  coi  punti  d'intersezione  dei  lati  opposti 
•li  a1>cd  e  li  separano  armonicamente. 

ej  Da  d)  si  deduce  poi  che,  l.o  dati   4  punti    ABCD  (fig. 


«0  Ji  enrco  ,ji  2."  ordine 
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66. ")  di  una  conica  a  C  la  tangente  a  in  A,  se  »i  cogtntisee  il 
triangolo  diagonale  FGHsfgii  del  quadrangolo  ABCD,  le  rette 
ah-B  ,  agC  ,  af  D  saranno  le  tangenti  b  ,  e  ,  d  di  a  ordinato- 
mente  in  B  ,  C  ,  D  ;  2."  date  4  tangenti  abcd  di  una  conica  e 
e  il  punto  di  contatto  A  di  a,  se  sì  costruisce  il  trilatero  dia- 
gonale fglisFGH  del  quadrilatero  abcd,  si  avranno  in  AE-h, 
AG -e,  AF-d  (■  punti  di  contatto  B  ,  C  ,  D  di  a  ordinatamnit 
con  b  ,  e  ,  d. 

/)  /  piani  tangenti  di  un  cono  V  di  2.»  ordine ,  e  i  loro 
raggi  di  contatto  col  cono,  sono  (cfr.  80 ,  e)  i  piani  di  un  fa- 
scio di  2.0  ordine,  e  i  loro  raggi  di  contatto  col  fascio:  e  eice- 
versa.  Inoltre,  il  fascio  di  piani,  che  proietta  i  raggi  aajaj..- 
del  cono  f  da  un  raggio  arbitrario  del  cono,  è  proiettino  al  fa- 
scio di  raggi,  secondo  cui  i  piani  tangenti  di  V  lungo  a&,a." 
segano  un  piano  tangente  arbitrario  di  V. 


g)  Sono  proiettivi  (cfr.  79, 
b,  a  sinistra)  i  fasci  di  piani, 
che  proiettano  un  cono  quadri- 
co  ''P  (  ossia  i  raggi  di  V  )  rfa 
due  raggi  arbitrarti  del  cono 
stesso. 


Sono  proiettici  (cfr.  81,  n)  < 
fasci  di  raggi,  che  i  piani  tan- 
genti di  un  cono  quadrico  T 
determinano  sopra  due  piani 
tangenti  arbitrarti  del  co»') 
atesso. 


h)  Un  cono  quadrico  è  individuato,  1."  da  5  suoi  raggi  {^ 
da  Ò  piani  tangenti);  2.o  da  4  suoi  raggi  abcd  e  dal  piano  tan- 
gente 'X  lungo  a  (  o  (f a  4  piani  tangenti  aJ^S  e  dal  raggio  di 
confatto  a  di  a);  Z."  da  3  suoi  raggi  abc  e  dai  piani  tangenti 
a ,  ^  luogo  a  ,  b  (o  rf«  3  piani  tangenti  a^y  e  dai  raggi  di  eon- 
tatto  a,  ,h  di  a  ,  f }. 

i)  Se  abcd  sono  4  raggi  di  un  cono  quadrico  ed  «^'(5  so"" 
i  piani  tangenti  lungo  abcd,  il  trispigolo  diagonale  dell'  A  già- 
drispigolo  completo  abcd  coincide  col  triedro  diagonale  d-eW  '> 
tetraedro  comjileto  a^fò;  e  considerando  uno  abcd  degli  Aqua- 
drispigoll  semplici  contenuti  neW  a  qnadrispigolo  completi  e 
l' A  tetraedro  semplice  'x^t^,  i  piani  diagonali  di  s,hcdpns»aH'i 
per  V  intersezione  dei  piani  diagonali  di  a^yS  e  li  separano  ar- 
monicamente, e  le  rette  intersezioni  delle  facce  opposte  di  abcil 
giacciono  in  uno  stesso  piano  con  le  rette  intersezioni  delle  face r 
opposte  di  7.^-;S  e  le  separano  armonicamente. 


i)  Dal  teorema  precedente  si   trae  la  seguente   costnizit 

ella   corica   o ,    individuata   da  cinque 

punti  ABCDE.  sue  tangenti  abcde. 

«unta  una  retta  arbitraria  Sopra  d  sì  assuma  un  punto 
arbitrario  .V",  ciie  non  appar- 
tenga ad  alcuna  delle  rette  alif. 
e  posto  bc^A,  ca^B,ab^C. 
si  costruisca  la  retta  h  (lì  .1/  iu 
guisa  clic  sia  e(n6crf)A.V{-4flCN,: 
sarà  ((  la  seconda  tangente 
condotta  da  M  alla  conic» 
abcde. 
In  fatti,  essendo  [a)lJtf(vlBC'ti  .A 
u(abcd),  risuìta  e{abcd)Au(ab(d  : 
e  quindi  le  sei  rette  abcdett  soni 
tangenti  ad  una  slessa  conica. 


3,  la  quale  seghi  le  rette 

!A,  .4/ì  rispettivamente  nei 
distìnti  A',B',C',  si  co- 
ca il  punto  M  di  u,  in  guisa 

ila  E[ABCD)7^A'B'C'M: 

M  il  secondo  punto  d'inter- 

le   della    conica   ABCDE 

a  retta  u. 

fatti,essendo[a)]i4'fl'C.l/A 

BCD),  risulta  E{ABCD)K 

BCD  )  ;  e  perciò   i   punti 

DE J/ appartengono  aduna 

i  conica.  , 

;)  Se  un  piano  o,  condotto  pel  vertice  S  diìin  triedro  ejy^ 

tega  le  facce  e^i;  ordinatamente  secondo  le   rette  dinlint-^ 

,  e  se  m  è  una  retta  di  e ,  che  passa  per  S  via  non  i  fi- 
sopra  alcuna  faccia  dei  triedro,  si  ha  eTg'ui  a  m(efg5;. 

applichi  questo  teorema  alla  costruzione  di  un  cono  qiiiv 
individuato  da  5  suoi  raggi  abcde,  o  da  5  suoi  piani  tnii- 

I)  Dal  teorema  [a)]  si  trae  il  seguente:  se  una  retta  u  sega 
SS.")  le  facce  Òlf;  di  un  tetraedro  DEFGsSs^-f  ordinal'i- 
1  nei  punti  distinti  D'E'F'G',  si  ha  B'EF'G' A  u(DEF(l). 
fatti,  proiettando  da  D  i  punti  D'E'F'G'  sopra  5,  si  ol- 
ino i  punti  D'E^F^O^  di  una  retta  m,  ,  e  mentre  E^ ,  Fi, 
iaceranno  rispetti  vani  e  ni  e 
rette  FG  ,  GÈ ,  EF,  sarà 
F'G''KD'E^F^G^.  Ma,  se- 
0  col  piano  5  il  gruppo  di 
u{DEFG),  si  ottiene  il 
30  di  raggi  D' (u^EFG) 
ettivo  al  gruppo  di  piani; 
n)]  D'EtF^G^AD'iu.EFG). 
ne  b  anche  D'E'F'  G' 
ìi,EFG)Au(DEFG). 


CRLl'l'I    ARJIONICI. 


84.  a)  Poirlif',  proiettando  4  PoÌc!ic  4  tiin<;*'i 
inulti  AfìClJ  dì  una  conica  da  una  conica  scfrano 
un  quinto  punto  S  della  curva,  si  tanficnte  s  d»'lla  e 
liaunipTippo  diraggi5(.4BCyJ),  do  mi  frruppo  di  \ 
eli.-  rimane  proiettivo  a  sé  sics-  il  quale  rimane  pi 
so  (7:i,  il)  al  variare  di  S,  di-  stesso  (81 ,  a)  al  \ 
remo  che  i  punti  ABCD  fcoiio  diremo  che  le  ta 
'irin'iiiici ,  quando  6  armonico  sono  avmoiikht:,  (\\i- 
il  gruppo  di  rajcfri  S{AIiCD}.  nico  il  gruppo  di  pu 
b)  Se  4  pilliti  ABCD  (o  4  tangenti  alicd)  di  » 
pinnaiio  va  gruppo  armonico,  tale  sarà  pure  (80, 
ifille  tangenti  di  a  in.  ABCD  (o  rfe(  pnnti  di  conti 
aÌR-il). 

f)  La  condizione  necessari 
(lU'illro  pienti  ABCD  di  una 
C'iiica  a  Steno  armonici,  è  che 
it  punto  S  d' intersezione  delle 
f'iageiiii  a  ,  b  in  due  punti  con- 
i'i'j'iti  A  ,  B  sia  allineato  con 
yli  (illri  due  punti  coniugati 
CD. 


!  e  su/Jiciente,  affina 
quattro  tangenti  s 
conica  a  Steno  arni 
la  retta  s,  congiun 
di  contatto  A  ,  B 
genti  coniugate  a , 
punto  d'  intersezio 


Di  vero,  i  gruppi  armonici  [«)] 
'li  raggi  A{ABCD),  B(BÀCD)  (') 
'>uiii>  proiettivi,  ed  hanno  il  rag- 
gio unito  AB.  In  conseguenza 
'■ssi  suno  prospettivi  ;  ossia  i 
l'umi  ab~S,  C ,D  sono  alli- 
iK'ati. 

Viceversa,  se  questi  tre  punti 
'^"111  allineati,  si  ha  A{ABCD)7\ 
li'  UACD):   ma  b  B{BACD, 


tre  due  tangenti  co 
Di  vero ,  i  grup 
[(()]  di  punti  a{nbci 
sono  proiettivi,  cdl 
to  unito  ali.lìi  consi 
sono  prospettivi^  o 
AB  =  s,  c,d  cene 
punto. 

Viceversa,  se  ( 
concorrono  in  un 
a{abcd)7:b(bacd'):  i 


te,  che  dai  punti  A,B  di  «  proietta 
',  sono  le  tangenti  n  ,  i  di  w  in  A  ,  B. 
i,  secondo  cui  la  tangenti  a  ,  b  di  or  hoi 
i  punti  di  eouiatto  A  ,  Il  ài  tì  con  a  , 


VD)  ;  dunque  sarà 
)7:A{BACD),  e  perciò 
0  A{ABCD)^  armonico, 
'oicliè  4  raggi  abcd  di 
qoadrico  V  sono  pro- 
a  un  quinto  raggio  a 
idiantc  un  gruppo  di 
:bcd),  che  rimane  pro- 
se stesso  (81,  g)  al 
il  8,  diremo  che  i  rag- 
iono armonici,  quando 
ico  il  gruppo  di  piani 


i  enunciino  i  teoremi  sul  i 
Ili  contenuti  in  6) ,  e)  {'). 


7\  a(bacd):  dunque  sarà  fl(((brrfì 
7\a(bacd),  e  perciò  il  gruppo 
a{abcd)  è  armonico. 

Poicliè  4  piani  tangenti  aj-;'' 
di  un  cono  quadrìco  T  st-ganu 
un  quinto  piano  tangcutc  s  di 
¥  secondo  un  gruppo  di  ragfji 
c(a^TS) ,  che  rimane  proieiiivi> 
a  Bè  stesso  (81,  g)  al  variane  di 
a,  diremo  che  i  piani  tangenti 
off 6  sono  armonici,  quando  i 
armonico  il  gruppo  di  ragp 
ciarlò). 

I  quadrico  analoghi  (Tt<. 


I  Se  un  V  ABC  (flg. 
ircoscritto  ad  una  co- 
due  vertici  B,  C  sono 


Due  lati  A'B',A'C'  (fig 
un  V  A'B'C  iicriUo  i 
conica  C  «ono  separati   aria» 


monicamente  dal  punto  \  nicamente   dalla    tangente  BC 
flg.  e.'J.» 


loA' del  lato  BC  con  la  i  delta  conica    nel  vertice    A'    f 
dalla   retta    conghin-  I  dalla  retta  congiungeale  A'  at 

itudioso  dove  sempre  dedurre  (78,  e)  dalle  proposiiioni  dimo- 
le  coniche  le  analogha  par  i  coni  quadrici,  da  noi  quasi  >tcin- 


COPriE   DI    ELEMENTI    IMMAGINARII. 

Ì6.  a)  Data  una  retta  r  nel  i  Dato  un  punto  R  nei  piovo 
ino  di  uìia  conica  a,  i  fasci  di  una  conica  a,  se  »i  praìrl- 
raggi,  che  pi-oiettano  questa  tono  da  R  ìe  punteggiate  prò- 
rva  da  due  suoi  punii  orbi-'  ieftive,  secondo  cui  le  tangenti  dì 
irti  S,  S,,  determinano  sopra    a  segano  due  tangenti  arbiln- 


•ina  proiettività  di  punti  P 
quale  varia  ingenerale  alva- 
ire  di  S ,  S,  ,  ma  ha  sempre 
a  stessa  involuzione  unita, 
e  diremo  involuzione  (r)  rfi  e 


,  s,  di  questa  curca ,  'i 
ottiene  una  proiettività  di  rag- 
gi ?' ,  la  quale  varia  in  gem- 
rale  al  variare  di  &  ,  B^jinakn 
sempre  una  stessa  involuziont 
unita,  clic  diremo  involnzioue 
(R)  di  a. 
Di  vero,  ecambiando  tra  loro  S,  Si,  si  ottiene  la  proiettivìià 
',  che  lia  (G8,  h)  con  P  la  stessa  involuzione  unita. 
Inoltre,  assunti  in  t3  4  altri  punti  arbitrarli  S^Sj,AB,  e  posm 
SSi=L,r-SA=M,  r.Slt=N,r-S,S^=L^,r.S^A^M, ,  r-5,B=.V,, 
eh  P=^  ^  ^i  e  posto  >■■SS^=K,r■SiA=^f^,r•StBs^\,SArà 

—  T  1/  V  ^*  proiettivitii  determinata  sopra  r  dai  fasci  elie 
aiettano  o  da  S,S^.  Ma  i  quadrangoli  SS,.%A ,  SS,S,lì. 
rati  da.  i;  dftnno  le  involuzioni  evidentemente  disliiiti' 
h'M^LM^L^M,  Ì'=KA\-  LXi-  Li^jle  quali  sono  amendue  ar- 
)niche  (69,  e)  all'involuzione  unita  di  ciascuna  delle  proiettiviii 

Pj,  Dunque  queste  involuzioni  unite  debbono  (70,  a)  coiii- 
lere;  e  perciò  il  teorema  a  sinistra  k  dimostrato,  quando  in 
ce  dì  S ,  Sf,  si  considerano  i  centri  di  proiezione  S,  S^,  » 
cr  quanto  si  è  notato  nel  principio   di  questa  dimostrazione,' 

,S. 

In  conseguenza,  il  teorema  reggerà  pure,  quando  invece  di 

,-S  si  sostituiscono  i  centri  di  proiezione  S^ ,  S^\  e  il  teoreuia 
sinistra  è  cosi  dimostrato. 

Il  teorema  a  dritta  si  dimostrerà  analogamente,  a^sunifiulo 
altre  tangenti  arbitrarie  s,s^db  della  conica  e,  proiettaodo  da 
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U  !e  duo  coppie  di  puiitOjSgiato  proicitive  che  le  taii;;enti  di  = 
ilctfnuinano  sopra  !e  due  coppie  di  taugenti  ss, ,  b^»^,  c  ricor- 
romlo  alle  due  involuzioni  dt  ragpi  elio  proiettano  da  R  lo  tre 
(■i>|ipic  dì  venici  opposti  di  ciascuno  dei  quadrilateri  8/(,s,a , 
jj'i .'.(.. 

h)  Evidentemente  poi,  bc- 
fniido  che  T  sega  o  in  due 
limiti  mali  e  distinti  B ,  F,  o 
W  è  tangente  In  un  punto  E,  l'in- 
vDJuzkme  (r)di  n  6  iperbolica  di 
punii  doppi  E,  F,  o  parabolica  di 
puiuo  doppio  E;  e  viceversa. 
In  consof^ucnza,  quando  o  non 
avrfi  alcun  punto  reiile  comune 
ciKi  r,  diremo  che  o  hacomii- 
w.  f.'in  r  ìa  coppia  di  punti  ìm- 
m'tgiimrii ,  rajtjiresentata  dnl- 
ì'  inrolnzione  (r)  di  a\  e  cosi 
aire  Ilio  definito  le  coppie  di 
l'ìnili  immngiitaril  di  una  co- 
nica. 

e)  Dunque,  vna  conica  a 
'"1  sempre  dun  punti  {reali  e 
il' 'fiati ,  coincidenti,  o  imma- 
giiinrii)  fitunti  sopra  una  retta 
•['wliinque  r  dal  suo  piano;  e 
^'■conilo  chf*  questi  punti  sono 
T'iili  e  distinti,  o  iramayinani, 
lìircino  che  r  è  una  segante 
ct''lla  conica  ro,  o  è  una  retta 
'■'i.friia  alta  conica  stessa. 


Evidentemente  poi,  secondo 
che  per  R  passano  due  taufrenli 
e,f  di  a  reali  e  distinte,  o  una 
sola  e  (e  quindi  R  appartiene 
ft  a),  r  involuzione  (R)  di  a 
li  iperbolica  di  rafTfri  doppi  e,  f, 
o  parabolica  di  rafrgio  doppio 
e\  e  viceversa.  In  conseguenza, 
quando  per  U  non  passa  al- 
cuna tangente  reale  di  n,  di- 
remo che  per  R  pausa  una  cop- 
pia di  tangenti  immaginarie, 
rapprcnentata  fiali'  involuzione 
(R)  dì  d  ;  e  cosi  avremo  de- 
finito le  coppie  di  tangenti  im- 
maginarie di  una  conica. 

Dunque  ,  ^Jer  un  punto  qua- 
lunque R  del  piano  di  una  co- 
nica vi  passano  acìnpre  due  taa- 
gcnli  (  reali  e  distinte,  coinci- 
denti, o  immaginarie)  di  a\  e 
secondo  che  queste  tangenti  so- 
no reali  e  distinte ,  o  immagi- 
narie, diremo  che  R  è  esterno, 
o  interno,  alla  conica  a. 


(!'•  La  proprietà  rilevata  in  e)  a  sinistra  b  quella  che  pro- 
priamente fa  dire  die  una  conica  è  una  curva  di  2."  ordine, 
iiiiTitre  quella  rilevata  in  e)  a  dritta  la  fa  chiamare  curva  di 
-■"  cì/tsse;  e  per  questa  doppia  proprictìi  si  dico  pure  che  una 
cmioa  è  una  curva  dì  2.»  grado. 


fi)  Se  t  passa  pel  punto 
d'intersezione  U  delle  tangenti 
a  a  in  8  ,  Si  —  punto  che  è 
(78,  b,  a  dritta)  il  centro  di  col- 
lincazione  dei  fasci  che  proiet- 
tano o  da  5 ,  S'i  —  la  proietti- 
tivìtà  P  è  (57 ,  n,  a  dritta)  in- 
volutoria,  e  quindi  coincide  (IJ8, 
17)  con  la  sua  involuzione  uni- 
ta; ossia  P  è  [a)]  l'inooluzinne 
(r)  di  n:  e  viceversa  (57,  n,  a 
dritta). 

/*)  Dunque,  indicando  con 
r  una  retta  del  piano  di  un 
triangolo  SAS,  iscritto  in  una 
conica  a,  e  posto  r-AS  =  M, 
r- AS,  =  M,  ,  se  r  passa  per  l'tn- 
tersezioneU  delle  tangenti  6, a^ 
alla  conica  in  S  ,  S, ,  i  punti 
M  ,  M,  sono  [e)]  coniugati  nel- 
V  involuzione  (r)  di  s:  e  vice- 
versa. 


Se  R  giace  sulla  retta  urte 
congiunge  i  punti  di  conditi'^ 
di  a  con  s  ,  s,  —  retta  che  * 
(78,  6,  a  sinistra)  l'asse  di  co!- 
lineazione  delle  punteggiatn  si*- 
condo  cai  le  tangenti  di  e  se- 
gano s  ,  81  —  la  proiettiviià  P' 
è  (57,  a,  a  sinistra)  invoiuiorìa. 
0  quindi  coincide  (SS,  g)  eoa 
la  sua  involuzione  unita;  ossia 
P'  è  [a)]  V  involuzione  (R)  di 
zs  :  e  viceversa  (57 ,  a,  a  sini- 
stra). 

Dunque,  indicando  con  R  «n 
punto  dei  piano  di  un  trilntem 
sasj  circoscritto  ad  una  coitici^ 
a,  e  posto  R'as=m,  R-a3,=m|, 
se  K  giace  sulla  retta  u  che  coii- 
giange  i  punti  di  contatto  delta 
curva  con  s  ,  B^ ,  le  rette  in,  uij 
soìio  [e)]  raggi  coniugati  iiel- 
l' involuzione  (Ri  di  a:  e  vict- 
versa. 


Per  dimostrare  la  proposizione  inversa  a  sinistra,  sì  osscni 
elle  M ,  J/j  sono  punti  corrispondenti  nella  proiettivilà  P ,  de- 
tcrminata sopra  r  dai  fasci  che  proiettano  e;  da  ■S' ,  S^.  Ma  -V. 
Mi  sono  punti  coniugati  per  ipotesi  nell'involuzione  (r)  di  ~. 
la  quale  è  [a],  a  sinistra]  l'involuzione  unita  dì  P ,  e  quindi  P 
(72,  a)  coincide  con  questa  involuzione.  Dunquo  (57,  a,  a  drit- 
ta) r  passa  per  fj. 

Analogamente  si  dimostra  la  proposizione  Inversa  a  dnttii. 

g)  Posto  in  f)  a   sinistra   SSi^u  ,  rus=  li ,   l'involuzione 

(»■)  di  o  è  {UR,  MM^]~ì^.  E  poiché  le  rette  AS,  AS,  penetrano 

amendue  nel  ^  SASi  o  ninna  di  esse  vi  penetra  ('),  evidenti'- 

mente  le  coppie  US,  MM,  non  si  separano,  0  sì  separano,  se- 


(')  Per  ^SAS, 
SA  ,  JS,  ,  SiS. 


intende  qui  la  parte   del   suo    piano   compresa   1 
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fondo  clic  r  giace  in  quello  del  due  a  completi  formati  da 
ji .  j(,  flift  comprende  il  punto  A,  o  giace  nell'  altro  A  completo. 
In  conseguenza,  i  punti  rts  (cioè  i  punti  comuni  ad  r  e  a), 
che  sono  i  punti  doppi  di  J, ,  separano  sempre  armonicamente 
C.R,  e  sono  reali  e  distinti  nel  primo  caso  ed  immaginarli 
iii;l  secondo. 

Dunijuc,  una  conica  ts  é  tutta  coìn2>resa  in  uno  nolo  dei  due 
angoli  completi,  formati  da  due  sue  tnniffnti  reati  qualunque 
s,S[  [');  ed  esistono  nel  piano  di  una  conica  oo  rette  esterne 
[e,  a  sinistra]  ad  essa. 

k)  Da  quanto  è  detto  in  e[uesto  n.o  si  trae  {78,  e)  che, 


indicando  con  p  un  piano  qua- 
lunque ,  condotto  pel  centro  S 
ili  un  cono  qnadrìeo  T, 

I.fl  la  proiettività  di  raggi, 
rhi;  si  determina  sopra  p  dai 
fiifcì  di  piani  che  proiettano  V 
ilu  due  suoi  raggi  arbitrarti 
s  .  Sj  ,  varia  in  generale  al  va- 
riare di  s  ,  s^  ,  ma  ha  sempre 
una  nfessa  involuzione  unita, 
tlie  sì  dirà,  involuzione  (f  )  di  T: 


:  questa  involu- 
zione è  iperbolica  di  raggi  dop- 
i'i  ^  >f)  0  parabolica  di  raggio 
do|ipio  e,  secondo  che  T  Iia 
comuni  con  p  1  raggi  e  ,  f ,  o 
è  tangente  a  p  lungo  e ,  e  vi- 
ceversa, cosi,  quando  T  non  ha 
connine  con  p  alcun  raggio  rea- 
le (ossia  quando  p  ha  comune 
cm  ¥  il  solo  punto  reale  S) , 
'liremo  che  V  ha  comune  con 
'f  la  coppia    di  raggi  immagi- 

>')  Se  »,*,  Hono  II  ,«  è  compresi 
'te  [|  detarminano  nel  loro  piano. 


indicando  con  r  una  retta  qua- 
lunque,  condotta  pel  centro  S 
di  un  cono  quadrico  T, 

1."  se  si  2>roieftano  da  r  i 

fasci  di  raggi  determinati  dai 
piani  tnui/enti  di  ?'  sopra  due 
piani  tangenti  arbitrarli  a  ,  C[, 
si  ottiene  una  j'roiettieità  di 
piani,  che  varia  in  generale  al 
variare  di  o  ,  e, ,  ma  ha  sempre 
una  stessa  involuzione  unita, 
clic  ai  dirà  involuzione  (r)  rf(  Vi 
2.0  siccome  questa  involu- 
zione k  iperbolica  di  piani  dop- 
pi =,  9,  o  parabolica  di  piano 
doppio  £ ,  secondo  che  W  ha 
due  piani  tangenti  è  ,  9  reali 
e  distinte  clic  passano  por  r,  a 
È  tangente  ad  un  piano  e  lun- 
go r,  e  viceversa,  così,  quando 
per  r  non  passa  alcun  piano 
reale  tangente  a  ¥,  diremo  che 
2>er  r  passa  una  coppia  imma- 
ginaria di  piani  tangenti  a  V, 

.  in  una  dolle  due  strisce,  elio  quc- 


narli  rappresentata  dall' inv 
luzione  (p)  di  T,  ed  avremo  i 
tal  modo  definito  le  coppie  t 
raggi  immaginarli  di  un  co» 
quadrico: 

3."  S'  ha  quindi  sempre  e 
munì  con  p  due  raggi  (reali 
dintinti,  coincidenti,  o  immat, 
narii)  ;  e  secondo  che  qucf 
raggi  sono  reali  e  distinti , 
iinmaginarii,  si  dirà  clie  p 
un  piano  segante  T,  o  esteri 
a  T: 

i)  La  proprietà  di  tin  ce 
sinistra,  è  quella  clie  propria! 
6  una  Euperlicie  conica  di  2.' 
il),  3.0,  a  dritta  fa  dire  che  < 
classe  ;  e  per  la  duplice  prò 
quadrico  k  una  superflcie  co 

k)  Uh  cono  quadrico  V 
dei  due  a  diedri  completi,  } 
qualunque;  e  pel  vertice  di  1' 

87.  a)  Proiettando  tutt'ì  p 


AU K,  0  nello  stesso  t 
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b)    Un  circolo  è  una  curva  di  2.o  ordine j  e  passa  per  i  jninti 
ciclici  del  suo  piano  o. 

In  fatti,  un  circolo  qualunque  C3  può  immaginarsi  [a)]  gene- 
rato (lai  fasci  {U),(U^)  direttamente  uguali  (e  quindi  proiettivi), 
che  lo  proiettano  da  due  suoi  punti  U,  U''^  a  a  è  perciò  (78,  /;) 
una  cui  va  di  2.o  ordine.  Inoltre,  indicando  con  {U)^  il  fascio 
(1")  trasportato  parallelamente  a  so  stesso  sino  a  che  V  coin- 
cida con  U,  i  fasci  {U)y{U)^  costituiscono  una  rotazione  R;  e 
i  fasci  {U)  y  U^)  determinano  sulla  retta  all'infinito  r,^  di  o  la 
stessa  proiettività  P^  determinata  sopra  r^  da  R,  e  perciò  P^ 
lui  (75,  dj  h)  per  involuzione  unita  la  circolare.  In  conseguenza 
ij^i),  a,  a  sinistra),  T  involuzione  (r^)  di  c3  è  la  circolare,  ossia 
i  punti  ciclici  (75 ,  h)  del  piano  e  appartengono  (80,  e,  a  si- 
nistra) a  C3. 

e)  Due  fasci  di  raggi  direttamente  uguali  (fig.  70.«)  (U) 
=abcd  .  .  .  ,  (U')  =  a'b'c'd'. .  .  di  un  piano  o,  che  non  sono  prò- 
spettivi  0  sovrapposti,  generano  un  circolo  cs,  che  passa  per  U,U' 
ad  ha  per  tangenti  in  U ,  U'  i  raggi  UM=m,  U'Ij'=1'  dei  fasci 
(U)  ,  (C)  corrispondenti  al  comune  raggio  UU'. 

Di  vero,  se  da  LT,  U^  si  proietta  il  circolo  C3,  individuato  dai 
tre  punti  U ,  U'  ,  aa' =  A ,  si  ottengono  [a)]  'due  fasci  di  raggi 
direttamente  uguali:  e  questi  coincidono  coi  fasci  {U)  =  al)c,„, 
^U[.^a'b'c\,.  j  perchè  due  fasci  direttamente  uguali  sono  evi- 
dentemente definiti  da  una  sola  coppia  di  raggi  corrispondenti. 
Dunque  [a)]  il  teorema  è  dimostrato. 

d)  Ogni  curva  C3  di  2.o  ordine^  che  passa  per  i  punti  ci- 
clici del  suo  piano  e,  è  un  circolo:  poiché  i  fasci  di  raggi,  che 
proiettano  zs  da  due  suoi  punti  U ,  U'y  determinano  sulla  retta 
air  infinito  di  g  una  proiettività,  che  per  ipotesi  ha  per  involu- 
zione unita  la  circolare;  e  quindi  questi  fasci  sono  (75,  g,  h)  di- 
rettamente uguali,  e  perciò  [e)]  o  è  un  circolo, 

e)  Ogni  curva  C3  di  2,o  ordine  può  considerarsi  come  la  se- 
zione jfiana  di  un  cono  a  base  circolare, 

Sieno  (U)~abc  .  .  .,  (U')  =  a'b'c'  .  .  .  i  fasci  di  raggi  gene- 
ratori di  o;  ed  assunta  (8(5,  e,  2.«)  una  retta  s  del  piano  o  di  C3, 
la  quale  non  abbia  con  C3  alcun  punto  reale  comune,  si  ponga 

ii\abc  . .  .)~ABC  . . .,  s{a'b'c' . .  ,)=A'B'C^ ., . :  san\  ?^\.,j,,/,,  ...una 


proiettivita,  la  cui  involuzio 
(77,  o)  un  punto,  dal  quale 
B,  proiettando  da  S  i  punti 
c^  \\  al  piano  Ss,  i  ragg:i  a, 
pra  0,  nei  raggi  a^,  i,  ,  e, 
SA,  SB,  se,...,  mentre 
proietteranno  nei  raggi  a\ 
mente  a  SA' ,  SB' ,  SC ,  .  . 
{L\)^a,b,c,...,(U\)^a 
guali,  e  genereranno  un  ce 
Dunque  il  cono  Y,  clie  da 
nato  dal  piano  a  secondo  I 

88.  a)  Se  {U)=abc...,  (V 
raggi,  coi  centri  U ,  U'  aì 
le  rette  a,6,c,-..  di  U,  parali 
atituiscono  tin  fascio  direttai 
iettivo  ad  (U):  e  l'involuzion 
può  esaere  iperbolica  di  rag 
gio   doppio  e,  o  ellittica. 

Ora,  se  I  è  iperbolica,  ai 
in  {U')  i  raggi  e' ,  f  ordìn 
i  duo  soli  punti  all' infinito 
le.  Siccome  poi  questa  cui 
suo  piano  nei  punti  reali  e 
8ti  punii  (come  in  tutti  gli 

e  diconsi  aesintoH  dell'iperbole.  Inoltre,  un'iperbole  è  tutta  con- 
tenuta (86,  g)  in  uno  solo  dei  due  a  completi  formati  dai  suoi 
assintoti:  e  questo  A  è  quello  che  chiameremo  angolo  degli  a»- 
tintoti. 

Se  I  i>  parabolica,  a  ha  un  solo  punto  all'infinito,  cioè  quello 
£„  di  direzione  e;  e  la  retta  all' infinito  r^  è  tangente  in  E^ 
alla  curva  a,  la  quale  riceve  il  nome  di  parabola. 

Se,  in  fine,  J  è  ellittica,  a  non  ha  alcun  suo  punto  reale  al- 
l' infinito,  e  prende  il  nome  eli  ellisse. 

h)  Dunque  le  coniche  si  suddividono  in  tre  specie,  iperboli, 
parabole,  ellissi;  ed  una  conica  appartiene  alla  1.»,  alla2.».  o 
alla  3.«  specie,  secondo  che  ì  due  punti,  che  essa  ha  in  comune 
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con  la  retta  all'infinito  del  suo  piano,  sono  reali  e  distinti,  co- 
incidenti, o  immaginarii. 

Tra  le  ellissi  vanno  annoverati  (87,  h)  i  cerchi. 

Una  iperbole  poi  si  dice  ortogonale^  o  equilatera^  quando  gli 
assintoti  sono  _]_  tra  loro;  ossia  (75,  h),  quando  i  punti  all'  in- 
finito deir  iperbole  separano  armonicamente  i  punti  ciclici  del 
suo  piano. 

e)  Se  i  centri  di  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (U) ,  (U')  di 
un  piano  a  sono  punti  alV  infinito  di  direzioni  differenti ,  e  i 
fasci  non  sono  iirospettivi  (ossia,  la  retta  all'  infinito  di  o  non 
è  un  raggio  unito),  la  conica  generata  da  (U)  ,  (U')  è  un'  iper- 
bole [perchè  deve  passare  (78^  h)  per  Z7,  £/"'],  i  cui  assintoti 
80)10  II    alle  direzioni  di  U  ,  U'. 

d)  Se  è  alV  infinito  il  solo  centro  U'  dei  fasci  proiettivi 
di  raggi  (U)  ==  abc...,  (U')  ^  a'b'c'. . .  di  un  piano  Oy  e  i  fasci 
mm  sono  prospettivi ,  la  conica  xz  da  essi  generata  sarà  nna 
parabola,  o  un'  iperboley  secondo  che  il  raggio  V  di  (U'),  corri- 
spondente al  raggio  1  di  (U)  ||  ad  a'b'c'...,  è  all'  infinito,  o  al  fi- 
nito (^);  perchè  V  è  (78,  b)  la  tangente  di  C3  nel  suo  punto  al- 
l'infinito  U'. 

e)  Data  una  tangente  al  finito  a  di  una  conica  C3,  se  que- 
)ita  è  un'  ellisse  o  un'  iperbole,  e  se,  essendo  un'  iperbole,  non  è 
a  un  suo  assintoto,  esiste  lui  altra  tangente  b  al  finito  parai- 
Ma  ad  a  (che  è  la  seconda  tangente  condotta  a  C3  dal  punto  al- 
l' infinito  di  a);  ma,  se  a,  è  un  assintoto  dell'iperbole  C3  ,  b  coin- 
cidtrà  con  &,  e  se  rs  è  nna  parabola ,  b  sarà  la  retta  all' in- 
finito  del  suo  piano. 

f)  Segando  un  cono  quadrico  ^  (p.  e.  un  cono  a  base  cir- 
colare) di  centro  al  finito  >S^,  con  piani  non  appartenenti  ad  ^S', 
si  possono  ottenere  le  suddette  tre  specie  di  coniche. 

In  fatti,  un  piano  e  di  yS'  può  segare  V  secondo  due  raggi 
rf-ali  e  distinti  a,b,  o  può  essere  tangente  a  Y  lungo  un  rag- 
J?io  a,  0  può  avere  (86,  A:)  con  W  il  solo  punto  reale  comune  S 
•Ossia  può  avere  comuni  con  Y  due  raggi  immaginarli). 

Ora ,  conducendo  un  piano  qualunque  p  1 1  a  o ,  la  sezione 
^^'~zs  è  (78,  e)  una  conica,  la  quale,  nel  primo  caso,  contiene 


«'t  Ossia,  secondo  che  le  rette  ab'  .ab  ,  ac'  .ac  sono  ||,  o  pur  no. 
Hxìi'si A.  — Geometria  proiettiva.  2'd^ 


1  punti  I 
toti  t ,  t 
genti  a 
V  (e  prò 
da  una 
costa  di 
di  t,ti, 
e  osti  tuie 

Nel  s. 
pV,  la  e 

Nel  t< 
nito,  e 

Notìa: 
1'  ellisBe 
In  Bè  st 
proietta 
l' iperbc 

ff) 
finito  S 
cilindro 
nerato  i 
però  pr 

Un  ci 
UHico,  I 
nente  a 
(ciò  che 
tuati  ne 
iinmagì 


di  giud 

a,  qua 
rano;  e 
rinvciiii 

6)  Ce 

aovrapi 
in  V,ì 
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In  fatti,  la  proiettività  P^  ^  ,      . . .,  considerata  nel  n.o  88,  a), 

è  un'  involuzione  simmetrica;  e  quindi  1  suoi  raggi  doppi  e^f 
sono  _L  tra  loro,  ossia  a  è  un'  iperbole,  i  cui  assintoti  sono  _]_. 
Inoltre,  se  è  ò  ^  UU^  ^a\  sarà  a^  ^  6 ,  e  quindi  h^^a  ,  ò'  jj  a; 
('Sisia  le  tangenti  a,  6'  di  n  in   f7,  U^  sono  parallele. 

e)  In  seguito  mostreremo,  come  si  possa  giudicare  della 
specie  di  una  conica  C3,  individuata  mediante  tangenti,  ossia  me- 
diante due  punteggiate  proiettive  {xC) ,  (w'),  le  quali  generano  il 
fascio  di  raggi  di  2.o  ordine  che  inviluppa  C3  (80,  e). 

Diremo  solo  per  ora  che,  la  condizione  necessaria  e  sufficien' 
ì*",  asiache  due  punteggiate  proiettive  (u)  ,  (yJ)  di  un  piano  o, 
/  cui  sostegni  sono  rette  al  finito,  generino  una  parabola,  è  che 
h  due  punteggiate  sieno  siniili,  ma  non  prospettivej  né  sovrap- 
poste;  poiché  solo  allora  la  retta  all'infinito  è  tangente  alla  curva 
ir^ncrata  da  (ti)  ,  («/). 

d)  Ma,  se  w'  è  la  retta  all'  infinito  di  a\  ossia,  se  in  un  pia- 
un  G  sono  dati  un  fascio  di  raggi  (U')^  a'b'c'...,  ed  una  pun- 
U'dgiata  al  fluito  (u)  ^  ABC...  proiettiva  al  fascio  (U'),  l^  rette 
abc....,  che  passano  per  KBO,„  e  sono  \\  ordiiiat amente  ad  a'b'c'..., 
n  concorrono  in  uno  stesso  punto,  o  inviluppano  una  parabola: 
[icrchè,  nel  secondo  caso,  la  retta  air  infinito  di  o  è  tangente 
alla  conica  inviluppata  dalle  rette  abc„„ 

90.  o)  Nel  considerare  sino  ad  ora  le  forme  di  2.o  ordino 
{ronerate  da  due  forme  semplici ,  proiettive  ed  omonime,  di  un 
piano  e  (o  di  una  stella  [S]),  abbiamo  supposto  che  le  due  for- 
me generatrici  non  sieno  prospettive,  né  sovrapposte. 


Ora,  se  due  ffisci  di  raggi 
' '^  )  ì  (^')  di  un  piano  o  sono 
I»rospettivi,  il  luogo  del  punto 
d'intersezione  di  due  raggi  cor- 
rispondenti costa  di  due  rette, 
(.'he  sono  UU'  ^  e  e  T  asse  di 
prospettiva  f. 


Ora,  se  due  punteggiate  {u), 
(u')  di  un  piano  e  sono  pro- 
spettive, le  rette  congiungcnti 
i  punti  corrispondenti  formano 
due  fasci  di  raggi  di  l.o  ordi- 
ne, i  cui  centri  sono  il  punto 
uu' ^E  e  ì\  centro  di  prospet- 
tiva F,  o,  come  suol  dirsi,  invi- 
luppano (cfr.  89,  e)  i  punti  E,F. 
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degenere,  costituito  da  due  pia- 
ni (reali  e  distinti,  coincidenti j 
0  immaginarii). 


quadrico  degenere,  costituito  da 
due  rette  {reali  e  distinte^  coin- 
cidenti, 0  immaginarie^. 


E  suol  dirsi  ancora  che ,  se  sono  prospettive  o  sovrapposte 
le  forme  proiettive  che  generano  un  cono  quadrico,  questo  de- 
genera (o  *i  spezza)  in  due  piani,  quando  le  forme  generatrici 
sono  fasci  di  piani,  e  in  due  rette,  quando  le  forme  generatrici 
sono  fasci  di  raggi. 

e)  Noi  però  intenderemo  di  escludere  sempre  tutte  queste 
forme  degeneri  di  2.o  ordine,  a  meno  che  il  contrario  non  ri- 
salti dalla  forma  del  dire. 
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TEOREMI   DI   PASCAL   E   DI   BRIANCHON. 


91.  a)  Se  123456  sono  i  ver- 
tici successivi  di  un  esagono 
semplice  iscritto  in  una  conica 
13,  i  punti  12  •  45=L,  23  •  56=M, 
o4-61^X,  nei  quali  si  segano 
i  lati  opposti,  giacciono  in  una 
medesima  retta  p  (ossia,  123456 
è  nn  esagono  Pascal). 


Se  l'2'3'4'5'6'  sono  i  lati  suc- 
cessivi di  un  seilatero  semplice 
circoscritto  ad  una  conica  a  , 
le  rc«el'2'.4'5'=l,2'3'-5'6'=m, 
3'4'*6'l=n,  che  congiungono  i 
vertici  opposti  {}) ,  concorrono 
in  uno  stesso  punto  B  (ossia , 
l'2'3'4'5'6'  è  un  seilatero  Brian- 
chon). 


Questi  due  teoremi  sono  evidenti,  in  virtù  di  quelli  riportati 
nel  n.o  42,  e)  e  nel  n.o  44,  e):  poiché  (79,  b,  a  sinistra),  proiet- 
tando quattro  qualunque  dei  punti  123456  di  a  dagli  altri  due, 
si  hanno  due  gruppi  proiettivi  di  raggi,  e  segando  (81,  a)  due 
qualunque  delle  tangenti  l'2'3'4'5'6'  di  C3  mediante  le  rimanenti 
quattro,  si  ottengono  due  gruppi  proiettivi  di  punti. 
6)  Possiamo  quindi  conchiudere  (cfr.  42,  e)  che, 


sei  punti  arbitrarli  di  una  co- 
nica a  sono  i  vertici  di  sessanta 
esagoni  Pascal,  e  quindi  danno 


sei  tangenti  arbitrarie  di  una 
conica  C3  sono  i  lati  di  sessan- 
ta seilateri  Brlanchon,  e  quindi 


0)  Queste  tre  rette  l,  m,  n  si  sogliono  chiamare   diagonali  principali 
del  seilatero. 
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luogo  a  seesanta  corrispondenti 
rette  Pascal. 

e)  Si  noti  poi  che  il  teore- 
ma di  Pascal,  relativo  ai  sei  lati 
di  un  esagono  semplice  iscritto 
in  una  conica  o,  si  applica  an- 
cora ai  cinque  lati  dì  un  pen- 
tagono semplice  iscritto  in  ra 
ed  alla  tangente  in  uno  dei  suoi 
vertici,  non  che  ai  quattro  lati 
di  un  quadrangolo  semplice  i- 
scritto  in  ts  insieme  alle  tan- 
genti in  due  dei  suoi  vertici,  ed 
ai  tre  Iati  di  un  triangolo  iscrit- 
to in  13  insieme  alle  tangenti 
nei  suoi  tre  vertici,  purché  cia- 
scuna tangente  venga  conside- 
rata come  un  lato,  inserito  tra 
i  due  lati  che  passano  pel  pun- 
to di  contatto  della  stessa  tan- 
gente. 


dimostrare  dii 


Andiamo  ora  [ 
enunciato. 

d)  Supponendo  6b£1  in  a) 
a  sinistra,  ossia,  supponendo 
che  ai  lati  56,61  dell'esagono 
semplice  123456  si  sostituisca- 
no ordinatamente  il  Iato  51  del 
pentagono  semplice  12B45  e  la 
tangente  t  di  o  nel  vertice  1, 
si  trae  [  e)  a  sinistra  ]  che ,  se 
12345  è  un  pentagono  semplice 
iscritto  in  una  conica  a,  il  pun- 
to N  d' intersezione  della  taii- 
ffente  nel  oerticp.  1  coi  lato  op- 
posto a,  e  i  punti   l'2-45^L, 


Supponendo  6'^1'  in  «i  » 
destra ,  ossia,  supponendo  che 
ai  vertici  5'6',G'I'  del  seilatero 
semplice  l'2'3'4'5'6'  si  sostitui- 
scano ordinatamente  il  vertice 
5'1'  del  cinqiiilatero  semplici' 
l'2'3'4'5'  e  il  punto  di  contatto 
r  di  o  col  Iato  1',  si  trae  fé)  a 
dritta]  che,  se  l'2'3'4'5'  è  un 
cinquilatero  semplice  circoscritto 
ad  una  conica  a ,  la  retta  n , 
che  coiiginnge  il  punto  di  con- 
tatto   T   del  lato    V  col  vertice 
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2  :]  •  5 1  ^  M ,   gin  e  e  lo  n  o    hi    n  n  a 
f<fessa  retta. 


opposto  3'4',  e  le  rette  V2''^'5'=\, 
2'3''5'1  =m,  concorrono  In  uno 
stesso  punto. 


In  fatti,  pel  teorema  a  sinistra  [ripetendo  in  sostanza  la  di- 
mostrazione del  n.o  42,  e)]  si  osserverà  che,  essendo  proiettivi 
i  g:riippi  di  rag^i  1  (524  t) ,  3  (5241),  questi,  segati  ordinatamente 
dalle  rette  45,  51,  danno  1  gruppi  prospettivi  5L4^,  òMKl  (do- 
ve è  /r=45.e,  A'=34-51):  sicché  le  rette  L3f ,  A'4=34  ,  m=t 
concorrono  in  uno  stesso  punto;  ossia,  i  tre  punti  L^12-45  , 
Jf=  23-51,  N  =  34:'t  sono  allineati. 

Similmente,  pel  teorema  a  dritta,  posto  h^<i'5'-  T,  A:^3'4'-5'l', 
si  ha  che  i  gruppi  proiettivi  di  punti  l'(5'2'4'r),  3'(5'2'4'1')  sono 
proiettati  ordinatamente  dai  punti  4'5' ,  5'1'  mediante  i  gruppi 
|iros])ettivi  di  raggi  5747i ,  ò'mkl']  e  quindi  sono  allineati  i  punti 
/m,  A-4'=3'4' , /il'=r;  ossia,  le  rette  /=1'2'.4'5' ,  7nE=2'3'.5'l' , 
n^!V4'' r  concorrono  in  un  medesimo  punto. 

Si  noti  poi  che,  dando  i  punti  12345  di  :3  e  la  tangente  t  in 
1  (0  le  tangenti  l'2'3'4'5'  di  a  e  il  punto  di  contatto  T  di  1'), 
si  ottengono  dodici  rette  Pascal  (o  dodici  punti  Brianchon),  per- 
mutando in  tutt'  i  modi  possibili  i  punti  2345  (  o  le  tangenti 
2';r4'5'). 

e)  Supponendo  6^e1  ,  3^2 
in  a)  a  sinistra ,  ed  indicando 
con  tj ,  t^  le  tangenti  di  C3  in 
1,  2,  si  trae  [e)  a  sinistra]  che, 
.*f«  un  quadrangolo  semplice  1245 
♦'  ÌHcritto  in  una  conica  u ,  le 
fangfnìii  tj  ,  t^  nei  vertici  1  ,  2 
infilano  ordinatamente  i  lati  24, 
')l  in  punti  N ,  M  allineati  col 
punto  12-45=L. 


Questo  teorema  si  dimostra, 
scorando  i  grappi  proiettivi  di 
rajrcri  l(ij245),  2(1^^45)  ordina- 
tamente con  le  trasversali  45,51. 


Supponendo  6'=l',3'=2'  in 
a)  a  dritta,  ed  indicando  con 
2",  ,  T^  i  punti  di  contatto  di  C3 
con  1' ,  2',  si  trae  [e)  a  dritta] 
che  ,  se  un  quadrilatero  sern- 
2)Uce  l'2'4'5'  è  circoscritto  ad 
una  conica  C3,  le  rette  tv,  m,  che 
congiungono  ordinatamente  i 
punti  di  contatto  T^  ,  Tg  dei 
lati  1',  2'  ai  vertici  2'4',-5'l', 
e  la  retta  /^l'2'-4'5',  concor- 
rono in  uno  stesso  punto. 

Questo  teorema  si  dimostra, 
proiettando  dai  punti  4'5',  5'1' 
ordinatamente  i  gruppi  pro- 
iettivi di  panti  l'(  !Z\2'4'5'), 
2'(1'7;4'5'). 
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i  gruppi  di  raggi  1  (5246) ,  3  (5246)  ;  donde  segue  che  i  punti 
123456  appartengono  in  generale  ad  una  conica.  Ma,  se  i  ver- 
tici 135  giacciono  sopra  una  retta,  i  suddetti  gruppi  proiettivi 
saranno  prospettivi ,  e  i  vertici  246  giaceranno  quindi  sopra 
un'  altra  retta. 

Similmente  la  dimostrazione  del  n.o  42,  f)  a  dritta  provereb- 
be il  teorema  qui  enunciato  sul  seilatero  Brianchon  l'2'3'4'5'6'. 


/)  Dati  j  in  un  piano ,  un 
pentagono  12345  ed  una  retta 
t  del  punto  1^  tali  che  i  punti 
t-34,  12-45,  23*51  giacciano 
ili  una  retta  p,  la  retta  t  sarà 
tangente  alla  conica  individuata 
dai  suoi  punti  12345. 


Dati  y  in  un  piano ,  un  cin- 
quìlatero  l'2'3'4'5'  ed  un  punto 
T  della  retta  1',  tali  che  le  rette 
T.3'4',  l'2'.4'5',2'3'-5'l'  con- 
corrano in  un  punto  B,  la  co- 
nica individuata  dalle  sue  tan- 
genti l'2'3'4'5'  sarà  tangente  ad 
V  in  T. 


Ciò  è  evidente,  in  virtù  dei  teoremi  d). 


k)  Dati,  in  un  piano ,  un 
quadrangolo  1234,  e  due  rette 
t ,  i^  appartenenti  ordinatamen- 
te ni  punti  1,2,  ina  tali  che 
giacciano  per  diritto  i  punti 
t-23,t'.41,  12-34  (0  i  punti 
tt',  13-24,  23-41),  la  conica, 
indiinduata  dai  suoi  punti  1234 
e  dalla  »ua  tangente  i,  sarà 
pure  tangente  a  t\ 


Dati,  in  un  piano,  un  quadri- 
latero l'2'3'4',  e  due  punti  T,  T' 
appartenenti  ordinatamente  alle 
rette  V ,  2*,  ma  tali  che  concor- 
rano in  uno  stesso  punto  le  rette 
T-2'3',  T'.4'l',  l'2'.3'4'  (o  le 
rette  TT' ,  r3'-2'4'  ,  2'3'.4'1'), 
la  conica ,  individuata  dalle  4 
tangenti  l'2'3'4'  e  dal  suo  punto  . 
T,  conterrà  pure  il  punto  T'. 


Evidente,  in  virtù  dei  teoremi  e)  ,  f), 
l)  Se,  di  due  y  omologici  ABC  ,  A'B'C,  il  primo  è  iscritto 
nel  secondo,  esiste  una  conica,  ed  una  sola,  circoscritta  ad  ABC 
ed  iscritta  in  A'B'C. 
Evidente,  in  virtù  dei  teoremi  g). 
m)  Dati ,    in    un    piano ,   due    y    omologici    ABC  ^  abc, 
.VB'C'  —  a'b'c',  che  non  hanno  alcun  vertice,  o  lato,  comune,  i 
«^'  paliti,  nei  quali  ciascun  lato  delV  tino  sega  i  lati  non  cor- 
Rispondenti  dell'altro,  appartengono  ad  una  conica  a^;  e  le  sei 
S\xNiA  —  Geometria  proiettiva.  24* 
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retie,  che  congìungono  ciascnn  vertice 
eorrigpondenti  déll'àllro,  sono  tangenti 
Di  vero,  BO  D ,  d  sono  il  centro  e  I 
V ,  ab'ca'bc'  sono  i  lati  successivi  dì  i 
i  (lunti  an', /vi»' ,  ce'  giacciono  sulla  r 
I  vertici  successivi  di  un  seilatero  B 
AA',  BB',  ce  passano  per  il  punto  J 

92.  a)  Per  mezzo  dei  teoremi  del 
i  seguenti  problemi: 

Dati  cinque  punti  12845  di 
una  conica  a,  1."  descrivere  la 
conica  per  punti;  2."  costruire 
la  tangente  noi  punto  1. 


Volendo  descrivere  o  per 
punti ,  basterà  sapere  costrui- 
re il  secondo  punto  6,  comune 
alla  conica  e  aduna  trasversale 
arbitraria  r  condotta  pel  punto 

flg.  71." 


costri 
della 
Vo 
genti. 
secon 
alla  i 
trari 


iC> 


1.  Ora,  posto  (flg.7;.«)  12  ■  iiì~L, 
M-Gl=M-r=  X,  Ly=p, 
23./.=.W,  sari  M6-r=ìì  il  se- 
condo punto  comune  a  e;  ed  r. 
Posto  in  vece  (flg,  73.-)  12- 
45  =  /.,  23-51=3/, /..tf^^),   la 


data 


(■)  In  soetauEa  questi  teoremi 
91,  k),  diversamente  eounciatj. 
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retta,  che  conf^iunp:e  ì  punti  la  retta  n ,  che  congiunge  i 
1  ,  34 -/^^y,  sarà  la  tangente  t  punti  B^  3'4'  segherà  1'  nel  pun- 
(k'ihi  conica  nel  punto  1.  i  to  jT,  in  cui  1'  tocca  la  conica. 

fig.  75.« 


•       «^  » 


h)  Mediante  i  teoremi  del 
£ru(inti  problemi: 

Dati  quattro  punti  1234  di 
una  conica  C3  e  la  sua  tangente  t 
ili  1 ,  l.o  descrivere  la  conica 
per  punti^  2.°  costruire  la  tan- 
j^ente  nel  punto  2. 

Condotta   (  fig.  75.«  )    per   4 
fig.  7o.« 


n.o  91 ,  d) ,  f)  si  risolvono  i  se- 
Date  quattro  tangenti  l'2'3'4' 
di  una  conica  ss  e  il  suo  punto 
di  contatto  Tconl',  l.o  descri- 
vere 1  a  conica  per  tangenti;  2.o 
costruire  il  punto  di  contatto 
della  tangente  2'. 
.  Assunto  (fig.  76.<»)  nella  retta 

fig.  76.  a 


<• 
I 


.    •>>! 


•» 


b  • 


11 


.»    .        ■         • 

•     A4'*'    :.. 


r  : 


.'  I 


Jf'.  » 

.*  -  •  _ 


.»  *  * 

». 
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la  trasversale  arbitraria  r,  e 
lK)sto  t  '  34=.V,  12  •  r=L,  LN=p, 
ii-23=A/,  sarà  r»if  1^5  il  pun- 
to, in  cui  r  sega  di  nuovo  la 
conica. 

Per  costruire  in  vece  la  tan- 
;r^*ntcnelpunto2,si  considererà 
il  (luadrangolo  semplice  1324;  e 
posto  13.24  =  L,  14'23  =  J/, 


4'  un  punto  arbitrario  E ,  e 
posto  r-3'4'  =  n,  jR.l'2'=i, 
hiE^B,  B .  2 '3'~m,  sarà  R  •  wl  '=5' 
la  seconda  tangente  condotta  da 
R  alla  conica. 

Per  costruire  in  vece  il  punto 
di  contatto  della  tangente  2',  si 
considererà  il  quadrilatero  sem- 
plice l'3'2'4';  e  posto  l'3'-2'4' 


LM^p,  la  retta  i 
tangente  t'  ói  a  ni 

e)  Per  mezzo 
seguenti  problemi: 

Dati  tre  punti  12 
nica  a  ,  e  le   sue 
3'  in  1,3,  1."  deBCT 
nica  per  punti-,  2.° 
tangente  2'  in  2. 

Condotta  per  1  i 
sale  arbitraria  r,  e  pt 
L-l'3'=p,  pV2 
,V3-r^4  il  ponto, 
ga  di  nuovo  a. 

Posto  in  vece 
■Ò'V2  =  M,  hM=p 
sarà.  ^2=2'. 

d)  È  chiaro  cb 

possono  essere  anch 

1.0  Essendo   una 


sue  tangenti  2 '3 '4 '5 
piano),  si  può  delc 
stessa  con  l' nel  Bea 
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2'.r-5'r=m,  Zw=2?,  il  punto   air  infinito  della  retta  S'-i'-B^d 
sani  il  richiesto  punto  di  contatto. 

Volendosi  poi  la  tangente  6'  perpendicolare  a  d,  ossia  la  se- 
conda tangente  condotta  dal  punto  i?^  di  1'  di  direzione  _L  a 
(/,  sì  condurrà  [b)  a  sinistra]  la  retta  /^^•3'4'  (ossia  la  ±  n'  a 
d  nel  punto  3'4')  ;  e  la  retta  l'2''4'5'~Z  segherà  ?i'  nel  punto 
7i' tale  che,  posto  2'*ò^*B'E^m\  la  _L  a  rf,  condotta  pel  punto  m'o', 
sarà  la  richiesta  tangente  6'. 

Se  si  vuole,  in  fine,  il  punto  di  contatto  F  di  a  con  6',  con- 
siderando il  quadrilatero  semplice  l'2'6'3'  circoscritto  alla  pa- 
rabola, nel  quale  si  conosce  il  punto  di  contatto  di  1',  si  ha 
che,  detenninate  le  diagonali  l'2'-6'3'=Z"  ,  l'3'-2'6'=m",  e  po- 
sto l"m''=B"y  la  II  a  cZ  pel  punto  B"  segherà  6'  nel  richiesto 
punto   F. 

2.^  Se  si  dimanda  il  secondo  punto  all'infinito  di  una  conica 
3,  individuata  dai  suoi  punti  al  finito  2345  e  dal  suo  punto  al- 
l' infinito  1  di  direzione  s,  basterà  supporre  nel  primo  proble- 
ma risoluto  in  a)  a  sinistra  che  r  sia  la  retta  all'  infinito  del 
l>iano  di  a.  Allora  JL~r2-45  sarà  il  punto,  in  cui  45  sega  la  [' 
ad  8  condotta  per  2;2V  sarà  il  punto  all'infinito  di  34-,  e  quindi 
p  sarà  la  ||  a  34  condotta  per  L.  Sicchò,  posto  23-j>  =  3/",  il 
punto  air  infinito  di  JV/5  sarà  il  richiesto  ;  e  C3  sarà  una  para- 
bola,  o  un'iperbole,  secondo   che   è  Mò   \\    ad  «,  o  pur  no. 

93.  a)  Se  t,  f,  sono  gli  assintoti  di  un'iperbole  C3,  ed  1,3  sono  due 
punti  al  finito  della  curva,  indicando  con  2^,4^  i  punti  all'infi- 
nito di  t  y  t^ ,  nel  quadrangolo  semplice  12^34^,  iscritto  in  C3, 
i  punti  12,  .  34^=3/,  14^  •  32^SxY,  tf,^.0  giacciono  (91,  f)  per 
diritto.  Dunque,  se  sopra  mia  corda  13  dell' iperbole  C3,  come 
(Uagonalej  si  costituisce  il  D  che  abbia  i  suoi  lati  \\  agli  as- 
^lìxtoti  deìV  iperbole j  la  sua  seconda  diagonale  passerà  pel  punto 
d' intersezione  degli  assintoti  (^). 

b)  Sej  da  due  punti  arbitrarli  A  ,  A|  (distinti  o  coincidenti) 
di  uri  iperbole  C3,  si  tirano  le  \\  ordinatamente  ai  suoi  assintoti 


(^)  Di  qui  segue  una  costruzione  semplicissima  degli  assintoti 
tli  una  iperbole,  individuata  da  tre  suoi  punti  al  finito  e  dalle  di- 
rezioni dei  suoi  assintoti. 
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In  fatti,  rotando  il  lato  A  A'  intorno  a  P,  i  punti  A  ,  A^  de- 
scriveranno due  puntcg<]:ìate  prospettive;  e  perciò  le  rette  SA, 
S'A'  genereranno  due  fasci  proiettivi,  e  il  punto  SA'S'A':II2^f 
descriverà  una  conica,  che  passerà  per  S  ed  aV.  Dando  poi  ad 
A  A'  le  tre  posizioni  P-uu' ,  PS ,  PS'  si  hanno  per  M  le  tre  po- 
sizioni uu'=^fJ^ ,  PS'u'^M^  ,  PS''H=M.  (1). 

Del  resto,  basterà  pure  osservare,  che  ^lS^LM^^L^S'  è  un 
csatjono  Pascal,  la  cui  retta  Pascal  ò  PAA' -^  e  che  quindi  la 
Conica,  individuata  dai  punti  S^f^^f^M.^S\  contiene  il  punto  J/(-). 

Le  analoghe  dimostrazioni  del  teorema  a  dritta  sono  lasciate 
allo  studioso,  il  quale  ha  già  avuto  numerosi  esempi  del  modo, 
con  cui  si  passa  dall'una  dimostrazione  air  altra. 

Si  noti  però ,  che  noi  abbiamo  supposto  i  dati  dei  due  teo- 
remi neUa  loro  maggiore  indipendenza,  lasciando  allo  studioso 
Tesarne  dei  casi  particolari,  nei  quali  la  conica  può  degenerare 
in  due  rette  o  in  due  punti:  come,  p.  e.,  quelli,  in  cui  sono  al- 
lineati i  punti  S  y  S'  j  uu'j  o  i  punti  S  ^  S\  P,  o  quelli,  in  cui 
concorrono  in  uno  stesso  punto  le  rette  s  ,  s'  ,  UU\  o  le  rette 


li)  Dati  n  punti  fissi  AjA^A^... 
A„_jA„  ed  n— 1  rette  fisse  b^b^... 
l»a_Jì„_j  dì  un  piano  p  ,  se  i 
InVi  successivi  CjCj,c^...c,j_iC,j  di 
un  ennagono  semplice  variabile 
rotano  ordinatamente  intorno 
fd  punti  AjAgAg  .  .  .  A^_jA,, , 
mentre  i  vertici  CiCj  ,  c^c^  , .  . . , 


J)ati  n— 1  punti  fissi  B^B^j... 
B„_oB„_j  ed  n  rette  fisse  aja^a^... 
a„_ja^j  di  un  piano  p,  se  i  ver- 
tici CjCjjC.j  .  .  .  C,j_jC„  di  un 
ennilatero  semplice  variabile 
percorrono  ordinatamente  le  ret- 
te aja^^ag  .  .  .  a^^.^a^  ,  mentre  l 
lati  C^Cg  ,  CgCg  j .  . .  ,  C^.jCyj  ro- 


/r. 


)  Questo  teorema,  dato  da  Muclaun'n  e  Braikenridge,  serve 
pure  a  descrivere  per  punti  la  conica  w  ,  individuata  da  cinque 
suoi  punti  12345.— Di  vero,  posto  12r^?^ ,  2o=u',  34- 15=/%  sarà 
~  generata  dal  terzo  vertice  M  di  un  \7  variabile  AA^M,  nel  quale 
i  vertici  i4  ,  .1'  percorrono  le  rette  u  ,  u\  mentre  i  suoi  lati  .4^4', 
AM ,  A^M  rotano  intorno  ai  punti  P,  4  ,  5.  — Analogamente,  me- 
diante il  teorema  a  dritta ,  si  descrive  la  conica  individuata  da 
ciiiqae  sue  tangenti. 

(;)  E  chiaro  quindi  il  modo  ,    col  quale  Maclaurin  dedusse  dal 
suo  teorema  quello  di  Pascal. 


■^m^-^  T 
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c,_,c„  si  muovono  rUpefiiva- 
mente  sulle  rette  bi ,  b^ ,  .■■ ,  b„_,, 
il  luogo  descritto  dall' ultimo  ver- 
tice C[C,  è  una  conica, chp- passa 
per  A,  ,  A„  ,  e  che  può  degene- 
rare in  due  rette  (come,  p.  e,,  ac- 
cade, sei  punti  AiAjA^.,.A^.iA^ 
Bono  allineati). 

Qaale  è  il  luogo  dell'interse- 
zione di  due  lati  non  conso- 
cutivi  dell'  ennagono   semplice 


tano  rispettivamente  intormni 
punti  BiBj...  B„_,  ,  r  invilapf" 
dell'  ultimo  lato  C,C,  è  uni  ffr 
nica,  tangente  ad  a,  ,  a,  ,  ^  eh' 
può  degenerare  in  due  jiiikU 
(come,  p.  e.,  avviene,  se  le  rciir 
aja^Aj  .  .'.  a,_ia„  concorrono iii 
uno  stesso  punto). 

Quale    è    l' inviluppo    della 
retta    congiungente     due   ver- 
tici non  consecutivi  dell' eniii- 
latero  semplice  C,C^C3...C'...|''.'' 
Il  teorema  b)   a   sinistra   appartiene   anche    a   Maclaurin  v 
Braikenridge,  mentre  i  teoremi  a),  h)   a  dritta   si   dehbniio  a 
Ponceleti  e  le  facili  dimostr.azioni  dei  teoremi  b),  che  sono  uns 
generalizzazione  dei  teoremi  n),  si  lasciano  allo  studioso. 

e)  I  teoremi  b)  possono  ancora  generalizzarsi,  sostituon- 
do,  in  b)  a  sinistra,  a  b^b^  .  . .  b„_^  n  -  1  coniche  t3,s, .  .  -  =,-i 
die  passano  ordinatamente  per  le  coppie  di  punti  A^A^,  A^A,. 
..,,A,_jA„\  o  sostituendo,  in  ìj)  a  dritta,  ai  punti  .B,B,. ..  W,_| 
«  —  1  coniche  s:^  ,a^  .  .  .  o„_,  tangenti  ordinatamente  alle  ci)]i- 
pie  di  rette  a,((j ,  a^a^ ,  ■  ■  ■,  «n-i^A»  '^'-^  obbligando  i  lati  C^C\ , 
C^C^,  .  . . ,  (?„_,Ca  dell'  ennilatero  ad  essere  tangenti  ordì  runa- 


Teoremi  di  Desahques  e  di  Sturm. 


96.  a)  Una  retta  arbitraria 
r  del  piano  dì  una  conica  a 
sega  questa  conica  e  le  due  cop- 
pie di  lati  opposti  di  un  qua- 
drangolo semplice  ABCD  iscritto 
in  C5  iti  tre  coppie  dì  punti  con- 
iugati    di   una    stessa    incolti- 


(')  Si  suppone  che  r  ne 
(')  Si  nappone  cbe  E 


La  coppia  di  tangenti  con- 
dotte ad  una  conica  a  da  vii 
punto  arbitrario  E  del  suo  pi"- 
no,  e  te  coppie  di  rette  che  pr»- 
iettano  da  R  le  due  coppie  di 
vertici  opposti  di  un  quadriln- 
tero  semplice  abcd  circotcritt'i 
a  a,  sono  tre  coppie  di  raggi 
coniugati  in  una  stessa  iii''"- 
luzione  {•). 

1  aia  un  lato  del  quadrangolo  ABCD  (cfr.  GÌ,  ■''' 
lon  HI  a  un  vertice  del  quadrilatero  aM- 
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Di  vero  (flg.  78»),  posto  r(AB,  CD,  AD,  BC)  =  L,  L\  3/,  3/', 
i  fasci  di  raggi,  che  da  il ,  C  fiff    75  a 

proiettano  C3,  determinano  sopra 
runa  proiettività Pdi punti, nella  ^- 

quale    si   hanno   le   corrispon- 

Lt       M 
(lenze  ^^,7  ^,;  e  quindi  Tinvo- 

luzioiie  unita  di  P  —  che  è  (8G, 

n^b,  a  sinistra)  T  involuzione  

f>)dic3,  e  rappresenta  la  coppia         ^'  ^    ^^  '•'   ^ 

(li  punti  rc3  (reali  e  distinti,  coincidenti,  o  immaginarii)  -  è  ar- 
monica air  involuzione  J^ ^\LL' ,  MM^\\  ossia  rc3  ,  LV  ,  30f' 
sono  coppie  di  punti  coniugati  in  una  stessa  involuzione  J^.  Dun- 
(lue,  il  teorema  a  sinistra,  dovuto  a  Desargues,  è  dimostrato. 

E  posto  r(AC  ,  BD)  =  N  ,  N' ,  sarà  NN'  f59,  a,  a  sinistra) 
nì{  altra  coppia  di  punti  coniugati  nelV  involuzione  Jj, 

Ponendo  poi  E{ab  ,  ed  ,  ad  ,  bc  ,ac  ,  bd)  ^l  ,1'  ,m  ,  m' ,  n  ,  7i', 
e  ragionando  analogamente,  si  ha  che  la  coppia  di  tangenti  i?c3 
(reali  e  distinte,  coincidenti,  o  immaginarie)  —  rappresentata 
dall'involuzione  (i?)  di  zs  —  ed  IV  ,  mm' ,  uìi^  sono  coppie  di 
rair^ì  coniugati  in  una  stessa  involuzione  ]\\  ossia  si  dimostra 
il  teorema  a  dritta,  che  Chasles  attribuisce  a  Sturm  (*). 


h)  Dunque,  se  r  tocca  a  nel 
punto  i?,  sarà  Ji  uno  dei  punti 
doppi  di  J,  ;  e  se  r  sega  la  co- 


('j  Ogni  conica  ts^  ,  che  passa 
per  ABC  e  per  due  punti  coniu- 
gati (reali  o  immaginarii)  di  ì^, 
passerà  anche  per  D. 


Dunque,  se  7?  è  un  punto  di 
C3,  la  tangente  r  di  C3  in  E 
sarà  uno  dei  raggi  doppi  del- 

Ogni  conica  Oj ,  tangente  ad 
abc  e  a  due  raggi  coniugati  (reali 
0  immaginarii)  di\\,  sarà  anche 
tangente  a  d. 


In  fatti,  indicando  con  D^  il  secondo  punto  d'intersezione  di 
C|  con  la  retta  CD,  il  punto  AD''r  è  coniugato  di  J/'  neir  in- 
voluzione definita  dalle  coppie  di  punti  coniugati  LU  ,  rz:^  ,  os- 
sia nelF  involuzione  J|  ;  e  perciò  dev*  essere  AD''r  ^  M,  e  quin- 
di D'  =  D. 

Analoga  dimostrazione .  pel  teorema  a  dritta. 
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nìca  in  uno  A  dei  vertici  del 
quadrangolo,  sarà  A  uno  dei 
punti  doppi  dell'involuzione  i- 
perbolica  (r)  di  o,  la  quale  è 
perciò  armonicaall'involuzione 
parabolica  l„  che  ha  A  per  suo 
punto  doppio.  Ma,  se  r  tocca 
s  in  A,  le  involuzioDÌ  (r),  1, 
saranno  coincidenti,  perchè  pa- 
raboliche e  con  lo  stesso  punto 
doppio  A. 

e)  Se  D  coincide  con  C 
(flg.  79."»),  nei  fasci  proiettivi 
{A) ,  {C) ,  che  da,  A  ,  C  proiet- 
tano 13,  al  raggio  AD  ^  AC  ài 
(A)  corrisponderà  in  (C)  la  tan- 
gente 0  di  o  nel  punto  C  Ora, 
posto  re  ^  L',  11  ragionamento 
fatto  in  «),  pel  teorema  a  si- 
nistra, regge  anche  in  questo 
caso.  Dunque,  facendo  in  a)  a 
nando  analogamente,  possiamc 
Se  ABC  è  UH  triangolo  i- 
gcritto  in  una  conica  a,  una 
Tetta  arbitraria  r,  assegnata 
nel  piano  della  conica ,  sega 
a,  due  lati  del  triangolo,  e  il 
terzo  lato  con  la  tangente  nel 
vertice  opposto,  in  tre  coppie  di 
punti  coniugali  di  una  stessa 
Involuzione  ('). 


(')  Si  suppone  che  r  n 
trianfcolo  ABC. 

(')  Si  suppone  che  fl  n 
tero  atte. 


fìg.  80.<* 
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Si  possono  poi  ripetere,  in  questi  casi  particolari  dei  teoremi 
a),  osservazioni  analoghe  a  quelle  fatte  in  h). 

d)  Se  si  suppone,  in  fine,  D  =  C  ,  B  =  A  (fig.  «0.«),  le  tan- 
genti a  ,  e  di  a  in  -4  ,  C  sono  i 
raggi  dei  fasci  proiettivi  {A),  (C) 
corrispondenti  al  comune  rag- 
gio AC\  Q  quindi  nella  proiet- 
ti vita  P  si  hanno  [a),  a  sinistra] 

le   corrispondenze    \f  j  jn    ® 

r  involuzione    unita   di    P    sa- 
rà   armonica     air  involuzione 
\  EH  1  LV  j  MM\.    Dunque  ,   fa- 
cendo in  a)  a  dritta  le  ipotesi  <?  ^  e  ,  ò  ^  a ,  e  ragionando  a- 
nalogamente,  si  ha  che, 


Milff 


Se  le  rette  a  ,  e  sono  tangenti 
ed  è  r  una  retta  arbitraria  as- 
tit-guata  nel  piano  della  conica^ 
la  coppia  di  punti  rc3  appar- 
tiene alV involuzione  J^,  indivi- 
duata dal  suo  punto  doppio 
P'AC  e  dai  suoi  punti  coniu- 
gati r(a ,  e)  Q). 

e)  Il  teorema  a)  a  sinistra 
può  servire  a  costruire  per  pun- 
ti la  conica  C3,  individuata  da 
ein«iae  suoi  punti  ABCDE:  poi- 
ché, conducendo  per  E  una 
trasversale  arbitraria  r,  che 
ij»  ghi  due  coppie  di  lati  oppo- 
>ti  del  quadrangolo  completo 
ABCD  nelle  coppie  di  punti 
J^L^MM'  y  il  coniugato  di  E 
neirinvoluzione  \LL\  MM*\  sa- 
i*à  un  altro  punto  della  conica. 


ad  una  conica  o  in  A  ,  C  , 
ed  è  'R  un  punto  arbitrario  as- 
segnato nel  piano  della  conica, 
la  copiala  di  tangenti  Rc3  ap- 
partiene alV involuzione  J'^,  iìi- 
dividuata  dal  tuo  raggio  dop- 
pio R«ac  e  dai  suoi  raggi  con- 
iugati R(A  ,  C)  (2). 

Il  teorema  a)  a  dritta  può 
servire  a  costruire  per  tangenti 
la  conica  C3,  individuata  da 
cinque  sue  tangenti  abcde:  poi- 
ché, proiettando  da  un  punto 
arbitrario  E  di  e  due  coppie 
di  vertici  opposti  del  quadri- 
latero completo  abcd,  mediante 
le  coppie  di  raggi  IV  ,  mrn',  il 
coniugato  di  e  nell'involuzione 
\lVjmm'\  sarà  un'altra  tan- 
gente della  conica. 


•  t  Si  suppone  che  r  non  coincida  con  alcuna  delle  rette  a  ,  e  ,  AC. 
^  )  Si  suppone  che  iJ  non  coincida  con  alcuno  dei  punti  A  ^  C  ^  ac. 
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Analogamente  si  ragiona  pel  teorema  a  dritta. 
k)  Dai  teoremi  e)  si  hanno  poi  i  seguenti: 


Se  un  triangolo  ABC(fig.7.9.«) 
si  deforma  in  guisa  che,  senza 
cnisai'e  dì  essere  iscritto  in  ima 
data  conica  C3,  due  suoi  lati  ro- 
tano intorno  a  due  punti  fissi 
di  una  ptmteggiata  (r),  il  terzo 
lato  e  la  tangente  di  C3  nel  ver- 
tice opposto  segheranno  r  in 
punti  coniugati  di  una  stessa 
involuzione. 


Se  un  trilatero  abc  si  deforma 
in  guisa  che,  senza  cessare  di 
essere  circoscritto  ad  una  data 
conica  C3,  due  suoi  vertici  per- 
corrono due  raggi  fissi  di  uìi 
fascio  (R),  il  terzo  vertice  e  il 
punto  di  contatto  di  C3  col 
lato  opposto  saranno  proiet- 
tati da  R  secondo  raggi  con- 
iugati di  una  stessa  involu- 
zione. 


96.  a)  Ogni  conica  n,  circoscritta  ad  un  quadrangolo  orto- 
fjonale  [nota  (^)  a  pag.  118]  ABCD,  è  un'  iperbole  equilatera.  E 
viceversa j  ogni  iperbole  equilatera,  che  passa  per  tre  vertici  ABC 
di  un  quadrangolo  ortogonale  ABCD,  passerà  ancora  pel  quarto 
vertice  D. 

In  fatti^  la  retta  all'infinito  r^  del  piano  e  del  quadrangolo 
^e<:a  C3  e  le  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  in  coppie 
fli  punti  coniugati  di  una  stessa  involuzione  J.  Ma,  essendo  or- 
togonale il  quadrangolo  ABCD,  T  involuzione  J  è  T  involuzione 
circolare  (75,  h)  del  piano  o,  e  quindi  è  ellittica.  Dunque  i  punti 
all'infinito  r^o,  coniugati  nell'involuzione  J,  sono  reali  {i\7,  f,  1.°) 
<"  di  direzioni  j_  tra  loro*,   ossia  ct   è  un'iperbole  equilatera. 

Viceversa,  sia  zs^  una  iperbole  equilatera,  individuata  dai  tre 
^uoi  punti  ABC  e  dai  punti  all'infinito  dei  suoi  assintoti  t  ,  fj. 
Indicando  con  zs^  V  iperbole  equilatera,  individuata  dai  punti 
ABCD  e  dal  punto  all'  infinito  di  *  ,  cs^  passerà  anche  pel  punto 
all'infinito  di  t^\  e  quindi  C3i  coinciderà  con  c^  (perchè  ha  co- 
muni con  questa  i  punti  ABC  e  i  punti  all'  infinito  di  t  ,  t^),  e 
l'erciò  passerà  per  D  C). 


(*)  Si  osservi  però  che  la  seconda  parte  del  teorema  a)  non  è 
tlie  un  caso  particolare  del  primo  dei  due  teoremi  contenuti  nella 
nota  a  pag,  103. 
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laoltrej  l.o  la  polare  s  rft  S 
co  tifi  e  ne  il  punto  d*  intersezione 
ddle  tangenti  a ,  a'  in  due  punti 
{[ualunque  A, A'  allineati  con  S, 
t'd  è  separata  armonicamente  da 
S  mt" diante  a  ,  a': 


Inoltre y  l.o  il  polo  S  di  8  è 
allineato  coi  punti  di  contatto 
A  ,  A'  di  due  tangenti  qualun- 
que a ,  a'  concorrenti  in  un  pun- 
to di  s,  ed  è  separato  armoni- 
camente  da  s  mediante  A  ,  A': 


lìg.  81.^ 


2.0  per  ogni  quadrangolo 
ABA'B'  iscritto   iìi   C3 ,  il    cui 
punto  diagonale  AA'-BB'  coin- 
cide   con     S ,     gli    altH    due 
punii  diagonali  AB-A'B'^H, 
AB'-  A'B^K  appartengono  ad  s: 
3.0  se  S  è  esteimo  a  a  ,  s 
ìifujhprà  C3  nei  punti  di  contatto 
E  ,  F  della  conica   con  le  tan- 
(jnìti  e  ,f  ad  essa  condotte  da  S. 
Di  vero,  posto  ra^Q,  ra'^Q', 
ì  lasci,  proiettanti  ct  da  ^ ,  A-, 
(leterminano  sopra  r  una  pro- 
i^ttività  P  che  ha  QSQ'  per  punti 
successivamente  corrisponden-  ' 


2.0  per  ogni  quadrilatero 
aba'b'  circoscritto  a  C3,  la  cui 
diagonale  aa'-bb'  coincide  con 
s,  le  altre  due  diagonali  ab-a'b' 
=  h  ,  ab'-a'b  =  k  passano  per 
S: 

3.0  se  s  sega  C3  nei  punti 
reali  e  distinti  E  ,  F  ,  le  tan- 
genti e  ,  f  alla  conica  in  E  ,  F 
passano  per  S. 

Di  vero,  posto  RA=qy  RA'^q*y 
i  fasci  di  rag«"i,  che  proiettano 
da  JR  le  punteggiate  determina- 
te sopra  a^a^  da  tutte  le  tangenti 
di  C3,  costituiscono  una  proietti- 
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ti,  mentre  S'  k  U  coniugato  ar- 
monico di  S'  rispetto  ai  punti 
ro ,  e  perciò  è  il  coniugato 
di  8  (  86,  6  )  noli'  involuzioue 
(r)  di  a ,  ossia  ( 86 ,  a)  nel-  Re 
l'involuzione  unita  di  P.  Dun- 
que (  68 ,  fc  )  è  :S'  il  coniugato 
armonico  di  S  rispetto  a  Q,Q'; 
e  quindi  11  luogo  del  punto  S' 
è  la  retta  a,  separata  anuouica- 
wente  da  S  mediante  a ,  a',  la 
quale  passa  pel  punto  aa'. 


Indicando  poi  con  b ,  b'  le 
tangenti  alla  conica  in  B ,  B' 
(le  quali  si  segano  in  un  punto 
M  di  e),  i  punti  B  ,  K,  nei  quali 
si  segano  i  lati  opposti  del  qua- 
drangolo 8emplice^B4'£'.  giac- 
ciono sulla  retta  a,  perchè  sono 
■  allineati  (80,  o,  a  sinistra)  coi  (81 
punti  aa'^L  ,  bb'^M  di  a.  puj 

In  fine,  se  (S  è  estemo  a  o, 
le  tangenti  e  ,  f,  condotte  per 
,V  alla  conica,  debbono  toccar- 
la in  punti  E,  F,  ciascuno  dei 
quali  deve  (85,  a)  essere  sepa- 
rato armonicamente  da  S  me- 
diante a  ,a\G  perciò  deve  gia- 
cere sulla  retta  e  ('). 


(')  D'altronde,  quando  è  r  =  e  (o 
nel  punto  E  (o  f);    e  quindi  è  ano! 

(»)  D'altronde,  quando  k.  R=E  ( 
dono  nella  retta  f,  (o  /),  e  quindi  é 
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h)  La  definizione  della  po- 
lare 8  di  un  punto  Sy  e  i  teo- 
rt^mi  a)  ,  l.o ,  2.o  e  3.o ,  danno 
molteplici  modi  per  determi- 
iiare  due  punti  di  «,  ossia  per 
costruire  «;  anche  quando  C3  è 
individuata  da  5  punti  ABCDG, 
0  da  4  punti  ABCD  e  dalla  tan- 
j^ente  a  in  ^,o  da  tre  punti  ABC 
e  dalle  tangenti  a^h  in  Aj  JB.  In 
fatti,  noi  sappiamo  costruire, 
p.  e.,  il  secondo  punto  d' inter- 
sezione^'di  S3  con  la  retta  >S^i4, 
e  la  tangente  a'  in  A^\  e  quindi 
sappiamo  determinare  (fig.8^.«) 
i  punti  HKL^M^LM  j  due  dei 
<iuali  individuano  8, 

Se  poi  C3  è  individuata  da  5 
tangenti,  o  da  4  tangenti  e  dal 
punto  di  contatto  di  una  di  esse, 
0  da  tre  tangenti  e  dai  punti 
(li  contatto  di  due  di  esse,  pos- 
siamo sempre  ridurci  al  caso 
innanzi  esaminato,  costruendo 
altri  punti  di  contatto,  in  modo 
da  averne  tre;  poiché  conosce- 
remo tre  punti  di  C3  e  le  tan- 
*;enti  in  due  di  essi. 

<■)  Siccome,  in  a)  a  sinistra  (tig.  8^.«),  il  punto  8  è  sepa- 
rato armonicamente  da  «,  non  solo  mediante  ciascuna  coppia 
(li  punti  ^ ,  ^'  di  C3  allineati  con  >S',  ma  ancora  mediante  le 
tangenti  a ,  a'  di  n  in  ^  ,  i4',  le  quali  concorrono  in  un  punto 
(li  8,  ne  segue  che,  se  la  retta  «,  data  in  a)  a  dritta,  coincide 
con  la  retta  s  ottenuta  in  a)  a  sinistra,  e  la  conica,  considerata 
in  a  a  sinistra  ed  in  a)  a  dritta,  è  la  stessa,  il  polo  di  8  coin- 
ciderà col  punto  8  dato  in  a)  a  sinistra. 
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La  definizione  del  polo  8  di 
una  retta  «,  e  i  teoremi  a),  l.o, 
2.0  e  3.0,  danno  molteplici  modi 
per  determinare  due  rette  con- 
correnti in  8,  ossia  per  costrui- 
re 8\  anche  quando  C3  è  indi- 
viduata da  5  tangenti  abcdgy  o 
da  4  tangenti  abcd  e  dal  punto 
di  contatto  A  di  a^  o  da  tre 
tangenti  ahc  e  dai  punti  di  con- 
tatto yi ,  B  di  a ,  6.  In  fatti,  noi 
sappiamo  costruire ,  p.  e. ,  la 
seconda  tangente  a',  condotta 
a  C3  dal  punto  as,  e  il  punto  di 
contatto  A^  di  a';  e  quindi  sap- 
piamo determinare  (fig.  8lM)  1^ 
rette  ìikl^mjmy  due  delle  quali 
individuano  8, 

Se  poi  C3  è  individuata  da  5 
punti,  0  da  4  punti  e  dalla  tan- 
gente in  uno  di  essi,  o  da  tre. 
punti  e  dalle  tangenti  in  due 
di  essi,  possiamo  sempre  ridurci 
al  caso  innanzi  esaminato,  co- 
struendo altre  tangenti,  in  mo- 
do da  averne  tre  ;  poiché  cosi 
conosceremo  tre  tangenti  e  i 
punti  di  contatto  di  due  di  esse. 


,  ri  spetto  ad 


k  un  punto 
me  8   ha  co 


li  può  assali 
arbitraria  r 
ione  delle  t 
dì  8 ,  mentri 
ai  due  punì 
coniugato  ar 
ridotte  per  u 
I  8.  8i  può  i 
:  retta  di  5*  e 
,  possiamo  ( 
rente  «  della 

poiotiè  [a) ,  ( 
conica  o  sef 
Ulto  esterno 
segue  ehe,  i 
',eversa\  e  qu 
he  esistono 
ille  detinizio 
nto  è  detto 

polo  di  una 
s'  dì  un  pu 
di  s  passa 

i  teoremi  f) 

come  retta  < 

o  di  una  rei 

due  punti  di  ,. 

p.  e.,  se  una  conica  a  b  individuata  da  5  suoi  punii 

e  si  voglia  il  polo  S  di  una  retta  «  del  piano  di  s. 

B==L,  e  costruito  il  secondo  punto  d' intersezione  f" 

la  retta  LC,  la  retta  congiungente  i  punti  AC-HC, 
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.K"-^Csarà  la  polare  l  di  L,  Costruita  similmente  la  polare  m 
del  punto  8*DE^  M ,  sarà  Im  il  polo  8  di  s. 

Analogamente  si  procederebbe  per  costruire  la  polare  di  un 
punto  rispetto  ad  una  conica  individuata  da  5  tangenti. 


h)  Due  punti  >S ,  >S"  si  chia- 
mano reciproci  {coniugati)  ad 
una  conica  a ,  se  la  polare  s 
dell'uno  S  passa  per  Taltro  S''^ 
e  quindi  allora  [/)]  anche  la 
polare  «'  di  jS"  passerà  per  S. 

i)  Dunque,  un  punto  S  del 
piano  0  di  una  conica  a  è  re- 
ri  proco  a  ciascun  punto  della 
sua  polare  s  {incluso  lo  stesso  S, 
ite  S  appartiene  ad  s);  ed  è  re- 
ciproco al  solo  punto  sa  di  una 
retta  arbitraria  a  di  e,  distin- 
ta da  s. 


Due  rette  s  ^  s'  si  chiamano 
reciproche  (coniugate)  ad  una 
conica  a,  se  il  polo  iS'deiruna 
s  giace  suir altra  «' ;  e  quindi 
allora  [f)\  anche  il  polo  S^  di 
«'  giacerà  sopra  s» 

Dunque,  una  retta  s  del  pia- 
no 0  di  una  conica  C3  è  reci- 
proca a  ciascuna  retta  di  o  che 
passa  pel  polo  S  di  s  {inclusa 
la  stessa  s,  se  s  appartiene  ad 
S);  ed  è  reciproca  alla  sola  retta 
SA  di  un  punto  arbitrario  A 
di  e,  distinto  da  S. 

Vi  è  poi  un*  unica  retta  b  di  a  reciproca  ed  ortogonale  ad 
fin'  altra  datn  retta  a  di  g,  quando  il  polo  A  di  Si  è  al  finito-^ 
ina  se  A  è  alV  infinito^  secondo  che  la  direzione  di  A  è  J_  ad 
a,  0  pur  no,  m  sono  oo  rette  reciproche  ed  ortogonali  ad  a ,  o 
non  ve  ne  è  alcuna. 

k)  Se  S  è  il  polo  di  una  retta  s  rispetto  ad  una  conica  e, 
l.o  mentre  uìi  punto  L  descrive  la  punteggiata  (s),  la  po- 
lare 1  di  L  descriverà  il  fascio  (S)  proiettivo  alla  punteggiata 
i^u  0  in  involuzione  (63  ,  a)  con  (s),  secondo  che  S  appartiene 
ad  s,  0  pur  no: 

2,0  V  involuzione  (s)  di  C3,  i  cui  punti  coniugati  sono  reci- 
proci alla  conica,  e  V  involuzione  (S)  di  n,  i  cui  raggi  coniu- 
gati sono  rette  reciproche  alla  conica,  sono  sempre  della  stessa 
iipf.de  ;  e  quando  S ,  s  ìion  si  appartengono  ,  la  prima  involu- 
zione è  una  sezione  della  seconda,  e  noi  diremo  perciò  allora 
ch<5  le  involuzioni  {s),  {8)  sono  prospettive. 

In  fatti,  quando  8  non  appartiene  [a)]  alla  conica,  la  polare 
/  di  un  punto  qualunque  L  di  «  (lig.  81.^)  passerà  \f)]  pel  polo 
^'  di  «,  ed  ls=L^  sarà  [h)]  un  punto  reciproco  di  7^;  mentre  la 
polare  di  L^ ,  dovendo   passare   per   i   poli   L ,  8  di  l ,  s,  sarà 
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proche;  perchè  la  punteggiata  perchè  il  fascio  di  l.o  ordine  , 
di  l.o  ordine,  costituita  dai  costituito  dalle  polari  2mn...  di 
poli  LMN . . .  di  Imn  ...,  è  prò-  »  LMN,,,,  è  prospettivo  alla  pun- 
spettiva  al  fascio  {B)=l'm'n\,.j  teggiat^  (ò)^/v'3/W...,  ed  è 
od  è  proiettiva  [A:),  l.o]  al  fa-  proiettivo  [A:),l.o]  alla  punteg- 
scio  (^A)=lmn..„  I  giata  (a)  ^  LMN„„ 

So  i  punti  A  f  B  [  o  \e  rette  a  ,  6  ]  sono  elementi  recìproci, 
la  proiettività  tra  i  fasci  (A)  ,  (B)  [  o  quella  tra  le  punteggiate 
(a) ,  (6)  ]  è  degenere. 


98.  a)  Un  quadrangolo  coin- 
l>leto  ABCD  si  dirà  armonico 
ad  una  conica  C5,  se  le  sue  tre 
coppie  di  lati  opposti  sono  tre 
coppie  di  rette  recìproche. 

b)  Se  due  coppie  di  lati 
opposti  di  un  qicadrangolo  com- 
pleto ABCD  sono  due  coirpie  di 
vette  recipi'oche  ad  una  coni- 
ca e,  ABCD  è  un  quadrangolo 
fn-ìHonico. 


Un  quadrilatero  completo  abcd 
si  dirà  armonico  ad  una  coni- 
ca C3 ,  se  le  sue  tre  coppie  di 
vertici  opposti  sono  tre  coppie 
di  punti  reciproci. 

Se  due  coppie  di  vertici  op- 
posti di  un  quadrilatero  com- 
pleto abcd  sono  due  coppie  di 
punti  reciproci  ad  una  conica 
C3 ,  abcd  è  un  quadrilatero  ar- 
monico. 


Di  due  punti  arbitrami  L,Mde\  piano  e  di  »  (tig.A<2.«)  si  costruì- 
^^^ano  le  rispettive  polari  l,  vi, 
e  per  L,M  si  conducano  ordi- 
natamente   le    rette    arbitrarie 
/' ,  m'  di  a.  Posto  lm=.A,  Vm=B, 
hu':BC,Vm'^D,    le    due  coppie 

Afì  Q  CD,  AC    e    DB   di  lati       

opposti  del  quadrangolo  ABCD 
?^aranno  evidentemente  due  cop- 
pie di  rette  reciproche,  mentre 
sarà  Im^A  il  polo  della  retta 
Uf=a.  Ma  L  e  Va  =  L' ,  M  e 

^'^'n  =  M',AD'a  =  N  e  BC-a^N'  sono  (59,  a,  a  sinistra)  tre 
c*<)\)pie  di  punti  coniugati  in  una  stessa  involuzione,  mentre  le 
prime  due  sono  coppie  di  punti  reciproci.  Dunque,  anche  A",  X^ 
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iciproci;  e  la  polare  di  . 

A  di  a,  h  AD,  ossia  so 

AD  ,  30  del  quadrangc 
mo strazione  pel  teorema 
7  ABC  ,A'li'C'  al  cliiami 
na  conica  n,  se  i  vertic 
Q    i    poli  dei    lati    B'C , 

i  vertici  A' ,  B' ,  C  de 
ioli  dei  lati  BC ,  CA  ,  A. 
he ,  quando  riferirerao  i 
,  considereremo  come  ci 
ni. 

7  ABC  ,  A'B'C,  reciproci 
Il  centro  D  di  omologia 

BB'=D  (fig.  83."),   n. 

nspei 

■  i\  ,  rette , _ 

Ìbé*      l**  *  ^'^  '  ^'^'i  ®  perciò  [b)  a  siili 

atra]  anche  CD  dev'essere  re- 
ciproca ad  AB,  ossia  deve  pas- 
sare pel  polo  C  di  AB.  In 
conseguenza,  i  V  ABC,  A'B'C 
B  '■  sono  prospettivi,  e  quindi  an- 

che omologici, 
elido  A  ,  A'  rispettivamente  i  poli  di  B'C ,  BC,  i-    , 
ì  di  B'C'-BC^L;  e  similmente  si  vede  che  BB'. 
olari  «li  C'A'-CA=M,  A'B'-AB^K.  Dunque,  l'ass*' 
i,  che  contiene  i  punti  L  ,  M ,  N,  è  la  polare  del 
quale  concorrono  le  rette  AA' ,  BB' ,  CC. 
FQH^fgh  sì  denomina  autoreciproco  (conìtiffal". 
tto  ad  una  conica  r,  quando  ciascun  suo  vertice 
lato  opposto. 

Ile  i  punti  FGH,  od  un  punto  arbitrario  del  piami 
i  vertici  di  un  quadrangolo  armonico  [o)],  men- 
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tro  le  rette  fgh,  ed  una  retta  arbitraria  di  e,  sono  1  lati  dì  un 
(luadrilatero  armonico  [a)]. 


f }  Se  un  quadrangolo  ABCD 
è  iscritto  in  una  conica  zz  (fig. 
'>6\«  ) ,  il  triangolo  diagonale 
FOH  di  ABCD  è  un  y  autore- 
ciproco: perchè  evidentemente 
('.♦7,  fl,  a  sinistra)  ciascun  lato 
del  V7  FGH  è  la  polare  del  ver- 
tice opposto. 


Se  un  quadrilatero  abcd  è 
circoscritto  ad  tuia  conica  cs 
(fig.  66.^),  il  trilatero  diagonale 
fgh  di  abcd  è  un  y  autoreci- 
proco :  perchè  evidentemente 
(97,  a,  a  destra)  ciascun  vertice 
del  trilatero  fgh  è  il  polo  del 
lato  opposto. 


g)  Se,  nel  piano  a  di  una  conica  C3, 


è  assegnato  Un  punto  ¥  non 
appartenente  a  C3,  esistono  co  y 
autoreciprociy  che  hanno  Y per 
vertice  comune ,  e  che  hanno 
([Hindi  anche  la  polare  f  di  F 
per  comune  lato:  poiché,  oltre  a 
(pianto  è  detto  inf)  a  sinistra,  se 
(lì  un  punto  arbitrario  G  di  f,  ma 
non  appartenente  a  cs ,  si  co- 
struisce la  polare  g,  questa  pas- 
serà per  F,  e  segherà  f  nel 
punto  H,  che  sarà  il  polo  della 
retta  FG=h  ;  ossia  sarà  FGH 
uno  degli  co  y  in  esame. 


è  assegnata  una  retta  f  non 
tangente  a  "a  ,  esistono  oc  y  au- 
toreciproci, che  hanno  f  per  lato 
comune,  e  che  hanno  quindi  an- 
che il  polo  F  di  f  per  comune 
vertice:  poiché,  oltre  a  quanto  è 
detto  in  f)  a  destra,  se  di  una 
retta  arbitraria  g  del  fascio  (F, 
e),  non  tangente  a  a,  si  costrui- 
sce il  polo  G ,  questo  giacerà 
in  f,  e  il  punto  gf^H  sarà  il 
polo  della  retta  FG  =^  h  ,  os- 
sia sarà  fgh  uno  degli  oo  y  in 
esame. 


h)  Sg  F  è  un  punto  di  una  conica  C3 ,  e  quindi  la  tangente 
f  della  conica  in  F  è  la  polare  di  F,  assumendo  in  f  un  punto 
arbitrario  G,  e  costruendo  la  polare  ^  di  6r  (la  quale  passerà 
per  F) ,  chiameremo  y  autoreciproco  degenere  V  insieme  delle 
cuppie  Ff ,  Gg  di  poli  e  polari,  e  lo  diremo  di  i.«  specie,  o  di 
1^"  Hpecie,  secondo  che  è  G  distinto  da  F  (e  alloia  anche  gè 
distinta  da  /"),  o  è  G^F  (e  allora  è  anche  g ^ /*). 

i)  Osservando  poi  che,  se  un  y  FGH^fgh  è  autoreciproco 
ad  una  conica  cs ,  due  suoi  vertici,  o  lati,  sono  sempre  elementi 
reciproci,  potremo  dire  che  il  y  FGH^fgh  è  l'insieme  del  punto 
l\  della  polare  Z'  di  F,  e  delle  due  involuzioni  h  ^  gh  ,  ìf^GH 
armoniche  ordinatamente  alle  involuzioni  csp  ,  cs^  (97,  1). 


Generalizzandi 
conica  ts  di  un 
polare  f  di  F,  i 
armoniche  rìspet 

e  spesso  lo  indie 
involuzioni  ir ,  1/ 
k]  Se  FGH= 
delle  tre  invotuzi 
gpettivamente  in 
e  quindi,  delie  ti 
F  ,G  ,'R  e  che  t 
Qg  ,  s^ ,  due  son 
In  fatti,  se  A 
rette  f ,  g  ,h,  ed 
af=L,ag  =  M 
mente  detti)  del 

terzo  lato,  o  tutti  tre  giacciono  sui  prolungamenti  dei  lati;  meuire, 
dei  punti  AF.f^L',AG-g^M',AHh^N',  che  sono  recì- 
proci rispettivamente  ad  L  ,  M ,  N,  due  giacciono  sui  proluDga- 
menti  di  due  lati  del  ^  FOH  e  il  terzo  giace  sul  terzo  lato,  o 
tutti  tre  giacciono  sui  lati.  Ora  è  facile  vedere  che ,  delle  tre 
involuzioni  v}(  =  \GB,LL'\,  a3  =  \HF ,  MM'\,rz^=^FG  ,yy'' 
duo  Bono  iperboliche  ed  una  è  ellittica. 

l)  Siccome  poi  a(,ag  ,  a^  rappresentano  {86,(>)  le  coppi'' 
di  punti  (reali  o  immaginarie)  che  f  y  g  ,h  hanno  comuni  eiu  ; 
la  conica  s,  mentre  a,  ,aa  ,  zsa  rappresentano  le  coppie  di  tan- 
genti (reali  o  immaginarie)  condotte  àa.  F ,  G ,  U  alla  conìcn. 
ne  segue  che  il  teorema  k)  può  enunciarsi  pure  dicendo:  ih  «" 
y  FGH^fgh  autoreciproco  ad  una  conica  o,  un  vertice,  p.  •'■ 
F,  è  interno  alla  conica  e  gii  altri  due  sono  etUmi  ad  essa, 
mentre  il  lato  ì,  opposto  ad  F ,  6  esterno  a  a  e  gli  altri  dw 
lati  sono  rette  seganti  (86,  e,  a  sinistra)  la  conica. 

(')  Con  questa  daGnÌEÌone  ai  esclude  il  y  aatorecìproco  de^^nere  di 
2.*  specie. 

C)  Si  noti  che  quando  diremo  che  FQH^fgh  è  uu  triangolo  auto- 
reciproco,  iutenderemo  ohe  cbbo  sìa  reale  e  non  degenere,  a  meno  rìw 
1  risulti  dalla  forma  del  dire. 
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m)  Poiché  un  punto  e  la  sua  polare  (o  duo  elementi  omo- 
nimi reciproci)  possono  considerarsi  come  due  elementi  oppo- 
sti u)  come  due  elementi  omonimi)  di  un  V  autoreciproco,  ri- 
sulta quanto  seifue. 
Data  una  conica  w  di  un  piano  e, 

ì.^  se  F  è  un  j^u^^ito  di  o  interno  a  C3  ,  e  quindi  la  polare 
f  di  F  è  esterna  alla  conica ,  ogni  ragfjio  g  del  fascio  (F  ,  o) 
i'  una  segante  di  zs,  ed  ogni  punto  G  di  f  è  esterno  a  C3: 

2.0  se  due  rette  reciproche  f ,  g  j^^^^^^^^  P^^  "^^  punto  li 
esterno  a  C3,  V  una  è  esterna  alla  conica  e  V  altra  è  una  sua 
segante;  e  se  due  j^unti  reciproci  H  ,  F  appartengono  ad  una 
svgante  g  di  C3,  V  tino  è  un  punto  interno  alla  conica  e  l'altro 
è  esterno  ad  essa: 

8.0  V  intersezione  di  due  rette  reciproche  è  un  punto  in- 
ttvno,  o  esterno,  a  C3,  secondo  che  le  due  rette  sono  seganti  la 
(^nnicay  o  l' una  è  segante  e  V altra  è  esterna;  e  la  retta  congiun- 
ijeufe  due  punti  reciproci  è  esterna  alla  conica,  o  la  sega,  se- 
e  nido  che  i  due  j^itnti  sono  esterni  a  zs  ,  o  V  uno  è  interno  e 
/'  nitro  è  esterno: 

4.0  due  punti  distinti  A  ,  C  di  zs  determinano  sulla  retta 
XV^Eig  due  segmentiy  dei  quali  V  uno  contiene  solo  punti  in- 
timi alla  conica,  e  V  altro  solo  punti  esterni;  poiché,  se  G  è 
il  polo  della  retta  AC,  indicando  con  h  ^  f  due  rette  variabili 
<li  G  e  reciproche  a  C3,  delle  quali  h  giaccia  in  quello  dei  due 
A  completi,  formati  dalle  rette  AG  ,C0,  che  contiene  la  coni- 
ca (8G,</;,  il  punto  ^E^i'^sarà  [8.0]  sempre  interno  alla  conica 
f  l'altro  fg^H  sixrli  sempre  esterno,  ossia  uno  dei  segmenti 
AC  contiene  solo  punti  interni  e  V  altro  contiene  solo  punti 
♦•sterni: 

5.0  la  conica  C3  divide  il  suo  plano  e  in  due  regioni,  delle 
finali  V  una  contiene  solo  punti  interni  a  cs  {le  cui  polari  sono 
rette  esterne  alla  conica),  e  V  altra  contiene  solo  i>unti  esterni 
^i  w  (le  cui  polari  sono  seganti  della  conica)\  come  si  vede  [l.o 
e  4.0]  considerando  tutti  i  raggi  di  un  fascio  {^F,  e),  che  ha  per 
centro  un  punto  F  intemo  a  C3. 

?i)  Se  iS'  è  un  punto  interno  ad  nina  conica  C3  di  un  piano 
e,  ogni  rotta  del  fascio  {S,  e)  sega  C3  [ni),  l.o].  Ma  (piando  S  è 
un  punto  esterno  a  zz,  esistono  (80,  g)  oo  rette  r  del  lascio  {S,  a) 

^AìiniK  — Geometria  proiettiva.  27* 
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A  i  punti  della  punteggiata  (r) 
e  da  B  i  coniugati  di  questi 
punti  nelV  involuzione  C3^ ,  si 
hanno  due  fasci  proiettivi  di 
roggi,  che  generano  C3. 


d)  Indicando  con  C  il  polo 
di  una  retta  c^  esterna  ad  una 
conica  C3,  e  con  \  C involuzione 
che  proietta  zs^  da  tui  punto  C 
ddln  conica ,  ogni  retta  v,  re- 
cijrroca  a  e ,  seziona  J  secon- 
do un  involuzione  r),  che  rap- 
prtsenta  due  punti  reciproci  a 
z:\  e  viceversa  (^). 


ciproco  al  punto  ab  ,  segando 
con  a  i  raggi  del  fascio  (R,  e) 
e  con  b  i  coniugati  di  questi 
nelV  involuzione  C3r  ,  si  hanno 
due  punteggiate  proiettive  j  che 
generano  C3. 

Indicando  con  e'  la  polare 
di  un  punto  C  interno  ad  una 
conica  C3,  e  con  V  Vinvoluzione 
sezione  di  C3p  con  una  tangente  e 
di  C3 ,  ogni  punto  R,  reciproco 
a  Qy  proietta  V  mediante  un'in- 
voluzione RJ',  che  rappresenta 
due  rette  reciproche  a  C3;  e  vi- 
ceversa (^). 


Di  vero,  se  r  è  reciproca  a  e,  e  quindi  passa  per  C\  essa 
s('p:a(08^  ?n,  l.o)  la  conica  in  due  punti  reali  e  distinti  L  ,  L\  e  sa- 
ranno [a)  a  sinistra]  CL'C  ,  CU  e  due  punti  coniugati  in  0^  ; 
e  perciò  L  ,  //'  saranno  coniugati  nella  involuzione  r\ ,  ossia 
questa  involuzione  rappresenterà  due  punti  armonici  ad  L ,  L' 
e  quindi  reciproci  a  C3.  —  Viceversa,  se  r\  rappresenta  due  punti 
reciproci  (immaginarii),  e  quindi  armonici  alla  coppia  (necessa- 
riamente reale  )  dei  punti  rvi^L  ,  IJ ,  saranno  CL  ,  CV  due 
ragc^i  coniugati  in  J,  i  quali  segheranno  e  in  punti  reciproci  a  e; 
f'  perciò  r  passerà  [a)  a  sinistra]  pel  polo  (7'  di  r. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  destra. 

100.  a)  Se  FGH^fgh  è  un  7  autoreciproco  ad  una  conica  C5, 


f.mtimo  X  V  ABC  iscritti  nella 
conica  C3  e  circoscritti  al  trian- 
golo FGH,  ed  00  quadrangoli 
ii'critti  in  C3  e  che  hanno  FGH 
per  triangolo  diagonale. 


esistono  oo  trilateri  abc  circo- 
scritti alla  conica  zz  ed  iscritti 
nel  trilatero  fgh,  ed  00  quadri- 
lateri circoscritti  aa  e  che  han- 
no fgli  jìer  trilatero  diagonale. 


'^)  Sicché  C,  e,  zSf.  definiscono  un  triangolo  immaginario  iscritto 
nella  conica,  al  quale  è  applicato  il  teorema  a)  a  sinistra; 

"  j  Sicché  e,  C,  C3c  definiscono  un  trilatero  immaginario  circo- 
scritto alla  conica,  al  quale  è  applicato  il  teorema  a)  a  dritta. 
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Quando   poi  (  ;  )  è  immaginario— o  quindi   sono   date,  oltre 

al  punto  H  ed  alla  sua  polare  h  (che  non  si  appartcn<^ono),  an- 
che (08,  i)  le  involuzioni  ellittiche  prospettive  J/,  ,  Jh  ,  armoniche 
rispettivamente  a  c3/, ,  C3ii  — ,  nel  primo  caso  considerato  nelTe- 
nuiiciato,  se  si  costruiscono  ì  punti  B,  B'  tali  che  le  coppie  AB, 
A'Ji'  sieno  separate  armonicamente  mediante  H,h,  saranno 
li  ,  B'  due  altri  punti  di  C3 ,  mentre  i  punti  AB'A'B'E:aL, 
AB'-A'B^nL'  apparterranno  ad  h  e  saranno  reciproci  a  e 
Noi  secondo  caso,  se  si  costruiscono  le  rette  /;  ,  //  tali  che  le 
coppie  ab  y  ab'  sieno  separate  armonicamente  mediante  H^hj 
siranno  b  ,  6' due  altre  tan<j:enti  di  C3,  mentre  le  rette  abab'r^zì^ 
al/'Ci'hzz^I'  apparterranno  ad  li  e  saranno  reciproche  a  C3. 
Nrl  terzo  caso,  il  [lunto  /?,  separato  armonicamente  da  A  me- 
diante //,/*,  apparterrà  a  zz,  mentre  i  punti  ah^i^L ,  AII'hrrL' 
saranno  reciproci  a  e 

In  fine,  nel  primo  e  nel  terzo  caso,  costruendo  C3/, ,  come  in- 
viiluzione  armonica  alle  involuzioni  1,^ , /i/^',  se  ^^ ,  M'  sono  due 
punti  qualunque  coniugati  in  C3/, ,  i  i)unti  A^f'  A'M' ,  AM' -  A'^f 
a})j>arterranno  (09,  b,  a  sinistra)  a  C3.  —  Nel  secondo  caso  poi  , 
costruendo  zzn  ,  come  involuzione  armonica  alle  involuzioni  ],i  , 
//',  se  m,  m'  sono  due  rag-fi^i  qualunque  coniugati  in  C3»  ,  le  rette 
mn-n'm',  am'*a'ni  saranno  tanfj^enti  (00, />,  a  dritta)  a  zz. 

f)  Se  ABCD,  A'B'C'D' sono        Se    ahcd,a'b'cM'    sono   due 


(ine  quadraììgoìij  che  hanno  uno 


f/nadrUnteriy  che  hanno  uno  stes- 


ì^fcsiio  Iriangolo  diagonale  FGU,    so  trilatero  diagonale  f^h,  gli  <^ 


ijU  S  loro  vertici  giaceranno  a 
l  a  4  sopra  due  rette y  o  appar- 
terrà uno  tutti  ad  una  stessa  co- 
nica. 


loro  lati  passeranno  a  4  a  4 
per  due  punti,  o  saranno  tutti 
tangenti  ad  una  stessa  conica. 


Supponiamo  che  sia  AB- CDr^  IIeu  A'B'  CD'  ,  AC^DIÌ^G 
z^^^i'C'D'B' ,AD'BC=F=A'jr'B'C'.  Ora,  se,  p.  e.,  il  punto 
A'  le  quindi  pure  B')  giace  sulla  retta  AB,  anche  i  punti  C  ,  D' 
i^iaceranno  sulla  retta  CJ)'^  perchè  JIF ,  JIG  separano  armoni- 
camente le  rette  AB  ,  CD  e  le  rette  A'B'  ,  (77)',  mentre  A' B' 
coincide  con  AB, 
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eUitttcaj  ed  o(,ni  diametro  b  deìV  ellisse  (passando  pel  centro  0, 
che  è  interno  alla  curva)  ha  cornimi  con  C3  due  punti  reali  e 
(ìistiììti:  mentre  può  dirsi  poi  che  Co  rappresenta  ^li  assintoti 
fimniaginarii)  di  zs  ;  perchè  C3o  rappresenta  la  coppia  delle  tan- 
jrenti  nei  punti  (immaginarii)  air  infinito  dell'  ellisse. 

Inoltre,  gli  assi  di  no  si  dicono  assi  dell'ellisse  zs,  e  sono  due 
soli. 

Ma  se  c3o  è  un'  involuzione  circolare,  C3  passa  per  i  punti  ci- 
clici di  e,  ed  è  perciò  un  cerchio,  e  viceversa.  Dunque,  ogni 
diametro  di  un  cerchio  è  un  asse,'  e  se  una  conica  ha  piii  di  due 
fii<sl,  essa  è  un  cerchio  (*). 

f)  In  ogni  conica  n  a  centro ,  la  polare  m  di  un  piatto 
qualunque  M  di  o  è  \  al  diametro  b',  coniugato  al  diametro  b 
che  passa  per  M  (perchè  m  deve  passare  pel  polo  di  ò,  che  è  il 
punto  air  infinito  di  b'), — In  particolare,  la  tangente  in  un  punto 
al  finito  M  di  zz  è  \\  al  diametro  coniugato  di  quello  che  passa 
per  M. 

Se  M  è  impunto  qualunque  di  un  asse  a  di  w,  sarà  m  ^^^r- 
pendi colare  ad  a;  e  viceversa. 

g)  Dunque,  se  ts  è  un  cerchio  di  centro  0,  la  polare  m  di 
un  punto  arbitrario  M  del  suo  piano  è  ^  ad  OM;  e  viceversa^ 
se  ciò  si  verifica  per  tre  punti  y  dei  quali  mai  due  sieno  alli- 
neati col  centro  0  di  una  conica  (o  per  due  punti  M^N  non 
aìlineati  con  0  e  tali  che  OM  non  sia  J_  ad  ON  ),  questa  co- 
uìca   è  un  cerchio, 

h)  Se  e:  è  una  parabola,  l.o  i  sicoi  diametri  sono  tutti  \\  tra 
loro  (perchè  passano  pel  suo  centro  0,  che  è  il  punto  alT  infi- 
nito della  curva):  2.o  questi  diametri  sono  tutti  coniugati  alla 
retta  alV  infinito  o^  del  piano  o  della  parabola  ,  e  V  involu- 
zione Co  è  parabolica  di  raggio  doppio  o^  :  3.^  la  polare  m 
di  un  punto  arbitrario  ìi[  di  G  è  \\  alla  tangente  nel  punto  al 
finito,  in  cui  la  parabola  è  segata  dal  diametro  condotto  per  M  (^)\ 
4."  chiameremo  asse  della  parabola  a  Tunico  diametro  «,  il  cui 

(*)  Quando  diremo  che  una  conica  è  un'  ellisse ,  intenderemo 
che  essa  non  sia  un  circolo,  a  meno  che  il  contrario  non  risulti 
dalla  forma  del  dire. 

(-)  Da  f)  segue  che  questa  proprietà  regge  pure  per  una  conica 
a  centro  n,  se  il  diametro,  che  passa  per  M,  è  una  segante  di  zz. 
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t)  Se  C3  è  una  conica  a  centro  0,  ed  ?•  passa  per  0  (ma 
non  coincide  con  un  assintoto  della  conica,  se  questa  è  una 
iperbole);  il  punto  M  coinciderà  con  0,  e  la  corda  AA^ ,  reale 
0  ideale ,  che  n  determina  in  r,  dicesi  diametro^  reale  o  idea- 
/e,  di  C3,  situato  in  r;  mentre  A^A^  si  chiamano  vertici,  reali 
0  ideali^  del  diametro  AAy^. 

8i  noti  però  che,  con  la  parola  diametro,  noi  intenderemo 
alle  volte  la  polare  r  di  un  punto  air  infinito  (101,  a) ,  ed  al- 
tre volte  la  lunghezza  AAy^  della  corda,  reale  o  ideale,  situata 
in  r:  ma  la  forma  del  dire  farà  distinguere  di  quale  dei  due 
casi  si  tratta. 

Dunque,  in  una  ellisse ,  i  diametri  sono  (101,  e)  tutti  reali, 
mentrej  di  due  diametri  coniugati  di  un'iperbole,  uno  è  (101,  d) 
naie  e  V  altro  è  ideale. 

Se  :3  è  poi  una  parabola,  che  ha  r  per  uno  dei  suoi  diame- 
tri, dei  due  punti  rxz'^AyA^,  T  uno  A^  sta  air  infinito;  e  quin- 
di, mentre  la  lunghezza  del  diametro  AA^  è  inlìnita,  il  punto 
al  finito  A  è  quello  che  dicesi  vertice  di  tale  diametro. 

e)  Dal  teorema  a)  si  deduce  quanto  segue. 

1.^  Se  VX  è  la  polare  di  un  punto  M,  rispetto  ad  una  co- 
nica C3,  il  diametro  r,  condotto  per  M,  biseca  la  corda,  reale  o 
ideale,  che  C3  determina  in  m.  E  questa  corda  ò  quella  che  chia- 
meremo corda  del  contatto,  reale  o  ideale,  rispetto  alle  tangenti, 
reali  o  immaginarie,  condotte  per  M  (^). 

2.0  Se  Z3  è  una  parabola,  ed  è  ìì  il  vertice  di  un  suo  dia- 
metro T,  la  polare  m  di  un  punto  M  di  r  sega  ([)7,  a,  a  sini- 
stra) r  nel  punto  mr  simmetrico  di  M  rispetto  ad  R, 

3.0  Se  BOB^  ,  COC|  sono  due  corde,  reali  o  ideali,  di  una 
conica  C3,  che  si  bisecano  scambievolmente  in  0,  sarà  0  il  cen- 
tro della  conica  :  perchè  O  deve  giacere  sui  due  diametri  di- 
stinti, coniugati  rispettivamente  alle  rette  BOlì^ ,  COO^, 

d)  Se  h  è  la  tangente  in  un  punto  B  al  finito  di  una  co- 
nica a  centro,  la  tangente  b^  nelValtro  vertice  B^  del  diametro 
BBj  mrà  i|  a  b  (perchè  bb^  deve  essere  il  polo — air  infinito  — 
del  diametro  BB^)\  e  viceversa, 

(0  Si  noti  però  che  nel  n.o  98,  w)  fu  chiamata  corda  del  con- 
tatto la  polare  di  un  punto  rispetto  ad  una  conica. 

Saxkia— G'comefrta  proiettiva.  28* 
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tatto  di  C3  con  NX^.  Inoltre  (101,  f),  posto  tt^^Oy  al  diametro 
OA^^  è  coniugato  il  diametro  s'  parallelo  ad  NN^, 

fig.  84.^ 


Siccome  poi  ONX^  e  un  v  circoscritto  air  iperbole  C3 ,  ne 
ì>i'^\ie  (99,  a^  a  destra)  che  le  H  ad  s,  condotte  per  N'jN'^f  sono 
rette  reciproche;  e  queste  passano  pel  polo  di  s'  (che  è  il  punto 
air  infinito  di  s).  In  conseguenza  (97;  A*,  2.o),  esse  segano  s'  in 
due  punti  reciproci  A' ,  A\  ,  ì  quali  sono  equidistanti  da  0  (per- 
diè  si  ha  OA'r-AX:^NiA^A\0)',  ossia  AVA\  ò  il  diametro 
ideale   coniugato  al   diametro  reale   ^lO.lj  ,  ed  ò  ^IM  |]  t^. 

Dunque^  se  sopra  due  semidiametri  coniugati  OA ,  OA'  di 
if.ji  iperbole  C3  si  costruisce  il  D ,  uua  sua  diagonale  coinciderà 
con  un  assintoto  t  di  C3,  e  V  altra  sarà  \\  all'  altro  assintoto  t^. 

0,  altrimenti ,  la  retta,  che  congiunge  i  vertici  di  due  semi- 
diametri coniugati  di  un'iperbole  C3  ,  è  jj  ad  un  assintoto  t^  di 
3,  ed  è  bisecata  dall'  altro  assintoto  t. 

e)  Se  gli  assintoti  t  ,  t^  di  a  sono  ortogonali,  ossia  se  V  ì- 
pcrljolc  t3  è  equilatera,  il  D  OANA'  (fig.  84.»)  sarà  una  losanga. 

Dunque,  in  un*  iperbole  equilatera ,  i  semidiametri  coniugati 
i((mo  uguali  Q). 


può   costruirsi    per   tangenti ,  come   segue. — Condotte    per  A'^ ,  X^ 
le      arbitrarie   ^ ,  /^  ,  la  congiungonte  i  punti  It^  ,  l^t  sarà  (09,  b^ 
a  destra)  un'altra  tangente  dell'iperbole,  perchè  Z,Zj  sono  rette 
reciproche. 
{^)  Secondo  che  V  a  A'OA^i  (fig.  84.»)  degli  assintoti  OA" ,  OX^ 


.J 
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f)  Di  qui  [o  dal  afi  101,  rf)]  e  da  h) 
condotte  ad  un  pitntù  qualunque  dì  un' 
dai  vertici  di  un  suo  diametro  reale,  i 
nate  a  ciascuno  degli  assintoti  di  a,  me 

g)  Neil'  iperbole  si  hanno  due  soli  a 
(come  per  o^ni  altra  coppia  di  diametr 
bolo)  l'uno  è  reale,  e  denominasi  assepr 
e  dicesi  asse  secondario:  e  i  vertici  del 
condario,  si  cliiamano  vertici  reali,  o  idf 

In  una  ellisse  o  esistono  pure  due  soli 
reali;  e  i  vertici  di  questi  assi  si  dicono 
A]  Tre  diametH  di  una  ellisse  a  non 
tra  loro. 

In  fatti,  so  a  avesse  i  tre  diametri  ngi 
indicando  con  M ,  N  ì  punti  medii  delle 
r  ,  s  le  II  ad  AH  ,  JiC  condotte  per  0,  si 
ed  8  due  coppie  di  diametri  coniugati;  e 
vrebbe  OMj_r,OXX^t  P^^r  l'ipotesi  fatta, 
in  Oo  un'involuzione  circolare,  e  perei 
un  circolo. 

»')  In  ima  ellisse  o  gli  assi  non  son 
merenio  primario  il  maggiore  di  essi,  e 

Inoltre,  a  ha  due  eoli  diametri  conit 
sono  li  alle  congiuiigenti  i  vertici  di  un 
dell'  altro  asse. 

Di  vero,  se  gli  assi  AOA^  ,  A'OA\  di  i 
vcluzione  rso  avrebbe  due  coppie  di  ragj 
li  [cioè  le  rette  AOA^  ,  A'OA\,  e  le  1|  ■ 
AA'  ,A^A'\,  e  sarebbe  circolare;  e  quin 
cfiio. 

di  una  iperbole  t3  è  acuto,  retto,  o  ottuso, 
al  circolo  di  diametro  jV.V,  (desci'itto  nel  \ 
questo  circolo,  o  sarà  interno  ad  esso.  Duo 
può  affermarsi  che,  seeondo  che  V  a  degl 
hoìe  è  acuto,  redo,  o  ottuso,  ciascun  diam 
re,  uguale,  o  minore  del  suo  coniugato  idt 
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Si  ha  poi  che  due  diametri  deli'  ellisse ,  simmetrici  rispetto 
ad  un  asse  A^A\  (e  quindi  anche  simmetrici  rispetto  air  altro 
asse),  sono  evidentemente  uguali  :  e  due  diametri,  non  simmo- 
trici  rispetto  ad  A^A\ ,  non  possono  essere  uguali  ;  altrimenti 
questi  due,  e  il  simmetrico  di  uno  di  essi  rispetto  ad  A^A\  , 
sarebbero  tre  diametri  uguali:  assurdo  \ì\)\ 

Ma  due  diametri  coniugati  sono  ||  alle  corde ,  che  congiun- 
gono un  punto  di  C3  ad  -4  ,  ^1  ;  e  di  queste  corde  solo  quelle, 
che  passano  per  A^  (o-4',)  sono  simmetriche  rispetto  ad  A^A\, 
Dunque,  i  diametri  ||  a  queste  ultime  due  corde  sono  i  soli  dia- 
metri coniugati  uguali. 

li)  La  parabola  ha  un   solo   asse  (101,  /i,  4.<^) ,   e  il   vertice 
deli'  asse  dìcesi  vertice  della  parabola  (^). 

/)  Una  conica  a  centro  C3  è  individuata  da  due   suoi   dia- 
metri coniugati  AOA^^  ,  A'OA\, 
anche   quando  l'uno  A'OA\  è  ^S-  ^-^-^ 

ideale;  poiché  si  può  costruire 
per  punti,  e  per  tangenti,  nel 

secruente  modo. 
Nella  involuzione  (fig.  85.«), 

die  c3  determina  sulla  retta  ^'.4', 

(  involuzione    individuata    dal 

punto  centrale  O  e  da  uno  A' 

dei  punti   doppi ,  o  dal    punto 

centrale  0  e  dai  punti    coniu- 
gati A' ,  A\  ,  secondo  che  A'A\ 

deve  essere  un  diametro  reale, 

0  ideale),  si   assumano   due  punti   coniugati   arbitrar ii  J/,  J/', 

saranno  (99,  6,  a  sinistra)  AM'A^M'  =  X,AM^'AiM=N'   due 

punti  di  e:. 
Inoltre,  conducendo  per  A  ,  A^  le  rette  a,  a^  \\  ad  A'A\j  che 

sono  tangenti  fi  zs  in  A  ,  A^ ,  e  per  0  le  s  ,  s'  ||  ordinatamente 

'àAA^NjAN',  queste  ;|  sono    due    diametri    coniugati    [6)],   e 


(^)  Nel  problema  risoluto  al  n.»  92,  d),  l.o,  relativamente  ad  una 
parabola  s  individuata  da  4  tangenti,  la  retta  rf  è  un  diametro  di 
5j  la  retta  6'  è  la  tangente  al  vertice,  e  F  è  il  vertice  della  pa- 
i-abola  stessa.  Sicché  la  1  a  a  6'  nel  punto   V  è  l'asse  di  C3. 


segano  a  ,  a,  rispettivamente  nei  punii  L 
Lt,  è  tangente  a  n  (99,  b,  a  destra).  Ed 
nica  in  jV,  perchè  s  biseca  la  corda  AX  i 
Ay  è  (102,  e,  1.°)  la  corda  del  contatto  pei 
da  Z/  a  Q. 

In  fine,  essendo  evidentemente  i  v  OAj 
AiOM' ,  MAO,  sarà  AL^OM',  A^L,!:hOM: 
sono  rette  |;  ad  AA^ ,  condotte  per  i  punt 
il  punto  all'infinito  di  AAi  k  il  polo  della 
LM  ' ,  LiM  sono  due  rette  reciproche,  Du 
M,M'  le  11  ad  AOA,,  queste  formeranno 
cui  diagonali  sono  le  due  tangenti  dì  a  ii 

104.  a)  Dati  5  punti  ABCDE  di  una 
determinare  il  centro  (  ossia  il  polo  della 
dol  suo  piano)  nel  seguente  modo  (cfr.  i> 

Si  derermini  la  seconda  intersezione  C 
condotta  per  C\  e  la  retta  l ,  ciie  congiui 
AC'-BC  (e  che  biseca  le  corde  \\  AB ,  Ci 
punto  ABo^,  ossia  sarà  un  diametro  di 
minando  il  secondo  punto  d' intersezione 
CD  condotta  per  E,  si  avrà  un  altro  diai 
nella  retta  conpiungente  i  punti  CKDE', 
punto  }m.  sarà  il  richiesto  centro. 

Se  risulta  m\l,zi  h  una  parabola.— In  e 
pel  centro  Im^O  le  rette  Z',  m' rispettiv 
si  avranno  in  lì',  mm'  due  coppie  didian 
ci6,  secondo  che  tso^]U' ,fnm'\  b  un' inv< 
ellittica,  la  conica  a  è  un'iperbole,  o  una 
un'involuzione  simmetrica,  o  circolare,  1' 
tera,  o  l'ellisse  a  è  un  circolo. 

h)  Se  poi  si  vuole  determinare  il  cen 
individuata  da  5  tangenti  nfccrfe  —  esclusa 
determinino  sopra  a,  b  punteggiate  simili, 
clic  o  t  una  parabola  — ,  si  può  applicar 
in  a),  costruendo  prima  i  punti  di  contai 
genti  dbcde. 

Ma  sì  possono  invece  costruire  (92,  a)  I 
spettivamenie  ad  a,  h,  e  il  centro  del  D  aba' 
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e)  Una  costruzione  però  più  semplice  del  centro  della  co- 
nica zz=abcde  è  contenuta  nella  soluzione  della  quistione,  che 
si  tratterà  nel  seguente  numero. 

105.  a)  Andiamo  ora  ad  assolvere  la  promessa  fatta  nel  n.» 
8',),  e)  di  mostrare,  come  si  possa  giudicare  della  specie  di  una 
conica  C3,  individuata  mediante  5  tangenti,  ossia  mediante  due 
punteggiate  proiettive  (w)  ,  (?*') ,  le  quali  generano  il  fascio  di 
niggi  di  2.0  ordine  che  inviluppa  zz. 

Ma,  avendo  già  trattato  (89,  e,  d)  il  caso  di  (it)  ,  (it')  simili 
e  con  sostegni  al  finito,  e  quello  in  cui  uno  dei  sostegni  ò  al- 
l' intìnito^  supporremo  qui  che  (u)  ,  {u')  sieno  due  punteggiate 
l>roiettive  di  un  piano  o  (non  sovrapposte  né  prospettive)  che 
abbiano  al  finito  i  punti  limiti  J ,  I', 

b)  E  quasi  inutile  osservare  che,  se  V  uno  J  dei  duo  punti 
Uniiti  J,  I'  coincide  col  punto  me' ,  la  conica  C3  ò  un'  iperbole 
di  assintoto  «';  mentre,  se  ò  J=e^  I'  ^=un' ,  zs  è  un'  iperbole  di 
centro  ìhl'  e  di  assintoti  ii  ,  u'. 

Si  noti  però  che  nel  l.o  caso  il  punto  medio  0  del  segmento 
//'  è  il  centro  di  a  (perchè  0  deve  giacere  sulT  assintoto  u'y 
e  la  ''  ad  u  condotta  per  /'  è  un'altra  tangente  dell'iperbole); 
e  elio,  costruito  il  punto  A  di  (?0  corrispondente  al  punto  un' 
di  (;«')^  e  prendendo  AL  ^  JA,  sarà  OL  V  altro  assintoto  di  n. 
e)  Se  poi  iiluno  dei  punti  «/,  I'  coincide  col  punto  uu  =.4', 
(ìì  quale  cori'isponde  in  (u)  il  punto  A  (necessariamente  distinto 
da  J),  si  avrà  nel  punto  medio  0  del  segmento  JV  il  centro  della 
(*onica  zSj  la  quale  sarà  un^  iperbole,  o  ti n'  ellisse ,  secondo  che 
J  giacerà  nel  segmento  finito  A'A,  o  pur  no  (^). 

Di  vero,  il  UJATL  è  circoscritto  a  a;  e  perciò  J/' ,  A'L  sono 
due  diametri  coniugati  della  conica,  mentre  OA  e  la  \\a^  ad 
w,  condotta  per  O,  sono  due  altri  diametri  coniugati.  Ora  è  evi- 
dente che  queste  due  coppie  di  diametri  coniugati  «apparten- 
gono ad  un'involuzione  iperbolica,  o  ellittica,  secondo    che  J 


^')  Si  noti  che,  se  al  punto  uu'^B  di  (m)  corrisponde  B'  in  (m),  è 
^li'  Tasse  di  collinea/.ione  di  (u)  ,(«');  e  perciò  le  rette  JI\  oo'co  si 
negano  sopra  AB\  ossia  JI' ,  AB'  sono  rette  parallele.  Dunque,  /'  giace 
rispetto  a  BB\  come  J  rispetto  ad  A' A. 


5  nel  Begtnento  fluito  A'A^ 
simmetrica,  o  circolare,  i 
a  è  un  cerchio. 

d)  Se  è  il'  Wn,  ed  A ,  A'  s 
(li'),  ìa  conica  o  aorà  pei 
sto  A'O-u^B,  sarà  zi  w 
/  giace  nel  segmento  fini 
u'^B',è  AA'B'B  un  a  ' 
mare  come  in  e),  deducei 
)lo,  e  quando  l' iperbole  i 

'6.  a)  Conducendo  in  dm 
ca  a  le  tangenti  MR  ,  M, 
"J,  un  asse  a  di  a,  i  segn 
proporzionali  ai  segmeni 
vero,  posto  MMi  ^r  ,  ro 
di  P  rispetto  a  e  In  con 
saranno  raggi  coniugati  b 
rciò  saranno  uguali  gli  ^ 
i  Nlt,  NyR  sono  circoscritt 
rciò  gli  A  MNR  ,  ltS\Mi 
Q.n  ,  RQM^ ,  e  quindi  tigi 
MMl ,  liN,M^  sono  siinii 
6)  Se  (3  è  a  centro ,  e  )' 
latamente  in  N',N'j,  si 
:  e  ([uindi  sarà  MN  :  UN 
conica  a  centro,  il  tappo 
mnto  il  di  a  ,  intercetti 
I  conica,  è  costante  al  va 

e)  Di  qui  segue  ancora  e 
yrmali  in  due  punti  M  ,  & 

retta  MM,  ,  sono  (S'J,  e)  ( 
la. 

KAOGI   E    PIANI   POLARI   BI8I 

»7.  a)  Indicando  con  V  « 

97), 

ì  un  dato  raggio  della  stelli 
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[U],  il  luogo  del  raggio  s'  di 
T'I,  separato  armonicamente  da 
s  mediante  Y  (ossia  mediante  i 
due  ra^^gi  di  V,  reali  o  imma- 
ginarii,  situati  nei  piano  ««'.~p), 
('  un  piano  e,  che  diremo  pla- 
no polare  di  s,  rispetto  a  T. 


[U],  V  inviluppo  del  piano  g'  di 
[U],  separato  armonicamente  da 
0  mediante  '^'  (ossia  mediante  i 
due  piani  tangenti  di  ^' ,  reali 
0  immaginarli,  condotti  per  la 
retta  oc'  e:^  r  ) ,  è  una  retta  s  , 
che  diremo  raggio  polare  di  e, 
rispetto  a  T. 

li)  Rispetto  ad  un  cono  quadrico  T  di  vertice  U,  se  e  è  il 
piano  polare  di  zen  raggio  s  della  stella  [U] ,  sarà   s  il  raggio 
polare  di  G'^  e  se  s  è  un  raggio  di  T  ^  a  sarà  il  piano  tangente 
di  Y  lungo  s. 

Inoltre,  l.o  e  contiene  V  intersezione  di  due  piani  tangenti 
qualumpie  di  V  ,  reali  o  irnmaginarii ,  i  cui  raggi  di  contatto 
(jiacciono  con  s  in  uno  stesso  piano'^  e  jjer  s  j)assano  i  j^iani  se- 
pnrnti  armonicamente  da  o  mediante  tali  coppie  di  ^ìiani  tan- 
(p'nii  : 

2.0  per  ogni   A    quadrispigolo   iscritto    in  W  ,  che    ha    una 
retta  diagonale  coincidente  con  s ,  le  altre    due  rette  diagonali' 
nppnrtenyono  a  c]  e  per  ogni   A    tetraedro  circoscr itto  a  ""J',  che 
ha  ìin  piano  diagonale  coincidente  con  e,  gli   altri   due  piani 
diafjonali  passano  per  s  : 

3.0  se  per  s  passano  due  piani   tangenti  reali  di  T,  i  raggi 
di  contatto  giacciono  in  g;  e  viceversa  : 

.  4.0  il  piano  polare  di  un  raggio  qualuncpie  del  fascio  (U,  o) 
pa.sm  per  s,  e  il  raggio  polare  di  un  piano  qualunque  del  fa- 
*cio  (s)  giace  in  a. 

e)  Rispetto  ad  un  cono  quadrico  W  di  vertice  U, 


'lue  raggi  s^s'  della  stella  [U] 
^i  chiamano  reciproci  {coniu- 
ij^ti),  se  il  piano  polare  dell'uno 
<<  passa  per  r  altro  s';  e  quindi 
allora  anche  il  pianò  polare  di 
'*'  passa  per  s. 


due  piani  a  ,  o'  della  stella  [U] 
si  chiamano  reciproci  [coniuga- 
ti), se  il  raggio  polare  deiruno 
e  giace  sull'ai tro  e'  ;  e  quindi 
allora  anche  il  raggio  polare  di 
o'  giace  in  g. 


d)  Se  il  vertice  U  di  un  cono  quadrico  è  al  finito,  esistono 
X  raygi  (o  piani)  della  stella  [IJ]  ortogonali  e  reciproci  ad  un 

Sanxfa  — GeoTue/ria  proiettiva.  29^- 
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(.S',  c''=a'6'c'  .  .  . ,  i  quali   ap- 
partengono alla  stella  [S']'^  e  se 
s  passa  per^S',  generano  il  fa- 
scio di  piani  s(a'b'c'»,.), 
e)  Se  poi  le  forme  proiettive 

appartengono  al  piano  o\  esse 
non  generano  alcuna  forma  ; 
poiché,  anche  quando  sono  pro- 
spettive, 0  8  passa  per  S',  due 
elementi  corrispondenti  qualun- 
que .4  ,  a'  di  (jb)  ,  {S'j  e')  non  in- 
diriduano  un  terzo  elemento 
comune  ad  A  ed  a'. 


a'b'c'  .  .  . ,  i  quali  appartengono 
al  piano  o';  e  se  s  giace  in  e',  ge- 
nerano la  punteggiata  s(a'6'c'...). 

Se  poi  le  forme  proiettive 
{8)~ol'}^  .  .  . ,  (S'y^')=a'bW  .  .  . 
appartengono  alla  stella  [S^]j 
esse  non  generano  alcuna  for- 
ma; poiché,  anche  quando  sono 
prospettive ,  o  e'  passa  per  s , 
due  elementi  corrispondenti  qua- 
lun(iue  a  ,  a'  di  (,v) .  {S',  o')  non 
individuano  un  terzo  elemento 
comune  ad  a  ed  a\ 


d)  Similmente  si  ha  che,  una  punteggiata  {n)  ed  un  fascio 
di  piani  {u') ,  proiettivi  tra  loro,  non  generano  alcuna  forma. 

e)  Due  fasci  di  raggi  proiettivi  (S,  Q)^abc,„j  {S',  cM^a'6'c'..., 
che  non  appartengono  araendue  ad  uno  stesso  piano  o  ad  una 
mcflesima  stella,  se  non  sono  prospettivi,  non  generano  alcuna 
forma;  perchè  esistono  al  più  due  piani  (  e  quindi  due  punti  ) 
comuni  a  coppie  di  raggi  corrispondenti  nei  due  lasci.  Se  poi 
edstono  tre  di  tali  piani ,  ossia  se  i  fasci  sono  prospettivi , 
essi  generano  il  fascio  di  piani  di  asse  SS'  e  la  punteggiata 
di  sostegno  ca\ 

f)  Dunque^  non  potranno  ottenersi  novelle  forme ,  se  non 
considerando  due  punteggiate  proiettive,  o  due  fasci  proiettivi 
di  piani,  i  cui  sostegni  rettilinei    sono  sghembi. 

QUINTA   FORMA    DI    2.0    ORDINE. 


109.  a)  Due  punteggiate  proiet- 
tive if)^ARC...,  (n')=A'B'C  '..., 
i  cui  sostegni  w,  u'  sono  sghem- 
^>i^  ^'enerano  la  serie  delle  rette 
'l-l',  BB',  ce,...,  che  congiun- 
^'ono  i  loro  punti  corrispondenti, 
^-  che  sono  sghembe  a  due  a 
due;  perchè,  se  due  qualunque 


Due  fasci  proiettivi  di  piani 
(M)^a^Y...,  (w')^a'?'Y'... ,  i  cui 
assi  u  ,  il'  sono  sghembi,  gene- 
rano la  serie  delle  rette   aa'  , 


??'?TY'vj  secondo  cui  si  se- 
gano i  loro  piani  corrispondenti, 
e  che  sono  sghembe  a  due  a 
due;  perchè,  se  due  qualunque 
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I'  ju'oiettano  le  punteggiate  proiettive  H{abc...)  ,  u\abc...)  ,  co- 
stituiscono una  proiettività  che  ha  i  tre  piani  uniti  a'a,  a'b,  a'cy 
ossia  costituiscono  un'  identità.  In  conseguenza,  indicando  con 
d  un  altro  raggio  qualunque  di  -,  coincideranno  i  piani  che  da 
a'  proiettano  i  punti  corrispondenti  ud  ,  u^d  delle  punteggiate 
proiettive  ìi(abc„.)yu'{ahc...y^  e  perciò  le  rette  a' ,  d  giaceranno 
in  uno  stesso  piano. 

E  siccome  quindi,  se  una  retta  qualuntiue  r  non  è  un  raggio 
(lì  V,  non  può  r  appoggiarsi  a  più  di  due  raggi  di  S,  diremo 
che  una  schiera  rigata  1  è  una  forma  di  2.o  ordine. 

d)  Da  e)  segue  che,  o[/ni  punto,  o  piano,  cha  appartiene  ad 
un  raggio  di  una  schiera  rigata,  appartiene  anche  ad  un  rag- 
gio della  schisila  incidente. 

e)  Abbiamo  veduto  [  e)  ]  che ,  tre  raggi  arbitrarli  di  una 
schiera  rigata  S  fanno  costruire  tutt'  i  raggi  della  schiera  ri- 
^^ata  incidente  1',  e  quindi  anche  tutti  gli  altri  raggi  di  1. 

Inoltre,  se  da  due  raggi  arbitrarli  a' ,  b'  dell'  una  1'  di  due 
schiere  rigate  incidenti  si  proietta  1'  altra  2  (ossia  si  proiettano 
i  rat]:gi  abc...  di  I) ,  si  ottengono  due  fasci  proiettivi  di  piani 
a' [abc.) ,  b' (abc.) ,  perchè  prospettivi  alla  punteggiata  che  2 
determina  sopra  un  raggio  qualunque  e'  di  1'  (ossia  che  i  raggi 
nhr.„  di  I  determinano  sopra  r';;  mentre  le  punteggiate  b\abc...), 
fi  abc..,.)  sono  prospettive  ordinatamente  ai  fasci  di  piani  a'{abc...), 
h'Uihc . . .  )  ed  in  conseguenza  esse  sono  proiettive  tra  loro. 
Dunque , 

l.^  tre  rette  abc,  sghembe  a  due  a  due,  definiscono  la  schiera 
rigata  Z  {di  cui  abc  soìio  tre  raggi)  e  la  schiera  incidente  a  I: 

"2."^  date  due  schiere  rigate  iKcidenti  21,  2',  i  fasci  di  piani, 
<'he  proiettano  funa  Z  da  due  raggi  arbitrarii  deW  altra  ,  e  le 
punteggiate  che  Z  determina  sopra  due  raggi  qualunque  di  2]', 
^onn  4  forme  proiettive  a  due  a  dice:  e  potendosi  quindi  con- 
siderare due  generatrici  arbitrarie  di  una  delle  due  schiere  in- 
cidenti come  direttrici  dell'altra,  una  qualunque  delle  due  schiere 
SI  dirà  direttrice  dell'  altra. 

f)  Se  una  schiera  rigata  S^abc...  è  generata  da  due  pun- 
^''ggifde  simili  (a';  ,  (b')  [o  ,  ciò  che  torna  allo  stesso ,  da  due 
fasci  proiettivi  di  piani  (a'),(b'),  che  hanno  due  piani  corri- 
^jpondenti  j  ]  ],  i  raggi  abc...  sono  evidentemente  \  j  ad  un  piano 
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(lai  suoi  tre  raggi  B^B^b,  e,  d]  ed  a  sarà  il  raggio  di  S  che 
passa  per  A, 
Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  destra, 
d)  I  teoremi  e)  possono  generalizzarsi  dicendo ,  dati  due 
punti  (o  piani)  reali  e  distinti  A  ,  B  (o  a ,  P),  e  due  rette  sghembe 
e,  (1,  delle  quali  ninna  giaccia  con  A  e  B  in  uno  stesso  piano 
(o  seghi  a  e  ^  in  uno  stesso  punto) j  è  individuata  una  schiera 
ridata  2Ì ,  tale  che  e  ,  d  ,  e  i  raggi  a  ,  b  di  essa  appartenenti 
rii^pettivamente  ad  A  ,B  {o  ad  a  ,  f  ),  costituiscono  un  gruppo 
di  raggi  di  !)  proiettivo  ad  un  dato  gruppo  di  elementi  di  una 
forma  semplice. 

QUADRIGHE   RIGATE. 

111.  d)  I  raggi  di  una  schiera  rigata  2  ricoprono  una  super- 
fìcie curva  Qj  che  riceve  il  nome  di  quadrica  gobba,  o  quadrica 
rigata  y  e  che  è  pure  ricoperta  dai  raggi  della  schiera  rigata 
incidente  I'  (').  Sicché  la  quadrica  gobba  Q  può  essere  gene- 
rata in  due  modi  da  una  retta  variabile,  obbligando  cioè  que- 
sta ad  appoggiarsi  a  tre  dati  raggi  di  -,  o  di  S'. 

Diremo  ancora  che  2 ,  1'  appartengono  a  fl,  e  che  Q  è  il  so- 
Hcgno  di  queste  due  schiere  rigate^  ed  applicheremo  alla  qua- 
drica rigata  le  varie  denominazioni  usate  nelle  schiere  rigate, 
come,  p.  e.,  raggi,  generatrici,  direttrici. 

h)  Se  una  retta  r  ha  piii  di  due  punti  comuni  con  iena  qua- 
drica gobba  Q,  essa  è  una  generatrice  della  quadrica:  poiché 
si  appoggia  a  più  di  due  raggi  di  una  schiera  rigata  della  qua- 
drica ,  e  quindi  è  (109,  e)  un  raggio  della  schiera  rigata  inci- 
dente. 

e)  Se  un  piano  a  passa  per  una  generatrice  a  di  una  qua- 
drica  gobba  Q,  e  quindi  anche  (109,  d)  per  una  sua  direttrice  a', 
d  piano  o  non  può  avere  con  la  quadrica  alcun  punto  commie 
i\  che  non  appartenga  ad  d^  o  ad  a':  poiché,  in  contrario,  ogni 
letta  r,  condotta  per  P  in  o,  avendo  comuni  con  la  quadrica  i 
tre  punti  P,  ra,  ra\  giacerebbe  [b)]  tutta  intera  su  questa  su- 
l'crficie,  mentre  sega  a  ed  a';  assurdo. 

'^)  Ogni  superficie  generata  da  una  linea  retto,  àicesì  superficie  rigata. 
La  quadrica  gobba  è  doppiamente  riyala. 
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Or  siccome,  se  una  retta  arbitraria  ' 
l'^A,  essa  sega  Q  nei  due  punti  di 
passa  per  A,  essa  ha  comune  con  . 
me,  se  r  è  una  retta  di  A  non  situ 
.,  distinto  da  c^aa',  contiene  una  ti 
perciò  b'  sega  r  in  un  punto  di  Q  { 
e  ogni  vetta  condotta  pel  punto  A  i 
Q  in  A,  e  che  il  piano  e,  il  quale 
Q  in  i4,  6  il  piano  tangente  di  Q  i 
d}  I  piani  off...  di  una  generatrice  : 
e  contengono  quindi  ordinatamente 
adrica  e  sono  tangenti  ad  essa  ne: 
'=C,...,  costituiscono  un  fascio  proie^ 
jgiata  ABC...  dei  loro  punti  di  coni 

e)  Se  per  una  retta  r  passano  pi 
l  una  quadrica  gobba  Q ,  r  f  una  g^ 
ichè  ,  indicando  con  o^-;  tre  di  qu 
)'c'  le  direttrici  di  Q  che  giaccion 
che  sono  rotte  sghembe  a  due  a  di 
:  punti  distinti  comuni  ad  r  e  Q;  g 
trice  della  quadrica. 

f)  Ma  se  r  non  k  una  retta  di  Q 
ino  tangente ,  questo  contiene  una 
ce  di  Q,  elle  segano  r  in  due  punti 
ali  sono  quindi  comuni  ad  r  e  Q.  I 
le  piani  ct,g  tangenti  alla  quadrica 
neratrici  di  questa  situate  rispetti 
,  b'  le  direttrici  situate  ordinatau 
'  ,  a'b  due  punti  comuni  ad  r  e  Q. 

aue  punti,  pel  primo  dei  quali  pat 
una  direttrice  b' ,  mentre  pel  secoi 
ce  b  ed  una  direttrice  a',  i  piani  aa' 
igenti  a  Q.  In  conseguenza,  se  per  t 
nte  alla  quadrica,  r  deve  essere  un 
Dunque,  se  r  non  è  un  raggio  di  u 
'.ro  dei  piani  tangenti,  che  per  r  b 
adrica ,  è  uguale  al  numero  dei  pu 
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g)  Indicando  con  - ,  a' ,  h*  la  schiera  delle  generatrici  e 
(lue  direttrici  di  una  quadrica  gobba  fl,  e  con  o  un  piano  non 
tangente  alla  quadrica,  i  fasci  proiettivi  di  piani  (109,  f?,  2.^), 
ch(^  proiettano  1  da  a'  ,  6',  senio  segati  da  o  secondo  due  fa- 
sei  proiettivi  di  raggi  (  che  non  sono  però  prospettivi  ,  nò  so- 
vrapposti), i  quali  generano  una  conica  appartenente  alla  qua- 
drica. Inoltre,  proiettando  da  un  punto  8,  non  appartenente 
alla  quadrica,  le  punteggiate  proiettive  (100,  e,  2.o)  che  1  deter- 
mina sopra  a',  6',  si  ottengono  due  fasci  proiettivi  di  raggi  di 
comune  centro  8  (che  non  sono  però  prospettivi,  nò  sovrappo- 
sti), i  (piali  generano  un  fascio  di  2.o  ordine  di  piani  tangenti 
alla  quadrica,  il  cui  inviluppo  ò  un  cono  quadrico,che  si  dirà  cir- 
c(f8c ritto  a  Q.  Dunque, 

o(jai  piano  o,  non  tangente  ad  1  ogni  punto  S^  non  apiìartenente 


una  quadrica  gobba  Q,  la  sega    ad  una  quadrica  gobba  Q,  è  ver- 
secondo  una  conica  C3.  tice  di  un  cono  qttadrico  Y  cir- 

coscritto  alla  qnadrica. 

lì)  Ma  questi  teoremi  possono  completarsi,  aggiungendo, 


E  i  piani  tangenti  a  Q  nei  lìunti 
di  c3  inviluppano  un  cono  qua- 
drici) Y. 

Di  vero,  indicando  con  ABC 
tre  punti  di  C3,  con  a^y  i  piani 
tanj^onti  a  Q  in  questi  tre  punti, 
e  con  S  il   punto  a2v,  il  cono 


E  i  punti  di  contatto  di  Q  coi 
piani  tangenti  a  ^F  generano 
una  conica  C3. 

Di  vero,  indicando  con  agv 
tre  piani  tangenti  a  Y,  e  cori 
ABC  i  loro  punti  di  contatto 
con  Q,  la  conica,  secondo  cui 


c]uadrico  [^)  a  dritta]  circoscrit-    il  piano  AJ^C=g  sega  Q  [g)  a 
to  a  H  e  di  vertice  8   coinci-    sinistra],  coincide  con  quella  se- 


de con  quello  che  proietta  C3  da 


condo    cui   G   sega   W  ,  con  la 


S,  col  quale  ha  comuni  i  piani  i  quale  ha  comuni  i  punti  ABC 
tanironti  a^v  e  i  raggi  di  con-,  e  le  tangenti  c(7.g^). 
tatto  S{AlìC). 

i)  Indicando  con  I ,  a' ,  b'  la  schiera  delle  generatrici 
e  due  direttrici  arbitrarie  di  una  quadrica  rigata  Q ,  se  una 
retta  r  non  è  un  raggio   della  quadrica , 

/  fam  proiettivi  (109,  e,  2.o)  di  le  punteggiate  proiettive  (109^  e, 

piani  a'i:,b'v,  che    da   a',b'  2.o)  a'S ,  b'il ,  che  1  determina 

pi'oitttano  Zj  determinano  sojjra  sopra  a' j  W  y  proiettate   dar, 
^^^niA—Geometì'ìa  proiettiva,  30* 
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r  una  protettivìtà  di  punti  P,  la 
quale  varia  in  generale  al  va- 
riare di  a' ,  b',  ma  ha  sempre 
una  s fessa  involuzione  unita j 
che  diremo  involuzione  di  pun- 
ti 0,. 

In  fatti,  conduccndo  per  r  un 
piano  e  non  tangente  alla  qua- 
drica  Q,  esso  [g)]\ti  sega  secondo 
unaconica  oche  passa  per  i punti 
ca'~A' ,  c6  =B',  e  sega  i  fasci 
proiettivi  di  piani  a'2  ,  6'1  se- 
condo i  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  che  da  A^ ,  B'  proietta- 
no C3.  Ma  questi  fasci  di  rag- 
gi determinano  sopra  r  la  stes- 
sa proiettività  di  punti  P  che 
determinavano  i  fasci  di  piani 
a'2  ,  b'iy  e  la  involuzione  unita 
di  P  non  varia  (86,  a,  a  sini- 
stra) al  variare  di  A',  B\  Dun- 
que il  teorema  è  dimostrato. 


k)  Evidentemente  poi,  se- 
condo che  r  sega  Q  in  due  punti 
reali  e  distinti  J5 ,  jP,  o  le  è 
tangente  in  un  punto  E,  T in- 
voluzione di  punti  Q,.  è  iperbo- 
lica di  punti  doppi  EyF,  o 
parabolica  di  punto  doppio  E-^ 
e  viceversa.  In  conseguenza, 
quando  r  non  ha  alcun  punto 
reale  comune  con  Q,  diremo 
che  Q  ha  comune  con  r  la  cop- 
pia di  punti  immaginarii,  rap- 


dànno  una  proiettività  di  pia- 
ni P',  la  quale  varia  in  gene- 
rale al  vaHare  di  a' ,  b',  ma 
ha  sempre  una  stessa  involuzio- 
ne unita,  che  diremo  involuzio- 
ne di  piani  fl^. 

In  fatti,  assunto  in  r  un  punto 
S  non  appartenente  alla  quadri- 
caO,  sarà  [g)]  Sii  vertice  di  un 
cono  quadrico  T  circoscritto  ad 
essa  e  tangente  ai  piani  Sa'^%', 
Sh^=^''j  ed  <S^ proietta  le  punteg- 
giate proiettive  a'I,6'2  mediante 
i  due  fasci  proiettivi  di  raggi  se- 
condo cui  a',^'  sono  sezionati  da 
tutt'  i  piani  tangenti  a  Y.  Ma, 
proiettando  da  r  questi  fasci  di 
raggi,  si  ottiene  la  stessa  proiet- 
tività di  piani  P'  che  si  ha  pro- 
iettando darle  punteggiate  a'-, 
ù'S,  e  la  involuzione  unita  di  P' 
non  varia  (86,  hj  l.o,  a  destra)  al 
variare  di  a',^'.  Dunque  il  teo- 
rema è  dimostrato. 

Evidentemente  poi ,  secondo 
che  per  r  possono  condursi  a  Q 
due  piani  tangenti  reali  e  distinti 
s,9,  0  uno  solo  e,  V  involuzione 
di  piani  0^  è  iperbolica  di  piani 
doppi  £,?,  0  parabolica  di  pia- 
no doppio  e;  e  viceversa.  In  con- 
seguenza, quando  per  r  non  si 
può  condurre  a  Q  alcun  piano 
tangente  reale,  diremo  che  per 
r  passa  la  coppia  immaginaria 
di  piani  tangenti  a  Q,  rappresen- 


pr esentata  dalV  involuzione  di  '  tata  dalV  involuzione  di  piani 
punti  Oy  ;  e  così  avremo  definì-    0^  /  e  cosi   avremo  definito  le 


to  le  coppie  di  punti  immagina 
rii  di  ìtna  quadrica  rigata, 

t)  Dunque,  una  retta  qualun- 
que r,  se  non  è  un  raggio  di 
una  quadrica  gobba  Q,  la  sega 
sempre  in  due  punti  (  reali  e 
distinti^  coincidenti^  o  immagi- 
narti); e  tutte  le  coniche  ,  se- 
zioni della  quadrica  coi  piani  del 
fascio  (r),  passano  per  questi  due 
punti. 
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coppie  di  piani  tangenti  imma- 
ginarli di  una  quadrica  rigata. 
Dunque,  per  una  qualunque 
retta  r,  che  non  è  un  raggio  di 
una  qtuidrica  gobba  Q ,  passa- 
no sempre  due  piani  tangenti 
{reali  e  distinti^  coincidenti^  o 
immaginarli)]  e  tutti  i  coni  qua- 
drici circoscritti  alla  quadHca^ 
che  hanno  i  loro  centri  in  r,  so- 
no tangenti  a  questi  piani. 


m)  Una  quadrica  gobba  Q  si  dice  superficie  rigata  di  2.o 
ordine ,  perchè  una  retta  qualunque  r  ha  sempre  due  punti  co- 
muni con  essa  ;  e  si  dice  superficie  rigata  di  2.»  classe,  perchè 
por  r  passano  sempre  due  piani  tangenti  a  Q. — Inoltre,  per  la 
doppia  proprietà,  si  dice  che  Q  è  una  superficie  rigata  di  2.o 
grado. 


112.  a)  Se  una  delle  schiere  rigate  di  una  quadrica  gobba, 
e  quindi  (  109  ,  f  )  anche  V  altra,  ha  un  raggio  nel  piano  al- 
V infinito  (0.^,  questo  piano  sarà  tangente  alla  quadrica,  la  quale 
prende  allora  il  nome  di  paraboloide  iperbolico  (paraboloide 
gobbo j  o  rigato). 

b)  Nel  paraboloide  gobbo,  le  generatrici  e  le  direttrici  sono 
(109,  f)  1 1  rispettivamente  a  due  piani  p ,  p'  (  che  chiameremo 
piani  direttori)^  ossia,  una  qualunque  delle  due  schiere  rigate, 
appartenenti  ad  un  paraboloide  gobbo,  determina  sopra  due  rag- 
gi arbitraria  delV  altra  due  punteggiate  simili. 

e)  La  sezione  di  un  paraboloide  rigato  con  un  piano  e  , 
non  tangente  ad  esso,  è  una  parabola,  o  un^iperbole,  secondo  che 
0  ^  Il  alV  intersezione  d  dei  piani  direttori,  o  pur  no:  poiché, 
nel  l.o  caso,  la  sezione  contiene  un  solo  punto  air  infinito — quello 
di  direzione  d — ,  e  nel  2.o  caso  contiene  due  punti  distinti  al- 
l' infinito,  cioè  quelli  nei  quali  a  sega  i  due  raggi  air  infinito 
del   paraboloide. 

d)  Il  paraboloide  iperbolico  è  pure  generato  da  una  retta 
variabile  r,  che  si  appoggia  a  due  rette  fisse  sghembe  a,  b,  man- 


to  le  coppie  di  punti  immagina 
vii  di  una  qnadrica  rigata. 

l)  DuiKiue,  una  retta  qualun- 
qup,  r,  se  non  è  un  raggio  di 
una  qnadrica  gobba  Q,  la  sega 
id^mpre  in  dice  punti  (  reali  e 
distinti^  coincidenti  ^  o  immagi' 
nani);  e  tutte  le  coniche  ,  se- 
zioni della  quadrica  coi  piani  del 
fascio  (r),  passano  jìer  questi  due 
punti. 


—  235  — 

coppie  di  piani  tangenti  imma- 
ginarii  di  una  quadrica  rigata. 
Dunque,  per  una  qualunque 
retta  r,  che  non  è  un  raggio  di 
una  qìiadrica  gobba  Q ,  2)assa' 
no  sempre  due  piani  tangenti 
(reali  e  distintij  coincidentiy  o 
immaginarli)]  e  tutti  i  coni  qua- 
drici circoscritti  alla  quadrica^ 
che  hanno  i  loro  centri  in  r,  so- 
no tangenti  a  questi  piani. 


m)  Una  quadrica  ^^obba  Q  si  dice  superfìcie  rigata  di  2,o 
ordine ,  perdio  una  retta  qualunque  r  ha  sempre  due  punti  co- 
muni con  essa  ;  e  si  dice  superficie  rigata  di  2.»  classe,  perdio 
por  r  passano  sempre  due  piani  tangenti  a  Q. — Inoltre,  per  la 
doppia  proprietà,  si  dice  che  Q  è  una  superficie  rigata  di  2,o 
(jmdo. 


112.  a)  Se  una  delle  schiere  rigate  di  una  quadrica  gobba, 
e  quindi  (  109  ,  f  )  anche  V  altra,  ha  un  raggio  nel  j^icaio  al- 
l' infinito  ix}^,  questo  piano  sarà  tangente  alla  quadrica,  la  quale 
l'rendc  allora  il  nome  di  paraboloide  iperbolico  (paraboloide 
(l'.ihbfj,  o  rigato), 

h)  Nel  2)araboloide  gobbo,  le  generatrici  e  le  direttrici  sono 
'100,/')  Il  rispettivamente  a  due  piani  ?  ,  p'  (che  chiameremo 
plani  direttori);  ossia,  una  qualunque  delle  due  schiere  rigate, 
'appartenenti  ad  un  paraboloide  gobbo,  determina  sopra  due  rag- 
gi arbitrarli  delV  altra  due  pitnteggiate  simili, 

e)  La  sezione  di  un  paraboloide  rigato  con  un  piano  e  , 
^ion  tangente  ad  esso,  è  una  parabola,  o  un^ iperbole,  secondo  che 
^  ^'  \\  alV  intersezione  d  dei  piani  direttori,  o  pur  no:  poichò, 
noi  1.0  caso,  la  sezione  contiene  un  solo  punto  all' infinito— quello 
di  direzione  d — ,  e  nel  2.o  caso  contiene  due  punti  distinti  al- 
l'infinito,  cioò  quelli  nei  quali  <;  sega  i  due  raggi  air  infinito 
dol  paraboloide. 

d)  Il  paraboloide  iperbolico  è  pure  generato  da  una  retta 
variabile  r,  che  si  appoggia  a  due  rette  fisse  sghembe  a,  b,  man- 
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([Udilrica  (ossia  mediante  i  due 
Mini  j  uni  ti ,  reali  o  imma<j:ina- 
rii^  situati  sulla  retta  SS'^r), 
r  un  lìiano  o  —  che  diremo  pia- 
no polare  di  S  rispetto  a  fl— ; 
*'  il  cono  quadrico  Sfl^Y,  di 
revtìce  S  e  circoscritto  a  Q,  toc- 
ca fpiesta  superficie  lungo  la 
conica  oli.  Inoltre^  il  piano  po- 


sisi mediante  i  due  piani  tan- 
genti, reali  o  immafi'inarii,  con- 
dotti per  la  retta  ce' e=  r),  <}  un 
pnnto  S — che  diremo  polo  di 
0  rispetto  a  Q  — \e  il  cono  qua- 
drico T,  circoscritto  a  Q  lungo 
la  conica  cQ,  ha  S  ^^er  vertice. 
Inoltre^  il  polo  S  è  allineato  coi 
punti  di  contatto  A,  A'  di  due 


love    G    contiene    r  intersezione  *  piani  tangenti  qualunque  a,a^ 


(Iti  piani  OL  j  OL*  tangenti  in 
due  punti  qualunque  A  ,  A'  al- 
linfaii  con  S,  ed  è  separato  ar- 
monicamente da  S  mediante  a,  7.\ 
Di  vero,  indicando  con  p  un 
piano  variabile  della  retta  AA'^ 
^  posto  ^Q^^cs,  paE^a,  ooi'^^a\ 
saranno  a,a'le  tangenti  in  yl,. 4' 
alla  conica  sa.  Inoltre,  i  punti 
separati  armonicamente  da  >S' 
mediante  zs  (  ossia  i  punti  della 
polan»  8  di  S  ri&petto  a  zz)  sa- 
ranno (111,/,  a  sinistra)  i  punti 
del  luoìTO  in  esame  situati   nel 


che  si  segano  sul  piano  o,  ed  è 
separato  armonicamente  da  S 
mediante  A  ,  A'. 

Di  vero,  indicando  con  7i*  un 
punto  variabile  della  retta  7.ol% 
e  posto  /i'Q—V',  nA=aJ?A'^a', 
saranno  a,a'  ì  raggi  di  contatto 
di  a  ,  a'  col  cono  quadrico  T', 
Inoltre,  i  piani  separati  armoni- 
camente da  G  mediante  T '(ossia 
i  piani  del  raggio  polare  j?  di  e 
rispetto  a  W)  saranno  (111,  /,  a 
dritta)  1  piani  dell'  inviluppo  in 


piano  p*  ed  s  appartiene  al  pia-  i  esame  appartencuiti  ad  /?;  ed  s 
no  e ,  separato  armonicamen- 1  passa  pel  punto  S,  sej)arato  ar- 
te da  S  mediante  a, a',  il  quale  i  monicamente     da    e    mediante 


contiene  la  retta  aa'.  Ma ,  in- 
dicando con  E  il  punto  di  con- 
tatto della  quadrica  con  un  pia  no 
taufrente  condotto  per  S,  se  si 
suppone   r^SE  y  si  ha  S=E'^ 


A  j  A%  il  quale  giace  sulla  retta 
A  A'.  Ma ,  indicando  con  £  il 
piano  tangente  a  0  in  un  punto 
della  coTu'ca  cQ ,  se  si  suppone 
7'^  OS,  si  ha  c'^iiHì;  e  quindi  2 


'*  quindi  E  è  un    punto    di    e.  |  è   un   piano    di  X    Dunque  ,  il 
nun(]iie  il    teorema    è    intera- 
mente dimostrato. 


teorema    è    interamente    dimo 
strato. 


1 
b)  E  chiaro  (cfr.  97,  d)  che,  se  un  punto  S  appartiene  ad 

una   data  quadrica    rigata ,  si    dovrfi    assumere    il   piano  tan- 


* 
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y'  formano  un  fascio  di  asse  r,  proiettivo  alla  2>ii'iitec/f/iata  ABC...; 
f'd  r  ^  r'  80Ì10  raggi  coniugati  in  nna  involuzione  ^  che  ha  ^>^r 
riujiji  clojipi    la  generatrice    e    e  la  direttrice    f,    che  2)assaìto 

In  fatti,  un  piano  p'  di  ?•',  distinto  da  e,  sega  Q  (112,  (7)  se- 
condo una  conica  C3  tanf^ente  ad  r'  in  aS',  e  sega  a^y—  [^)]  ^^*- 
(•ondo  le  polari  abc.  di  ABC...  rispetto  a  53,  le  quali  costitui- 
i^cono  (80,  e)  un  fascio  di  raggi  proiettivo  alla  punteggiata 
AliC...,—  Considerando  poi  una  retta  m  di  a,  che  non  passi  per 
S,  i  punti  rar  ^^  M' y  mr' EES  Af  sono  separati  armonicamente  da 
^ ,  /'  i  percliè  M  giace  sul  piano  polare  di  M'y  ed  m  sega  Q  nei 
punti  me  ,  wi/")  ;  ossia  efrr'  è  un  gruppo  armonico. 

g)  Se  r  7ion  è  un  raggio,  né  una  tangente,  di  Q  ,  la  pftlan^ 
r'  di  Y  sarei  [e),  f))]  sghemba  ad  r.  E  se  r  sega  Q  in  j>?r«f/  reali 
i  diiitintì  L'  ,  M'^  per  r  passeranno  (111,  f)  dM«  piani  tangenti 
reali  e  distinti  ^  i  cui  punti  di  contatto  saranno  i  punti  r'Q;  e 
qf'indi^  se  r  segala  quadrica  in  j)^inti  immaginarii,  anche  r'  la 
ì^efflierc)  in  punti  immagi narii. 

Inoltre,  \.^  i  piani  piotar  i  dei  punti  dell'ama  v  delle  polari 
r,r'  formano  un  fascio  di  asse  r'  in  involuzione  con  la  punteg- 
fjintfi  dei  poli  : 

2.0  le  involuzioni  di  punti  (o  di  piani)  Q^ ,  H^  sono  della 
^^t^-ssa  specie  ;  e  le  involuzioni  di  punti  0^ ,  Q,.  sono  sezioni 
ì'iq)ftU  ir  amente  delle  involuzioni  di  piani  Q^» ,  Q,.  (e  noi  diremo 
(ho  le  prime  due  involuzioni  sono  ordinatamente  prospettive  alle 
seconde). 

Di  vero,  se  a'f*'...  sono  i  piani  polari  dei  punti  A' lì',,,  di  r  (piani 
ohe  passano  per  r'),  A*  e  Cf.*r^  A\,B*  e  ^Veih^*/,...  sono  [a)] 
cop|)ie  di  punti  coniugati  armonici  rispetto  ai  punti  rQ  (reali  o 
immaginarii),  ossia  coniugati  nell'  involuzione  di  punti  0^.  Dun- 
que (cfr.  97^  k)  è  dimostrato  quanto  è  detto  in   l.o  e  2.o. 

K\  He  un  raggio  a  di  una  quadrica  rigata  Q  si  ftpjwggia 
od  una  retta  r,  essa  si  (tppoggia  anche  alla  polare  r'  di  r  (per- 
chè il  piano  polare  del  punto  ra  passa  per  r'  e  per  a)\  e  i 
pnnfi  ra  ,  r'a  sono  i  poli  ordinatamente  dei  piani  r'a ,  ra  ri- 
i'pttto  a  H,  mentre  un  piano  qualunque  p  dell  una  r  delle  polari 
y,t'  sega  Valtra  r'  nel  polo  di  r  rispetto  alla  coìiica  ffl. 
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Vi)  Se  a ,  b  sono  due  rette  non  polari  né  reciproche  rispetto 
ad  una  quadrica  rigata  Q,  i  fasci  di  piani  (a) ,  (b)  —  e  le  pun- 
h'illiiate  (a)  ,  (b)  —  saranno  proiettivi,  se  si  riferiscono  in  guisa 
che  gli  elementi  corrispondenti  sieno  reciproci  ('). 

Di  vero,  indicando  con  a'  la  polare  di  a  (la  quale  può  coin- 
cìdere con  a,  quando  a  mh  sono  sghembe),  si  Jia ,  p.  et,,  che 
il  fascio  di  piani  (a)  è  proiettivo  alla  punteggiata  dei  poli ,  e 
questi,  proiettati  da  ò,  danno  i  piani  corrispondenti  del  fascio  {h), 

114.  a)  Un  tetraedro  AJWD^a^'^ò  si  dirà  autoreciproco,  ri- 
spetto ad  una  qtcadrica  rigata  Q,  se  i  vertici  ABCD  sono  i  poli 
ordinatamente  delle  facce  opposte  a^yo. 

h)  E  chiaro  che ,  esistono  infiniti  tetraedri  autoreciproci 
che  hanno  un  comuìie  vertice  A,  e  che  hanno  quindi  anche    il 

* 

piano  polare  a  di  A  per  comune  faccia. 

Di  vero,  supposto  che  A  non  sia  un  punto  di  Q,  di  un  punto 
B  (li  a,  non  appartenente  alla  quadrica,  si  costruisca  il  piano 
polare  g,  il  quale  passerà  per  A'^  indi,  assunto  nella  retta  a^^Eb 
un  punto  C  non  appartenente  a  0 ,  si  costruisca  il  suo  piano 
polare  y,  il  quale  passerà  per  A ,  B,  e  segherà  a  secondo  una 
retta  e  di  J5  e  la  retta  b  in  un  punto  D  distinto  da  Jì  :  sarà 
ABCD  uno  degli  infiniti  tetraedri  in  esame. 

Se  poi  solo  per  B  si  assume  un  punto  di  a  situato  in  Q  , 
il  piano  ^  passerà  per  B  e  segherà  a  secondo  una  retta  b  di  B: 
si  otterrà  così  un  tetraedro  autoreciproco  degenere  di  i.«  spe- 
c/e,  il  quale  ha  3  vertici  A ,  B ,  C,  tre  facce  ot;^,Y  e  4  spigoli 
^^ì  e,  AB, AC.  Ma,  se  per  C  si  prende  il  punto  Jì,  si  ottiene  un 
tetraedro  autoreciproco  degenere  di  2.«  specie,  che  ha  due  vertici 
^^jBj  due  facce  a,?  e  due  spigoli  AB^b. 

Se,  in  fine,  A  è  un  punto  di  Q,  oltre  ai  due  tetraedri  de- 
jreneri  ora  ottenuti ,  la  stessa  costruzione  fornirà  un  tetraedro 
autoreciproco  degenere  di  5.»  specie,  che  ha  il  solo  vertice  A  e 
la  sola  faccia  a. 

e)  Si  osservi  ancora  che,  in  un  tetraedro  autoreciproco  non 


'*,»  Se  è  6=a,  le  proiettività   in  esame  diventano  le  involuzioni  di 
piani ,  e  di  punti  ,  che  Q  determina  in  a. 
Se  o  ,  J  sono  reciproche  ,  o  polari  ? 
Saxxia  — (rroni-^/ria  proiettiva.  «^t* 
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115.  a)  Il  polo  0  del  piano  all' infinito  co^  ,  rispetto  ad  una 
quadrica  rigata  Q,  si  chiama  centro  della  quadrica  stessa;  men- 
tre il  piano  polare  g  di  un  punto  ^S'^^  di  w^  e  la  polare  r  di 
una  retta  r'^  di  w.^  si  chiamano  piano  diametrale  (  coniugato 
ad  ogni  retta  di  S^  )  e  diametro  (  coniugato  ad  ogni  piano 
Ili  r'J. 

h)  Dunque,  tutti  i  piani  diametrali ,  e  tutti  i  diametri  di 
Q,  passano  pel  centro  0  di  Q;  ed  ogni  piano  (o  retta),  che  passa 
per  0,  è  un  piano  diametrale  (o  un  diametro)  di  Q. 

e)  Se  H  è  un  iperboloide  gobbo,  il  suo  centro  0  è  (112,  g 
e  113,  a)  il  vertice  del  suo  cono  assintotico. 

d)  Kelativamente  ad  un  iperboloide  gobbo,  se  a  ò  un  dia- 
metro ,  il  piano  polare  a  del  punto  all'  infinito  aio^^  è  [a)]  il 
})iano  diametrale  coniugato  ad  a,  e  la  retta  all'infinito  cuo^E^a'^ 
è  (113,  d)  la  polare  di  a.  In  conseguenza,  il  piano  polare  |j.  di 
un  i»unto  qualunque  M  di  a,  dovendo  passare  per  la  retta  a'^, 
è  I  ad  a;  e,  rispetto  alla  conica  oH^zz,  ò  (113,  h)  \i.a.  il  polo 
della  retta  a'^,  ossia  è  il  ceniro  di  C3.  In  fine,  poiehò  l'iperbo- 
loide e  il  suo  cono  assintotico  Y  sono  segati  dal  piano  to.,^  se- 
condo la  stessa  conica  all'infinito  C3^,  risi)etto  alla  quale  ò  aio^^ 
il  polo  di  a'^,  sarà  a  il  raggio  polare  di  Oa'.^^i.  rispetto  a 
^'.  Dunque, 
lU'lntivamente  ad  un  iperboloide  gobbo  Q  di  centro  0, 

l.*^  il  piano  polare  |jl  di  U7i  jyunto  arbitrario  M  è  \\  al  jna- 
nn  diametrale  a  coniugato  al  diametro  OM^a;  e  quindi  se  a 
Hfja  V  iperboloide  in  punti  reali  e  distinti  A,  A',  è  \k  \\  ai  piani 
tangenti  in  A  ,  A',  e  viceversa: 

2.0  se  a  è  un  diametro  delV  iperboloide  coniugato  al  piano 
fìiamnlrale  a,  é  a  il  raggio  polare  di  a  rispetto  al  cono  assin- 
totico delV  iperboloide: 

3.0  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  cSjCSg  . .  .  ,  secondo  cui 
y  iperboloide  è  segato  dai  piani  a^a., ...  ||  ad  un  dato  piano. dia- 
ìmtrale  a,  è  il  diametro  a  coniugato  ad  a;  ed  a  è  pure  il  luogo 
(Id  poli  di  tali  piani  (perchè  questi  passano  per  la  polare 
7.w^==a'y  di  a),  mentre  una  coppia  qualunque  di  diametri  con- 
Itojnti  della  conica  afl  ^  C3  è  parallela  ad  una  coppia  di  dia- 
metri  coniugati  in  ciascuna  delle  coniche  cs^cs.,  ...  [perchè  cscSjCJ^... 
pa^^aiio  (111,0  P^^  sii  stessi  punti  all'  infinito  a'^jQ]: 
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h)  Poiché  i  punti  nei  quali  una  retta  r  sega  una  quadrica 
ripUa  sono  comuni  (111^  l)  alle  sezioni  della  quadrica  coi  piani 
del  fascio  (r),  si  può  estendere  alle  quadriche  rigate  quanto  fu 
dotto  nel  n.o  102  intorno  alle  corde,  e  ai  diametri,  reali  e  ideali. 
Così,  p.  e.,  i  teoremi  contentiti  in  d),  5.o  e  ^),  2.o  possono  enun- 
ciarsi dicendo,  data  una  retta  r,  il  cui  punto  all'infinito  non 
appartiene  ad  una  quadrica  rigata  Q,  il  luogo  dei  punti  niedii 
ddle  corde  (reali  o  ideali)  di  0  ||  ad  .r  ^  il  piano  diametrale 
coniugato  ad  r. 

Esercizii. 

1.  Se  ABCDPQ  sono  6  punti  di  una  conica  C3,  i  4  punti  PA'QBj 
PB-QA  ,  PC'QD  ,  PD'QC  sono  allineati,  o  giacciono  con  Pe  Q 
sopra  un'  altra  conica. 

2.  Assegnati  in  un  piano  G  un  punto  P  e  tre  rette  ss'd  ,  se 
un  A  variabile  IV  ha  il  suo  vertice  in  P,  mentre  i  punti  Id^  Vd 
descrivono  due  date  punteggiate  direttamente  uguali,  la  retta  con- 
pnngente  i  punti  Is  ,  Vs'  inviluppa  una  conica  ,  che  è  tangente 
ad  s  ,  s\  passa  per  P,  ed  ha  la  tangente  in  P  \\  a  <?. 

Si  applichi  questo  teorema  alla  costruzione  per  tangenti  della 
conica  individuata  da  4  tangenti  ahcd  e  dal  suo  punto  di  con- 
tatto A  con  a,  o  da  tre  tangenti  abc  e  dai  suoi  punti  di  contatto 
A,  B  con  a ,  6. 

3.  Se  L  è  il  punto  d' intersezione  delle  tangenti  ad  una  conica 
"  nei  punti  A  ,  B.  conducendo  per  ^,  B  le  trasversali  arbitrarie 
M ,  r,  che  seghino  di  nuovo  C3  ordinatamente  in  C  ,  D  ,  e  posto 
AC'BL  =  M,  AD'BL  =  N,BC'AL  =  M' ,  BD'AL  =  N\savk 
AUf'N'ALBMN,  e  le  4  rette  AB  ,  CD  ^  M'N  ,  N'M  concor- 
reranno in  uno  stesso  punto. 

4.  Se  i  vertici  ABC  di  un  v  variabile  percorrono  ordinatamente 
i  lati  def  di  un  dato  trilatero,  mentre  le  rette  AB  j  BC  si  man- 
tengono jl  a  due  distinte  direzioni,  la  terza  retta  CA  invilupperà 
una  parabola  tangente  a  d  ,/,  o  si  manterrà  ||  a  se  stessa. 

5.  Indicando  con  ahcdnu'  6  tangenti  di  una  conica  C3,  e  posto 
u[nhrA)^  ABCD ,  u'{abcd)  =  A'B'C'D\  gli  8  punti  cosi  ottenuti, 
congiunti  a  2  e  2,  danno  12  novelle  rette  ,  le  quali  si  segano  a 
-  a  2  in  42  nuovi  punti.  Di  questi    42  punti  ,  6   giacciono  sulla 
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DB  iriJ'  —  M'  ,  AD'A'jy=X ,  DCD'C'^N',  le  rette  LL' , 
M.W ,  JN'A^  '  concorreranno  in  uno  stesso  punto. 

Basterà  applicare  il  teorema  ili  Pascal  a  7  esagoni  iscritti  in  C3. 

Di  vero,  l'esagono  AD'CA'BC  dà  i  punti  AB''A'B  =  I\ 
B'C'BC*  ^=Q  ,  CA'^CA^  R  situati  in  una  retta  8.  Ma  gli  esa- 
jroni  ABCA'B'C  j  ADCA'D'C  dàano  le  due  coppie  di  punti  LN', 
L'y  allineati  con  /?;  gli  esagoni  BCAB'CA',  BDAB'D'A'  dknno 
lo  coppie  di  punti  N'M  ^  KM'  allineati  con  P;  e  gli  esagoni 
CABC'A'B'  ,  CDBCDB'  danno  le  coppie  di  punti  ML,  M'L'  al- 
lineati con  Q.  Dunque  i  trilateri  LX'M ,  UNM'  hanno  *•  per  asse 
'li  prospettiva;  e  perciò  le  rette  LL*  ,  MM'  ,  NN'  concorrono  in 
uno  stesso  punto. 

18.  Dati  tre  punti  ABC  di  una  conica  a  ed  un  punto  U  del 
suo  piano,  indicando  con  A'B'C  ordinatamente  le  seconde  inter- 
sezioni di  C3  con  le  rette  U(ABC),  e  con  S  un  punto  arbitrario 
(Iella  conica,  i  punti  SA'  •  JBC  =  /l^ ,  SB'  •  CA  =  B, ,  SC  »AB=Ci 
saranno  allineati  con   U. 

Rimanendo  fissi  i  punti  ABCSC,  è  dato  il  punto  SC^  *  AB^C^; 
p  se  per  C^  si  tiri  una  trasversale ,  che  seghi  CC  in  un  punto 
r  ed  AC,  CB  in  punti  B^,Ai,i  punti  SB^  •  UB=B\  SA^^UA=A' 
ajtparterranno  a  a.  —  Si  ha  cosi  una  novella  costruzione  per  punti 
'Iella  conica  AB  CSC. 

14.  Se  un  poligono  semplice  di  2n  lati  si  deforma  in  modo  che, 
mantenendosi  sempre  iscritto  in  una  conica  assegnata  C3,  2/i  —  1 
«lei  suoi  lati  rotano  intorno  ad  altrettanti  punti  fissi  di  una  retta 
1',  l'ultimo  lato  roterà  intorno  ad  un  altro  punto  fisso  di  r;  e  cia- 
scuna delle  diagonali,  congiungenti  i  vertici  di  posto  pari  a  quelli 
(li  posto  impari,  gode  della  stessa  proprietà. 

15.  Dati  un  punto  S  ed  una  conica  ::  di  un  piano  o,  le  coppie 
di  tangenti  a  a  in  coppie  di  punti  (reali  o  immaginarii)  allineati 
con  S  determinano  sopra  un  raggio  qualunque  fisso  r  del  fascio 
^S,  e)  coppie  di  punti  coniugati  di  una  involuzione  1;  .«>  le  stesse 
Coppie  di  punti  allineati  con  S  sono  proiettate  sopra  r  da  un 
punto  qualunque  fisso  C  di  C3  in  coppie  di  punti  coniugati  di 
un'  altra  involuzione  J'. 

IG.  Se  due  coniche  distinte  C3  ,  zs'  hanno  4  punti  reali  comuni 
AHCl),  conducendo  per  i4  ,  B  le  trasversali  ?w  ,  7i ,  che  seghino 
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tenenti  ad  un  punto  S  che  non  giace    in   r  ,  o  nn  iinnto  L ,  non 
situato  sopra  f ,  e  la  tangente  l  in  L, 

Se  J  è  ellittica,  conducendo  pel  coniugato  V  di  sv=^L  in  i  la 
1  ^  a  r,  la  quale  seghi  v  in  L^ ,  si  ha  in  l  la  polare  di  L,  e  quindi 
hi  LL^  una  coppia  di  punti  reciproci;  d'  onde  segue  che  il  punto 
medio  A  di  LLi  sarà  il  vertice  di  C3.  Inoltre,  tirando  pel  centro 
0  (li  J  (che  non  può  appartenere  a  v)  il  diametro  m,  siccome  il 
punto  lu^H  è  il  polo  di  s,  si  avrà  "nel  punto  medio  B  di  OH  il 
vertice  di  u  (in  cui  la  tangente  è  1|  ad  s). 

Così  pure,  se  ì'  è  ellittica,  conducendo  per  ^  la  _L  m  a  r,  e 
costruendo  il  coniugato  m'  di  m  in  J'  (che  non  può  essere  \\  a  v), 
posto  viv  =  M\  m\'  =  M,  sarà  M  il  polo  di  m\  e  quindi  si  avrà 
nel  punto  medio  A  di  MM'  il  vertice  di  -.  Sicché,  conducendo  per 
^S'  il  diametro  u  ,  e  costruendo  il  coniugato  m'  di  u  in  ]',  se  si 
tira  per  A  la  »!  ad  «',  la  quale  seghi  m  in  IT,  e  si  taglia  il  seg- 
mento AHB  doppio  di  AH,  sarà  B  un  altro  punto  di  C3. 

21.  Costruire  una  parabola  C3,  conoscendone  la  direzione  dei  dia- 
metri e  tre  punti  (o  tre  tangenti). 

Indicando  con  M  il  dato  punto  reale,  e  con  h  il  sostegno  degli 
altri  due  punti  dati,  se  è  ellittica  V  involuzione  ]  che  rappresenta 
questi  ultimi  due,  si  conducano  pel  centro  0  di  J  e  per  M  i  dia- 
metri li,  r;  e  posto  fs=L,  si  costruiscano  il  coniugato  L'  di  L 
in  J  e  il  simmetrico  L^  di  L  rispetto  ad  M\  sarà  VL^=l  la  po- 
lare di  L,  e  tirando  per  3/  la  m  jj  ad  /,  sarà  m  la  tangente  in  M. 
E  poiché  il  punto  lu^H  è  il  polo  di  s,  si  avrà  il  vertice  B  di  u 
nel  punto  medio  di  OIL  —  Se  risulta  u  ^  v  ? 

Indicando  poi  con  a  la  data  tangente  reale,  e  con  S  il  punto 
al  quale  appartengono  le  altre  due  date  tangenti,  se  queste  sono 
rappresentate  da  un'  involuzione  ellittica  J',  si  conduca  per  S  il 
diametro  m,  e  si  costruisca  il  coniugato  w'  di  u  in  ]':  è  evidente 
che,  costruendo  la  retta  h  separata  armonicamente  da  a  mediante 
Il  e  il  punto  air  infinito  di  u\  sarà  h  un'  altra  tangente  di  n.  Con- 
dacendo  ora  per  >Sf  la  Z  ||  ad  a  ,  se  T  è  il  coniugato  di  l  in  J', 
costruendo  la  simmetrica  l^  di  l  rispetto  ad  a,  sarà  l^V=L  il  polo 
di  /  ;  e  quindi  la  retta  separata  armonicamente  da  b  ,  mediante 
L  ,  l  sarà  un'  altra  tangente  di  C3.  —  Se  è  w'  ||  a  ? 

'22.  Costruire  una  conica  C3,  conoscendo  il  polo  R  di  una  retta 

82* 
Saxsia — (ieometria  proiettiva. 
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di  una  conica  a,  se  è  SA-^SB,  il  punto  S  giace  sopra  un  asse  u 
di  C3;  e  viceversa. 

Inoltre,  le  normali  in  .4  ,  ii  si  segano  in  un  punto  S'  di  m,  ed 
è  S'A=  S'B]  e  viceversa. 

30.  Dato  un  quadrilatero  piano  ahss' ,  se  lungo  s'  striscia  un 
segmento  A\B'^  di  data  lunghezza,  e  per  A\  ,  B\^  si  conducono 
le  jl  ad  s.  che  seghino  ordinatamente  a  ,  ?>  in  ^„  ,  i?,j  , 

l.o  la  retta  Af^Bf^  inviluppa  una  parabola  ce,  tangente  ad  a, 
h,  e  che  ha  i  diametri  ||  ad  $  : 

2.0  posto  ab  ^  U,  ed  indicando  con  17'  Y  intersezione  di  s' 
con  la  '1  ad  s  condotta  per  Uy  la  posizione  A'oB'o  di  A'nB\^ ,  tale 
che  A^oB'o  sia  bisecata  in  U\  dà  per  A^B^  la  tangente  -4oi5o 
a  n  nel  punto  AoBo*  UU'^Moy  che  è  medio  del  segmento  AoBo  : 
3.0  i4oSo  sega  A^^B^  nel  punto  J/,,  medio  del  segmento  A,^B,'. 
i.^  posto  UU' '  Aj^B,^  ^  L^j  e  costruendo  Bj^l\  ^  ^/i^a  ?  ^ 
toccherà  A^B^  in   T,,. 

31.  Se  3/,  A^  sono  due  punti  di  un  diametro  u  di  una  parabola 
C5,  e  le  polari  m  ,  n  di  M ,  N  segano  u  ordinatamente  in  M  \  N\ 
sarà  MN^N'M*. 

Dedurne  che,  se  due  punti  A  ,  B  ,  arbitrariamente  assunti  nel 
piano  di  una  parabola  a,  si  proiettano  ortogonalmente  in  A^  ,  B^ 
sull'asse  i;  di  C3 ,  le  polari  a  ,  b  di  A  ^  B  segheranno  v  rispetti- 
vamente in  punti  A'  j  B^j  tali  che  sarà  i4jZ)\  i>- 5'i4'. 

32.  La  parabola  C3  ,  individuata  da  4  tangenti  abun' ^  può  co- 
struirsi per  tangenti,  come  segue.  $  ' 

Posto  u(ab)^AB  ,'U'(ab)^A'B' ,  si  conduca  per  A'  la  u^  \\  ad 
»;  e  si  prenda  sopra  w^  il  segmento  A'B^  uguale  ad  A'B',  Posto 
poi  AA'-BB^^Sj  ed  assunto  in  u  un  punto  arbitrario  C,  si  proietti 
C  'la  S  in  Cj  sopra  t/^  '1^11  p^r  Oi  a  /ij/?'  segherà  ?*'  in  un 
punto  C  tale,  che  la  retta  CC  '  sarà  un*  altra  tangente  di  C3. 

La  costrazione  però  di  una  coppia  CC  di  punti  corrispondenti 
nelle  punteggiate  simili  AB,.,^  A'B',.,y  mediante  il  loro  asse  di  col- 
iineazione,  è  pure  assai  semplice. 

33.  Se  per  due  punti  M ,  Jf  ,  reciproci  ad  un'  iperbole  C3  ed 
allineati  col  centro  0  di  C3,  si  conducono  le  coppie  mm^^m^m\ 
ni  rette  ||  agli  assintoti  t^ty  deiriperbole,  i  punti  mw\ ,  wii??i'  ap- 
partengono air  iperbole  stessa. 

Applicare  questo  teorema  alla  costruzione  per  punti  di  una  iper- 
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42.  Dati  un  semidiametro  reale  OA  di  una  conica  C3  ed  il  se- 
midiametro coniugato  OB  (reale  o  ideale),  se  si  vuole  la  polare 
di  un  punto  qualunque  P  del  piano  0  di  C3,  basterà  condurre  per 
7^  le  7/1,71  II  rispettivamente  ad  OA  ^  OB  ^  e  costruire  i  punti 
.1/' ,  N*  reciproci  dei  punti  tn-OB^M ^  ri'OA^N:  sarà  AI'N'  la 
richiesta  polare.  —  E  evidente  ora  pure,  come  si  trovi  il  polo  di 
una  data  retta  r  di  0. 

43.  Date  due  rette  ||  «  ;  u  nel  piano  o  di  una  conica  a,  di  due 
punti  A  j  B  dì  8  sì  costruiscano  le  polari  a  ,  b.  Posto  iia^A', 
iih^  B^ ,  ah^  S  j  AB^-BA'^U,  sarà  SU  il  diametro  coniugato 
alla  retta  s. 

E  chiaro  che  si  può  supporre  in  questo  teorema,  che  u  sia  la 
retta  all'  infinito  di  a. 

44.  a)  Se  due  dati  A  SUM ,  SU^M  rotano  nel  loro  piano  o 
intorno  ai  loro  vertici  C ,  U\  in  guisa  che  il  punto  S  percorra 
una  rett^  s  assegnata  in  a  ,  il  punto  M  genererà  una  conica  C3 , 
che  passa  per   U  ed   f/',  e  che  può  degenerare  in  due  rette  (^). 

In  fatti,  i  fasci  descritti  da  UM ^  U'M  sono  proiettivi  ;  perchè 
direttamente  uguali  a  quelli  descritti  da  US  j  U'S,  mentre  questi 
ultimi  sono  prospettivi. 

Ora,  facendo  rotare  UM ,  U'M  nei  sensi  in  cui  rotano  gli  A 
dati,  sino  a  che  UM ,  U'M  coincidano  con  la  retta  UU'^  gli  altri 
lati  dei  due  A  si  segheranno  allora  in  un  punto  S',  il  quale  potrà 
appartenere  ad  «,  o  pur  no.  —  Nel  1.^  caso  (che,  se  è  s  la  retta 
air  infinito  di  o,  si  verifica  quando  gli  A  dati  sono  uguali  o  sup- 
plementari), i  fasci  descritti  da  UM^  U'M^  mentre  ^S' percorre  la 
retta  s,  saranno  prospettivi;  e  quindi  la  conica  C3  degenererà  in  due 
rette.  —  Nel  2.o  caso  i  suddetti  fasci  non  saranno  prospettivi,  e 
perciò  genereranno  una  conica  non  degenere  C3,  che  passa  per  (7,  U'. 
h)  In  questo  2.o  caso  poi,  costruito  il  circolo  UU'S'^'^^  se- 
condo che  8  segherà  ^j  lo  toccherà,  o  sarà  esterna  ad  esso,  la  co- 
nica C3  sarà  un'  iperbole,  una  parabola,  o  un'  ellisse:  poiché  evi- 
dentemente, se  S^  é  un  punto  reale  comune  a  4  ed  .9,  quando  i 
lati  US,  U'S  prendono  le  posizioni  US^  ,  U'S^  ,  gli  altri  lati  dei 
^lue  A  dati  diventano  paralleli. 


<^)  Questo  teorema  fu  dato  da  Newton  sotto    il   nome   di  descrizione 
Organica  delle  coniche' 
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4  9.  Se  U  è  un  punto  della  polare  8  di  un  punto  S  rispetto  ad 
una  conica  e,  conducendo  per  U  la  retta  r  reciproca  al  diametro 
che  passa  per  ?7,  sarà  U  il  punto  centrale  della  sezione  fatta  da 
r  nell'  involuzione  {S)  di  a. 

50.  Dati,  in  un  piano  a,  un  cerchio  fisso  ed  il  suo  centro  0, 
è  un  \itile  esercizio  quello  di  applicare  la  teoria  dei  poli  e  delle 
polari  rispetto  ad  un  cerchio  a  risolvere  dei  problemi  col  mezzo 
(Iella  sola  riga. 

Eccone  alcuni  esempi,  ai  quali  poi  aggiungeremo  in  fine  due 
problemi,  la  cui  soluzione  è  pure  indipendente  da  questa  teoria 
(cfr.  51,  d  ,  h). 

a)  Per  un  dato  punto  P  di  o  condurre  la  ||  (o  la  J_)  ad  una 
retta  r  dì  e. 

Determinati  il  polo  i?  di  r  e  la  polare  p  di  P,  la  ||  richiesta 
sarà  la  polare  a  del  punto  p'OR^A, 

La  j_  richiesta  poi  sarà  la  ||  ad  OP,  condotta  per  P. 

h)  Dati  due  punti  al  finito  A  ,B  di  o ,  bisecare  il  segmento 
AB^  e  raddoppiarlo. 

Determinate  le  polari  a  ,  &  di  -4  ,  P,  si  indichi  con  d  il  diame- 
tro che  passa  pel  punto  ab:  costruendo  il  gruppo  armonico  ahcdy 
il  polo  C  di  e  sarà  il  punto  medio  di  AB, 

Costruendo  in  vece  il  gruppo  armonico  aehd  ,  il  polo  E  dì  e 
darà  il  segmento  AB  E  doppio  di  ^P. 

e)  Bisecare  un  arco  MX  del  circolo  (0),  e  un  dato  a  ciò  del 
piano  0. 

Costruito  il  polo  S  della  corda  MN ,  la  retta  SO  passerà  pel 
punto  medio  delF  arco  3fN, 

Conducendo  poi  per  un  punto  P  della  circonferenza  (0)  le  a', 
h'  i'  ad  a,  b,  le  quali  seghino  di  nuovo  (O)  in  J',  B\  si  bisechi 
l'arco  A'B'  in  C,  e  si  determini  il  punto  C",  in  cui  la  retta  OC 
sega  di  nuovo  (0):  le  bisettrici  degli  A  formati  da  a  ,  &  saranno 
;i  a  PC,  PC". 

d)  Dati  in  e  due  punti  al  finito  A  ,  U,  costruire  per  punti  il 
cerchio  di  centro   Uj  che  passa  per  A. 

Si  raddoppi  AU  in  AUBj  e  si  conducano  in  J,  P  le  _J_  ad  AB: 
costruendo  le  bisettrici  degli  a  retti  cosi  ottenuti  in  A  ,  P,  que- 
ste si  segheranno  in  due  punti  al  finito  C,  D,  che  saranno  i  ver- 
tici del  diametro  del  cerchio  (^)  J_  ad  AB.  Assunto  poi  un  punto 
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[/>)]  P  il  polo  di  p  rispetto  a  if\  Ma,  essendo  P  un  punto  di  C3,  è 
lì  una  tangente  di  caV  Dunque  la  polare  p  rispetto  a  C3  di  un 
punto   Pj  di  Oi  è  una  tangente  di  zz\. 

(1)  Se  la  conica  fondamentale  t3  è  un  cerchio  ,  ed  F  è  costi- 
tuita da  un  y  e  dalle  sue  tre  altezze,  qual  teorema  noto  si  de- 
duce dal  teorema  che  le  tre  altezze  di  un  y  concorrono  in  uno 
stesso  punto? 

52.  Dati  5  punti  di  una  conica  a  a  centro,  costruire  due  suoi 
diametri  coniugati  che  formino  un  dato    A    io. 

Si  costruisca  un  diametro  AA^  di  s;,  e  sopra  A  A'  come  corda 
si  descriva  nel  piano  della  conica  un  arco  circolare  capace  del- 
l' A  la.  Se  ili  è  un  punto  comune  al  circolo  i^  così  ottenuto  ed 
a  e;  (punto  che  si  può  costruire  mediante  l'esercizio  IG),  i  dia- 
metri j[  alle  rette  AM ,  A'M  risolvono  la  quistione. — Il  problema 
ila  in  generale  due  soluzioni;  e  se  V  A  io  è  retto  la  costruzione 
ora  indicata  dà  gli  assi  di  a. 

53.  Trisezione  di  un  dato   a  AOB, 

Si  descriva  un  cerchio  ^  di  centro  0  ,  che  seghi  in  A  ,  B  ì 
lati  dell'  A  dato;  ed  assunti,  a  partire  da  ^  ,  ^  ,  gli  archi  AL, 
BM  di  ^  in  sensi  contrarii  e  tali  che  il  secondo  sia  doppio  del 
primo,  r  /\  AOL  sarà  uguale  all'  A  che  BM  formo,  con  la  tangente 
b  al  cerchio  in  B,  In  conseguenza,  al  variare  di  AL,  le  rette 
OL ,  BM  descriveranno  due  fasci  inversamente  uguali;  e  il  punto 
OL'BM^N  genererà  un'iperbole  equilatera  ce,  che  ha  B  ,  0  per 
vertici  di  un  suo  diametro  e  gli  assintoti  [[  alle  bisettrici  degli 
A  formati  dalle  rette  OA  ,  h.  L' iperbole  zs  segherà  1'  arco  di  ^ 
compreso  nell'  A  AOB  in  un  punto  Q  tale  che  V  A  AOB  sarà 
triplo  dell'  A  AOQ,  e  segherà  ^  in  altri  due  punti  Q,  ,  Q27  ^^^® 
seiTiranno  a  trisecare  l'arco  supplementare  di  AQB  e  l'eccesso 
della  circonferenza  ^  sull'  arco   AQB. 

54.  Dati  un  punto  S  e  due  rette  a  ,  b  di  un  piano  ,  condurre 
per  S  una  trasversale  s,  in  guisa  che  il  segmento  di  s  intercetto 
tra  a  ,  b  abbia  una  data  lunghezza  L 

Le  II  per  ^  ad  a  ,  &  seghino  ordinatamente  b  ,  a  in  L  ,  0;  e  si 
costruisca  V  iperbole  ^  che  passi  per  L  ed  abbia  le  rette  a  ,  SO 
per  assintoti.  Se  M  è  un  punto  comune  a  4  ed  al  cerchio  di  cen- 
tro L  e  di  raggio  Z,  la  jj  ad  LM  per  S  risolverà  (93,^)  il  proble- 
ma, il  quale  avrà  quattro,  tre,  o  due  soluzioni. 

SANxiA  —  G'eoniÉ'/ria  proiettiva.  83* 


—  250  — 

alcuna  faccia  di  T  (o  un  piano  ;jl  che  non  passa  per  alcun  vertice 
di  T  ),  sono  definito  tre  quadriche  rigate  che  passano  per  M  (  o 
toccano  ji.),  mentre  ciascuna  contiene  due  coppie  di  spigoli  oppo- 
sti di  T. 

04.  Due  rette  sghembe  «,  &,  due  punti  C,  I)  che  non  giac- 
ciono in  uno  stesso  piano  con  a  o  con  fe,  ed  un  jiiano  \ì.  che  non 
ajìpartiene  ad  alcuno  degli  elementi  aìtCD,  individuano  una  qua- 
(h'ica  rigata  tangente  a  ti.  e  che  contiene  gli  elementi  ahCD. 

05.  E  facile  vedere  che,  indicando  con  abcd  le  altezze  del  tetrae- 
dro ABCD=of^^Z  che  passano  ordinatamente  j)er  i  vertici /l 7)6' />, 
se.  due  spigoli  opposti  Al)  ,  CD  sono  _]_  tra  loro,  le  altezze  a,  e 
segano  rispettivamente  le  altre  due  //,  d\  e  che,  se  sono  J_  tra 
loro  anche  due  altri  spigoli  opposti,  tali  saranno  pure  i  due  ri- 
manenti spigoli,  e  lo  4  altezze  ahcd  del  tetraedro  concorreranno 
in  uno  stesso  punto:  e  viceversa. 

In  ogni  altro  caso  le  4  altezze  ahcd  sono  direttrici  di  un  iper- 
boloide gobbo  ,  e  le  _L  alle  facce  a  ,  ^  ,  y  ,  o  nei  punti  delle  ai- 
tozze  dei  \J  lìCD  ,  CD  A  ,  DAlì  ,  ABC  sono  4  sue  generatrici. 

(>0.  a)  Se  duo  quadriche  rigate  hanno  una  comune  direttrice  a, 
si  dirà  che  esse  si.  ioccano  (si  raccordano)  liin(/o  la  retia  a,  quando 
f'Sni  piano  e  di  a  è  tangente  ad  amendue  in  uno  stosso  punto 
*S(di  a). 

h)  Due  quadriche  rigate  Q,Qi  si  toccano  lungo  una  comune  di- 
rettrice rt,  se  tre  piani  di  a  hanno  gli  stessi  poli  rispetto  alle  due 
5^npcrflcie;  ed  allora  ogni  generatrice  di  una  qualunque  Q  delle  due 
quadriche,  che  non  appartiene  all'  altra  Q^ ,  è  tangente  a  Qi  nel 
punto  in  cui  la  generatrice  stessa  è  segata  da  a. 

In  fatti,  i  poli  ABC,  e  AJi^C^.,.  dei  piani  «'sy...  del  fascio 
/O  ri-spetto  a  Q  e  Qj  si  corrispondono  in  una  proiettività  P  ,  la 
qnale  è  una  identità,  se,  p.  e.,  A^B^i\  coincidono  con  ABC. 

e)  Se  poi  r  involuzione  unita  di  P  è  parabolica  di  punto  doppio 
A  (o  iperbolica  di  punti  doppi  A  ,  7?),  ciascuna  delle  quadriche 
Q  ,  Q,  ha  una  generatrice  tangente  all'altra  quadrica  (o  avrà  due 
di  tali  geneiatrici). 

07.  Mediante  una  quadrica  rigata  Q,  una  sua  direttrice  n\  e 
tre  punii  AlìC  dei  quali  uno  almeno  non  appartenga  a  Q  e  due 
non  giacciano  mai  in  un  ]>iano  di  a'  (o  tre  piani  a^iy  dei  quali  uno 
almeno  non  sia  tangente  a  Q  e  due    non  seghino    mai    a'  in  uno 
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(li  W:  poiché  si  ha  s  {ABCc)a  s  {a'^^.S)  (1;  o  posto  SD=s\  si  ha 
(83,  e)  pure  s  {a^^-(8)As'{AhCs),  e  quindi  è  s{AnCr,)7:s'{ABCs), 

Se  in  vece  è  dato  il  punto  S,  e  il  piano  o  si  costruisce  mediante 
la  (1,  sarà  G  il  piano  di  C3. 

71.  Un  tetraedro  ylBCPzna^Y^j  ®  ^^"®  rette  r,s di  un  piano  che 
non  passa  per  alcuno  dei  punti  ABCD^  individuano  un  cono  qua- 
drico  ^'  (o  una  quadrica  rigata  Q),  che  contiene  i  punti  ABCD 
e  le  rette  r,  jj. 

Costruito  il  punto  8  di  r  tale  che  sia  s  {ABCr)7\  r{p.'^'^S)  ,  e 
posto  SD^u,  sarà  s{ABCr)  a  n{ABCr)\  e  secondo  che  8  coincide 
col  punto  rs,  o  pur  no,  si  ha  il  cono  ^,  o  la  quadrica  Q. 

72.  Due  punti  A  ,  B^  una  conica  cs  il  cui  piano  e  non  contiene 
alcano  dei  punti  A  ,  B  ,  ed  una  retta  r  che  sega  a  in  un  punto 
C  di  C3  e  non  giace  con  A  ,  B  in  uno  stesso  piano  ,  individua- 
no un  cono  quadrico  W  (o  una  quadrica  rigata  Q)  che  contiene 
e  ,  i4  , 1? ,  r. 

Indicando  con  D ,  E  ì  secondi  punti  di  intersezione  di  C3  coi 
piani  rA  j  rBj  e  pjsto  ADe^u  ,  BE^Cy  i  fasci  proiettivi  di  piani, 
che  proiettano  da  u  ^  v  ì  punti  di  C3,  generano  ^ ,  o  fl  ,  secondo 
che  u  ,  V  segano  r  in  uno  stesso  punto,  o  pur  no. 

73.  Se  un  fascio  di  raggi  di  centro  ^S'  al  finito  è  proiettivo  ad 
una  punteggiata  A^B'C  ...  (il  cui  sostegno  a'  non  è  H  al  piano 
'iol  fascio),  le  rette  a'b'c' .  .  .  ,  condotte  per  A'B'C  •  .  .  parallela- 
mente ad  abc  .  .  .  ,  costituiscono  una  schiera  rigata  di  un  parabo- 
loide gobbo. 

74.  Se  una  punteggiata  (ii)^ABC.„  è  proiettiva  ad  un  fascio 
di  piani  (w'y^a'f 'y'...  ,  ma  i  sostegni  «  ,  u'  delle  due  forme  non 
sr.no  ±  tra  loro,  le  _J_  abc,,,,  condotte  ordinatamente  da  ABC,  ad 
'^y^i'—ì  generano  una  schiera  rigata  S  di  un  paraboloide  iperbo- 
lico :  poiché ,  indicando  con  u'^  la  retta  air  infinito  di  giacitura 
_L  ad  u\  e  con  (?*')j  ^  ^'i^'iT'i--  il  fascio  dei  piani  J_  rispettiva- 
mente ad  a'f 'y'—  7  1^  rette  abc.  congiungono  i  punti  corrispon- 
denti delle  punteggiate  ])roiettive  ABC,,.^  "'«('^•'i^'iT'i--)* 

75.  Le  normali  ad  una  quadrica  rigata  nei  punti  di  una  retta 
^  appartenente  alla  quadrica  (  ossia  le  J_  ai  piani  tangenti  che 
passano  per  r  nei  loro  punti  di  contatto)  costituiscono  una  schiera 
n^Mta  di  un  paraboloide  iperbolico  ortogonale. 

70,  Secondo  che  una  schiera  rigata  X=a?^c..,   appartiene  ad  un 
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sono  le  intersezioni  successive  dei  piani  hb' ,  ce' j  aa' ,  e  questi, 
toccando  la  quadrica  nei  punti  hb'  =  B"  ,  ce'  =  C  ,  aa'  =  A'',  pas- 
sano pel  polo  S  del  piano  B'V'A"  =  a  ,  mentre  n"C'\  C"A'\ 
A*'B"  sono   le  intersezioni    dei    piani    degli    A    opposti    A  e  A'  j 
B  e  7i',  C  e  C): 

2.0  le  sei  rette  abca'b'c*  danno  luogo  a  due  terne  (bc'ab'ca'j 
a'ac'cb'b  ,  aa'cc'bb')  ,  (bc'aa'cb'  ,  ea'bb'ac*  ,  ab'ec'ba)  di  simiglianti 
seilateri,  e  tali  che  i  punti  S  dei  seilateri  della  prima  terna  giac- 
ciono sopra  una  retta  r,  ed  i  punti  S  dei  seilateri  della  seconda 
terna  giacciono  sulla  polare  r'  di  r. 

Dimostriamo  quanto  è  enunciato  in  2.^  —  L  evidente  che  i  sei 
seilateri  indicati  in  2.o  godono  delle  proprietà  del  primo  di  essi 
dimostrate  in  l.o,  e  che,  designandoli  mediante  i  vertici,  que- 
sti seilateri  sono  {AB'CA'BC,  A"B'C''A'B"C\  A"BC"ATr'C), 
{AIJ'A"BA'B'','  BC'B*'CB'C'\  CA'C'AC'A").  Indicando  poi  con 
'^'*^V^V*%*^4*^'.  ordinatamente  i  punti  S  di  questi  seilateri,  è  chiaro 
che  S  ,  Si  ,  So  giacciono  rispettivamente  sui  lati  AA'^  A' A",  A" A 
di  un  V,  non  che  sui  lati  BB'  ,  B'B"  ,  B"B  di  un  secondo  y  (e 
sui  lati  ce,  C'C"^  CO  di  un  terzo  V);  e  quindi  giacciono  sul- 
r  intersezione  r  dei  piani  di  questi  y.  Similmente  si  vede  che 
S.y  7  S^  ,  Sr^  giacciono  sull'  intersezione  r'  dei  piani  dei  y  ABC, 
A'B'C',A"B"C'\  Ma  /S^  è  [l.o]  il  polo  del  piano  A'*B"C'\  e  si- 
milmente si  vede  che  S^  ,  S.^  sono  i  poli  dei  piani  ABC ,A'B'C'. 
iHuique  r  ,  r'  sono  rette  polari. 

H:].  Dair esercizio  82  si  trae  che,  rispetto  ad  una  quadrica  gobba 
Q.  definita  da  tre  sue  direttrici  abc^ 

l.o  si  può  costruire  il  piano  polare  o  di  un  dato  punto  ^non 
appartenente  alla  quadrica  (^),  conducendo  nei  piani  Sa  ,  Sb  ,  Se 


0)  Quando  S  appartiene  a  0?  ©  quindi  costruendo  la  retta  d'  di  iS>  che  si 
appojjijia  ad  a,  fe,  essa  si  appoggerà  a  e,  se  si  costruiscono  due  altre 
.2«'noratrici  a\  h' ,  e  poi  la  direttrice  d  che  passa  per  Sy  sarà  dd'  il 
piano  polare  a  di  5;  ossia,  costruita  la  retta  ci',  sarà  a  il  piano  corri - 
"^poTidente  a  tS  nella  proietti  vita  definita   dalle    tre  coppie  di  elementi 

corrispondenti  ad'    e    ad'  ,  hd'  e   hd'  ,  ed'    e   7d', 
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di  una  conica   C3,  concorrono  a  o  a  3  in  20  jmntij  i  quali  costi- 
tuiscono 10  coppie  di  punti  reciproci  a  zz. 

85.  a)  Se  due  coniche  distinte  C3  ,  Coj  di  un  piano  o  hanno  un 
punto  reale  comune  A,  nel  quale  le  tangenti  a  ,  aj  alle  due  coni- 
che non  coincidono^  esse  avranno  almeno  un  altro  punto  reale  co- 
mune B. 

Xel  dimostrare  questo  teorema  supporremo,  per  maggior  chia- 
rezza, che  V  una  C3  di  queste  coniche  sia  un'  ellisse:  poiché,  se 
hanno  amendue  punti  reali  air  infinito  ,  i  coni  quadrici  T  ,  T^  , 
che  le  proiettano  da  un  punto  al  finito  non  appartenente  a  o,  pos- 
sono essere  sezionati  da  un  piano  p  in  guisa  che  ,  delle  due  co- 
niche pT=^c3',  p^'i^cj,',  almeno  (88,/)  T  una  cu' sia  un'ellisse  ; 
e  dimostrando  il  teorema  per  C3'  ,  e:',  ,  esso  sarà  evidentemente 
dimostrato  j)ure  per  C3  ,  C3,. 

Oi-a,  la  tangente  a  dell'  ellisse  t3,  mentre  lascia  C3  da  una  stessa 
parte,  sega  zz^,  e  perciò  la  divide  in  due  rami,  dei  quali  quello 
che  è  in  parte  opposta  a  C3  rispetto  ad  a  non  penetra  nello  spazio 
rinchiuso  da  w.  Ma  1'  altro  ramo  penetrerà  in  tale  spazio ,  attra- 
versando il  punto  A  (ossia  segherà  zz  in  A)]  e  dovendo  poi  uscirne 
fuori,  per  ricongiungersi  col  ramo  esterno,  segherà  C3  almeno  in 
un  altro  punto  reale  7i. 

b)  Di  qui  segue  pure  (78,  e)  che,  se  due  coni  quadrici  T,  Tj, 
di  comune  vertice  S,  hanno  un  raggio  reale  comune  a,  e  i  piani 
tangenti  ad  essi  lungo  a  non  coincidono,  ^'  ,  ^\  avranno  almeno 
un  altro  raggio  reale  comune  b. 

80.  a)  Indicando  con  ^Y  un  cono  quadrico  di  centro  S,  se  z^^=efg 
è  un  triedro  autoreciproco  (107,/),  ogni  piano  p,  non  apparte- 
nente ad  S,  sega  questo  triedro  (107,  a)  secondo  un  y  eTg'—ET'Gr' 
autoreciproco  alla  conica  pY^c;,  e  sega  V involuzione  (e)  di  M*  se- 
condo V  involuzione  (E')  di  zs. 

h)  Da  ciò  segue  anche  che,  degli  spigoli  del  triedro  autore- 
cìproco cCY=efg,  V  uno  e  è  interno  ed  cono  T  e  gli  altri  due  sono 
esterni  ad  esso  (86,  A,  3.<^),  ìnentre  la  faccia  6  è  esterna  al  cono 
e  le  altre  due  lo  segano, 

e)  E  chiaro  poi  che,  quando  ^S^  è  al  finito,  se  è  p  jj  s,  sarà  ^' 

il  centro  di  C3,  e  le  rette  f'^g'  saranno  due  diametri  coniugati  di 

questa  conica.  Dunque,  il  luogo  dei  centri  delle    coniche,    sezioni 

di  un  cono  quadrico  ^  di  vertice  S  al  finito  con  piani  \\  ad   un 
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g)  Dunque,  ammessa  V  esistenza  di  un  asse,  possiamo  affer- 
jnare  che,  un  cono  quadrìco  ^  di  vertice  al  finito  S,  o  ha  infiniti 
asiiij  dei  quali  V  uno  a  é  J_  a  tutti  gli  altri,  i  quali  giacciono  nel 
piano  principale  a  corri.sjwndente  ad  a  (e  Y  è  allora  un  cono  di 
rotazione  intorno  all'  asse  a  )  ,  o  «e  ha  tre  soli  a  ,  b  ,  e  ,  i  quali 
sono  gli  spigoli  di  un  triedro  autoreciproco  trirettangolo. 

h)  Resta  dunque  a  dimostrare  la  effettiva  esistenza  di  un  asse 
ilei  cono  Y,  quando  non  è  di  rotazione;  poiché,  se  V  è  di  rota- 
zione intorno  ad  a,  è  a  un  asse  di  simmetria,  e  perciò  è  un  asse  di  T. 

Supporremo  quindi  che  p  sia  un  piano  della  stella  [S],  il  cui 
ra^'gio  polare  r  non  coincida  con  la  J_  r^  a  p  in  /S',  e  che  niun 
ra^'gio  del  fascio  (S ,  p)  sia  un  asse.  Allora,  al  variare  del  raggio 
s  di  questo  fascio,  il  piano  polare  e  di  s  descriverà  (108,  e,  l.o) 
un  fascio  (r)  proiettivo  ad  {S  ,  p),  mentre  il  piano  Cj  J_  ad  s  in  ;S^ 
descriverà  un  fascio  (r^)  pure  evidentemente  proiettivo  ad  {S ,  p); 
e  quindi  i  fasci  di  piani  (r)  ,  (r^)  saranno  proiettivi  tra  loro  [ma 
non  prospettivi,  perchè  altrimenti  il  raggio  polare  del  piano  rr^ 
sarebbe  un  raggio  del  fascio  (S  ,  p)  JL  al  piano  stesso,  ossia  sa- 
rebbe un  asse].  Dunque,  «epe  un  piano  appartenente  al  vertice  S 
al  finito  di  un  cono  quadrico  ^  non  di  rotazione,  e  se  p  non  è 
tm  piano  principale  e  non  contiene  un  asse  del  cono,  il  luogo  dei 
raijgi  ortogonali  reciproci  ai  raggi  del  fascio  (S  ,  p)  è  un  cono 
(piadrico  ^\  ,  che  imssa  per  il  raggio  jyolare  r  di  p,  per  la  J_  r^ 
a  0  in  S,  e  per  ogni  asse  di  W  (^);  poiché,  se  a  è  un  asse  di  cor- 
rispondente piano  principale  a,  sarà  a  un  raggio  ortogonale  re- 
ciproco al  raggio  pa  del  fascio  {S  ,  p). 

Considerando  poi  un  altro  piano  p'  della  stella  [S],  che  sia  nelle 
stesse  condizioni  di  p,  si  ha  un  altro  cono  quadrico  ^'\  come 
luogo  dei  raggi  ortogonali  reciproci  ai  raggi  del  fascio  {S  ,  p');  e 
^\  ,  ^'',  hanno  in  comune  il  raggio  V  ortogonale  reciproco  al  rag- 
j^'io  ps'E£/,  e  quindi  hanno  ancora  in  comune  (es.  85,  b)  almeno  un 
altro  raggio  a. 

Ora,  se  a  non  coincide  con  V,  i  fasci  {S ,  p)  ,  (S  ,  p')  avranno 
rispettivamente  i  raggi  a'  ,  a\  ortogonali  reciproci  ad  a  e  distinti 
da  /;  e  perciò  il  piano  polare  a^a\   di  a  sarà   _L   ad   a,    ossia    a 

('j  Se  p  contiene  un  asse  a,  il  luogo  dei  raggi  ortogonali  reciproci  ai 
raggi  del  fascio  (S  ,  p)  degenera  in  due  piani  [perchè  i  fasci  di  piani  (r), 
\ì\)  sono  allora  prospettivi);  e  se  ^  è  un  piano  principale^  il  suddetto 
luogo  costerà  di  due  piani  della  retta  r  =  r,. 
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che  giacciono  nel  piano  principale  Y  corrispondente  a  e,  mentre  y 
.iegherà  Q  secondo  un  circolo  (che  si  chiama  circolo  di  gola), 

f)  Se  Q  è  un  paraboloide  gobbo,  nel  quale  quindi  i  diametri 
sono  II  tra  loro,  conducendo  un  piano  p  _L  alla  direzione  di  questi 
diametri,  ed  indicando  con  a  il  diametro  coniugato  al  piano  9,  si 
dirà  che  a  è  V  asse  (unico)  di  Q. 

E  considerando  l' involuzione  di  piani  reciproci  Q„  ,  diremo  che 
i  jiiani  p,  Y  coniugati  in  Q^  e  _L  tra  loro,  sono  i  soli  piani  jy ri 7i- 
vi  pali  di  Q. 

87.  «)  Se  r  è  una  generatrice  di  una  data  quadrica  rigata  Q,  e  se 
i  piani  otj  ,  a^j ,  ol^  toccano  questa  quadrica  ordinatamente  nei  punti 
Jj ,  A^  ,  A.^  ,  conducendo  i  raggi  arbitrarii  a^  ,  a^  ^  a.^  dei  fasci 
(.Ij  ,  ffj) ,  (A2  ,  «o)  1  i^^ò  ì  ^'ò)  ì  ^l^iesti  tre  raggi  sono  le  direttrici 
che  definiscono  un'  altra  quadrica  rigata  Q^  tangente  a  Q  in  ^4,  , 
.4., ,  .4,j ,  e  che  quindi  si  raccorda  con  Q  (es.  6G,  h)  lungo  r:  e  sarà 
Qi  un  paraboloide,  o  un  iperboloide,  secondo  che  a^  ,  a^  ,  a.^  sono 
''  ad  uno  stesso  piano,  0  pur  no. 

h)  Ora,  se  Qj  è  un  iperboloide  gobbo  di  rotazione  intorno  al- 
l'asse Cj  la  retta  e  deve  appoggiarsi  alle  normali  n^^n^n,^ ...  di  Q  nei 
punti  A^A^A^,,,  di  r:  poiché,  p.  e.,  il  piano  tangente  a^  di  Q^  in  .4, 
deve  essere  _L  al  piano  (meridiano)  cA^  di  Q^  [perchè  aj  contiene 
la  tangente  al  circolo  di  Qj  (parallelo  di  Qj)  che  passa  per  ^4,], 
e  quindi  n  deve  giacere  con  e  in  uno  stosso  piano.  Ma,  so  un 
ip^'boloide  gobbo  è  generato  dalla  rotazione  di  r  intorno  ad  una 
n  tta  e  che  si  appoggia  ad  n^n.jn.^  .  .  . ,  i  piani  oLiOL^ol.^  .  .  .  sono 
tan/X'^nti  a  questo  iperboloide  ordinatamente  in  A^A.,A.^  •  •  •  5  perchè 
passano  per  r  e  contengono  rispettivamente  le  tangenti  in  A^A.^A,^.., 
ai  paralleli  descritti  da  questi  punti. 

Dunque,  esistono  infiniti  iperboloidi  gobbi  di  rotazione  che  si 
raccordano  con  una  data  quadrica  rigata  Q  lungo  un  assegnato 
riKjijio  r  di  Q;  e  gli  assi  di  rotazione  di  questi  iperboloidi  costi- 
tntHQono  la  schiera  rigata  incidente  a  quella  formata  (es.  75)  dalle 
normali  a  Q  nei  punti  di  r. 

^'S.  Se  aljc  j  a'b'c'  sono  le  terne  di  spigoli  di  due  triedri  auto- 
rociproci  ad  un  cono  quadrico  ^  (e  quindi  anche   se    abc  ^  a'b'c' 
•"'Olio  due  terne  di  diametri  coniugati  in  un  iperboloide  gobbo),  le 
l'We  abca'b'c'  sono  raggi  di  uno  stesso  cono  quadrico  Tj,  0  ap- 
partengono a  due  piani  (cfr.  es.  48,  e). 
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di  forme  elementari,  se  si  fanno  corrispondere  gli  elementi  di 
natura  diversa  che  si  appartengono,  cioè , 

1.0  una  punteggiata  (cs)  di  2.o  ordine  e  il  fascio  di  raggi 
(li  l.o  ordine  che  la  proietta  da  un  punto  arbitrario  della  co- 
nica C3 ,  o  il  fascio  di  raggi  di  2.»  ordine  formato  dalle  tan- 
genti della  conica  stessa,  o  la  serie  dei  raggi  di  un  cono  qua- 
drìco,  che  contiene  C3 ,  o  una  schiera  rigata  della  quale  (cs)  è 
una  sezione  piana  : 

2.0  un  fascio  di  raggi  (ss)  di  2.»  ordine  e  la  punteggiata 
che  (d)  determina  sopra  un  suo  raggio  arbitrario,  o  un  fascio 
di  piani  di  2.o  ordine  che  proietta  (c3): 

3.0  una  schiera  rigata  2  e  la  punteggiata  che  essa  deter- 
mina sopra  una  sua  direttrice  arbitraria  a',  o  il  fascio  di  piani 
che  proietta  2)  da  a'. 

In  fatti ,  in  ciascuno  dei  casi  qui  considerati ,  le  due  forme 
Sono  proiettive,  perdio  a  quattro  elementi  armonici  dell'una 
curripondono  sempre  quattro  elementi  armonici  dell'altra. 

/■)  È  chiaro  pure  che,  sono  proiettive  due  forme  elementari 
prospettive  a  due  forme  elementari  proiettive. 


g)  Dati  due  fasci  proiettivi 
di  m(///f  (S)Habc...,  (S')=a'b'c'... 
di  un  piano  e,  i  cui  centri  S, 
S'  Hono  distinti  o  coincidenti , 
*v'  ABC... ,  A'B'C...  sono  i  se- 
condi punti  d^  intersezione  dei 
raggi  abc... ,  a'b'c'...  con  una 
conica  C3  di  o  che  passa  per 
S  ed  S',  le  punteggiate  di  2.o 
ordine  ABC. . .  ,  A'B'C. .  .  sono 
proiettive  [e),  1.*^]',  e  questa 
I>roiettività  di  punti  tra  punteg- 
giate di  comune  sostegno  C3,  che 
diremo  proiettivltà  conica  [p) 
di  punti,  s'indicherà  scrivendo 
f^^A  B  C 


\'^ì= 


A'  B'  C'"" 


^e  s'  è  il  raggio  di  (S')  cor- 


Date  due  punteggiate  j^roiet- 
tive  (s)=ABC...,  (s')=A'B'C'... 
di  un  piano  e ,  i  cui  soHegni 
sono  distinti  o  coincidenti ,  se 
abc... ,  a'b'c'. ..  sono  le  secon- 
de tangenti  condotte  dai  punti 
ABC...,  A'B'C...  ad  una  conica 
C3  tangente  ad  s,s'y  i  fasci  di  rag- 
gi di  2.0  ordine  abc... ,  a'b'c'... 
sono  proiettivi  [e),  l.o];  e  que- 
sta proiettività  di  raggi  tra  fa- 
sci di  raggi  di  comune  soste- 
gno C3,  che  (\\YQ.i\\o  proiettività 
conica  (c3)  di  tangenti  (  o  di 
raggi  ) ,  s' indicherà   scrivendo 

,   v_  a  b  e 
'^^Hi'b'c'— 

Se  /S'  è  il  punto  di  {s^)  cor- 
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icttlce  ABC...,  A'B'C...  —  ,  ed  è  fi  ima  qnadrlca  rigata  che  ha 
in  u ,  u'  dice  sue  direttrici,  le  generatrici  abc... ,  a'b'c'...  di  Q  , 
situate  ordinatamente  in  a^Y***;  o^'?'t'«"  —  o  che  passano  rispet- 
ticamente  per  ABC...,  A'B'C...  —  ,  costituiscono  (109,  e,  2.^)  una 

proiettività  (Q)  =    , ,  ,    ,  ...    tra   i  raggi  di   una   schiera  rigata 

et    D    e 

di  Q. 

Si  sono  cosi  introdotte  due  altre  operazioni ,  cioè  quella  di 
s('^are  un  fascio  (w)  di  piani  mediante  una  quadrica  rigata  Q 
che  ha  u  per  direttrice,  e  quella  di  proiettare  la  punteggiata 
(u)  mediante  le  generatrici  di  Q;  operazioni  che  deducono  dal 
l'ascio  e  dalla  punteggiata  una  forma  ad  essi  prospettiva. 

k)  Due  forme  di  2.o  ordine  —  o  una  forma  di  2.^  ordine  ed 
una  forma  semplice  —  si  possono  riferire  proiettivamente  tra 
loro,  riferendo  proiettivamente  due  forme  semplici  prospettive 
alle  prime  —  o  riferendo  proiettivamente  la  forma  semplice  ad 
un'altra  fonna  semplice  prospettiva  a  quella  di  2.o  ordine—. 
In  conseguenza,  due  forme  elementari  proiettive  si  possono 
riguardare  come  prima  ed  ultima  di  una  serie  finita  di  forme 
elementari,  delle  quali  ciascuna  è  prospettiva  alla  seguente  ; 
ossia  si  possono  dedurre  Tuna  dall'altra  mediante  un  numero 
finito   di  operazioni. 

l)  Così,  p.  e.,  le  punteggiate  di  2.o  ordine  (e)  ^  ABC . . . , 
fw'j  ^  A'B'C  ...  si  riferiranno  proiettivamente,  riferendo  proiet- 
tivamente i  fasci  di  raggi  che  proiettano  (q)  ,  (c3')  ordinatamente 
dui  punti  arbitrarii  S ,  S^  di  C3  ,  cs'. 

E  se  le  coniche  cs  ,  a'  giacciono  in  uno  stesso  piano  ,  sarà 
utile  scegliere  per  8  j  S^  ordinatamente  i  secondi  punti  d'inter- 
sezione delle  coniche  q  ,  zz'  con  la  retta  congiungcnte  due  punti 
arbitrarii  A ,  A'  che  si  vogliono  far  corrispondere  in  (zz)  ,  (e:'); 
poichò,  così  facendo,  i  fasci  di  raggi  {S)j(S^)  risultano  pro- 
spettivi. 

m)  Possiamo  estendere  dunque  alle  forme  elementari  la 
maggior  parte  delle  definizioni  e  delle  proprietà  relative  alle 
furine  semplici.  E  quindi, 

l.*'  la  proiettività  tra  due  forme  elementari  è  definita  da 
tre  coppie  di  elementi  corrispondenti  ;  e  se  le  forme  sono  so- 
vrapposte ,  essa  è  involutoria ,  quando  due  elementi  distinti  si 
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(c3) ,  basterà  costruire  la  retta 
a^d'U^qj  e  la  seconda  tan- 
gente a  t3,  condotta  pel  punto 
qa^  sarà  d^  :  ma  possono  sosti- 
tuirsi ai  raggi  a  ,  «j  due  altri 
raggi  qualunque  che  si  corri- 
spondono in  (c3). 

La  2^1'oieftlvità  conica  di  fan- 
genti  (c3)  è  quindi  definita  dal 
suo  centro  di  collineazione  U  e 
da  due  tangenti  corrispondenti 


a^  a^^. 


in  fc),  basterà  determinare  il 
l)unto  ì4,/>.m=eQ,  e  la  retta 
A(l  segherà  di  nuovo  C3  in  D^: 
ma  possono  sostituirsi  ai  punti 
A  j  A^  due  altri  punti  qualun- 
que   che    si   coiTispondono   in 

(C3). 

c)  La  proietticità  conica 
di  punti  (ts)  è  quindi  definita 
dnl  suo  asse  di  collineazione  u 
e  da  due  jiunti  corrispondenti 

A     ,     Ay 

d)  Se   (zs)  ^  4  ,j  ^,    ,  .  ,  è  tuia   prolettlvità   conica  di  asse 

di  collineazione  u,  le  tangenti  abc  .. . ,  a^b^Cj  .  .  .  «  C3  ordinata' 
monte  in  ABC  .  .  . ,  AjB^Cj .  . .  costituiscono  (110,/")  un  altra  jiro- 
idtivlfà  coìiica,  il  cui  centro  U  è  il  polo  della  retta  u  rispetto 
az:;  e  viceversa:  poiché  le  rette  ab^-aj)  j  bc^'h^c  del  punto  U 
sono  le  polari  dei  punti  AB^'A^B  ,  BC^- B^C  della  retta  ti. 

Se  la  prolettlvità  {d)-=-^  ^  ^  ... 
^  ^    ^"ajbjCj 

è  (110;  A:,  l.o)  in  voluto  ria  ^  pel 
centro  di  collineazione  U  (che 
diremo  allora  pure  centro  d'in- 
voluzione) passeranno  anche  le 
rette  ab  •  a^bj ,  bc-  b^Cj ,  ca  •  c^ap... 
e  le  rette  congiungenti  i  punti 
di  contatto  della  conica  C3  con 
due  tangeìiti  coniugate  qualun- 
que :  come  risulta ,  osservan- 
do che  a^a ,  bj) ,  p.  e.,  sono 
coppie  di  tangenti  corrispon- 
denti in  (c3),  e  che  quindi,  es- 
sendo a^{aa^bby„.)  a  a{a^ab^b,„), 
debbono  essere  allineati  con  U 
non  solo  i  punti  aj)^  ,  ab ,  ma 
anche  i  punti  di  contatto  di  zz 
con  a^^a  (che  sono  le  intersezioni 
di  rtj,a  ordinatamente  con  rt^/f). 


(]Helaproiettività(p)^.  u  p  ... 

è  (116,  k,  l.<>)  involutoria^  Vas- 
»e  di  collineazione  u  (  che  di- 
remo allora  pure  asse  d'involu- 
zione) conterrà  anche  i  punti 
AB.A^Bi,BC.BiC,,CA.CiAi,... 
(t  i  punti  d'  intersezione  delle 
tangenti  alla  conica  C5  in  due 
pnnti  coniugati  qualunque:  co- 
me risulta, osservando  che  A^A^ 
B^B,  p.  e.^  sono  pure  coppie  di 
punti  corrispondenti  in  (x) ,  e 
cliequindi,  essendOi4j(i4i4j0iyj...) 
À  AiA^AB^B,„)j  debbono  segar- 
si soj>ra  u  non  solo  le  rette 
AJÌ^^AB^  ma  anche  le  tan- 
.irr-nti  in  A^^  A  (che  proiettano 
^lii  A^ ,  A  ordinatamente  i  punti 
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le  involuzioni  di  tangenti  (cs)^     ,  ,  \ab^  ,  a^b\ ,  \ab  ,  a^b^\.    Ma  il 

centro  dì  una  qualunque  di  queste  tre  involuzioni  di  punti  (o  di 
tangenti)  è  V  intersezione  degli  assi  delle  altre  due.  Dunque,  la 
condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  sieno  armoniche  due 
involuzioni  di  punti  (o  di  tangenti)  che  hanno  per  sostegno  una 
stessa  conica  C3 ,  è  che  il  centro  dell'una  appartenga  alV  asse 
dell'  aìtra,  ossia  che  i  loro  centri,  o  i  loro  assi,  sieno  elementi 
reciproci  alla  conica  xz\  e  la  condizione  necessaria  e  sufficiente, 
affinchè  tre  involuzioni  di  j^unti  (o  di  tangenti),  che  hanno  per 
sostegno  tina  stessa  conica  ts ,  sieno  armoniche  a  due  a  due,  è 
che  i  loro  centri  sieno  i  vertici  di  un  V  antoreciproco  a  C3 
(e  quindi  i  loro  assi  saranno  i  lati  di  questo  y). 

b)  Di  qui  segue  che,  se  U  ,  U'  (o  u  ,  w'j  sono  i  centri  (o 
gli  assi)  di  due  involuzioni  armoniche  di  2>unti  di  una  conica 
e,  essi  sono  pure  i  centri  (o  gli  assi)  di  due  involuzioni  ar- 
moniche di  tangenti  alla  stessa  conica^  e  viceversa. 

In  particolare,  se  AB  ,  CD  sono  due  coppie  di  punti  armonici 
di  una  conica  e:  [ossia  (84,  e)  se  la  retta  CD  passa  pel  polo 
della  retta  AB],  le  tangenti  di  C3  in  ABCD  costituiscono  un 
^nippo  armonico-,  e  viceversa. 


e)  Se{z:)^  p^    P   p  „.èuna 

proiettività  conica  di  pienti, 
r  asse  dell'  involuzione  unita  J 
di  (c3)  coincide  con  V  asse  di 
collineazione  u  di  (n). 


o   /   \ .  a   b   e 

Se(vj]E^      ,        ,„  e  una  prro- 
a,  D,  Cj 

iettività  conica  di  raggi,  il  cen- 
tro delV  involuzione  unita  J'  di 
(cs)  coincide  col  centro  di  col- 
lineazione U  di  (c3). 


In  fatti ,  le  involuzioni  J,  =  ]  AB^ ,  AJÌ  |  ,  i^  ~  i  AC^  ,  A^C  \ 
sono  armoniche  a  (c3),  ed  i  centri  di  j,  ,  j^  giacciono  (117,  a) 
sopra  u.  Sicché  nel!'  involuzione  unita  )  di  (e:),  che  è  armonica 
^i  K  )h  1  l'asse  deve  [a)]  passare  per  i  centri  di  li  ,\2  y  ossia 
devo  coincidere  con  u. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  destra. 
d)  Dunque  (72,  e),  la  condizione  necessaria  e  sufficiente^  af- 
finchè due  proiettività  di  punti  (o  di  tangenti)  di  una  stessa  co- 
nica c3  sieno  commutative,  è  che  esse  abbiano  lo  stesso  asse  (o 
centro)  di  collineazione. 
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(cs),  che  ha  la  retta  LLj  per 
asae  di  collinea z ione ,  e  che  è 
involutoria  solo  quando  L  ,  L^ 
soìio  punti  reciproci. 


ietticità  conica  (p)  ,  che  ha  il 
punto  llj  jyer  centro  di  collinea- 
zionej  e  che  è  involutoria  solo 
quando  1,1 ,  so7io  rette  reciproche. 


Di  vero,  al  variare  di  ^S',  le  coppie  di  punti  A8 ,  SA^  gene- 
rano le  involuzioni  coniche  3 ,  J^  di  centri  L ,  L^  ,  il  cui  pro- 
dotto Jl,  è  (G5,  e)  una  proiettività,  ed  è  quella  {zz)  generata  da 
A  ,  A^,  Inoltre,  poiché  I ,  Jj  sono  armoniche  all'involuzione  uni- 
ta di  (c3),  ne  segue  (118,  a)  che  i  loro  centri  L  fL^  debbono 
friacere  sull'asse  di  questa  involuzione  unita,  ossìa  (118,  e)  sul- 
l'asse di  (ct).  In  fine,  il  prodotto  \l^  è  involutorio  (66,  ft,  2.o)  solo 
quando  le  involuzioni  J,Jj  sono  armoniche,  ossia  (118,  a)  quando 
i  loro  centri  LjLi  sono  reciproci  a  C3. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  destra. 


h)  Se  u  è  Vasse  di  coUinea- 
zione  di  unajìvoiettività  conica 

j.  1'  /  \  ABC 
di  punti  (C3)^  A  r>  p  ,.,,  pro- 
idi  nudo  la  conica  C3  sopra  u 
d(i  due  punti  qualunque  A  ,  Aj 
corrispondenti  in  (zz),  si  ottie- 
ne una  proiettività  P,  che  non 
varia  al  variare  di  A  ,  A^  (cfr. 
8i;,  a\  e  che  ha  (86,  a  e  97,  0 
e: a  per  involuzione  unita.  In 
ci)nse(/uenza,  proiettando  sopra 
u  ìa  proiettirità  (p)  e  la  sua  in- 
voluzione unita  da  un  punto 
qualunque  S  di  a,  si  ottengono 
sempre  P  e  C3,,  ;  e?  coincide  con 
^u?'^^'(p)  ^  involutoria. 


Se  \]  è  il  centro  di  collinea- 
zione  di  una  proiettività  coni- 
si h  e 

,pro- 


ca  di  raggi  (zz) 


a,  b.  c,-'^ 


iettando  da  U  le  punteggiate 
determinate  dalle  tangenti  di  zs 
sopra  due  raggi  qualunque  a  , 
«aj  corrispondenti  in  (zs),  si  ot- 
tiene una  proiettività  P' ,  che 
non  varia  al  variare  di  a  ,  a^ 
(cfr.  86,  a),  e  che  ha  (86  ,  a  e 
97,  1)  zzu  per  involuzione  uni- 
ta. In  conseguenza  ,  j)roietta7i- 
do  da  U  la  sezione  prodotta  in 
(zz)  e  nella  sua  involuzione  u- 
nita  da  una  tangente  qualun- 
que s  di  zZy  si  ottengono  sempre 
P'  e  C3u  ;  e  P'  coincide  con  zzu , 
se  (co)  è  involutoria. 


In  fiUti,  è  noto  (86,  a)  che ,  proiettando  C3  sopra  u  da  due 
coppie  qualunque  di  punti  di  C3 ,  si  ottengono  due  proiettività 
P  j  Pj ,  che  hanno  n^  per  comune  involuzione  unita.  Ora,  se  si 
assumono  per  centri  di  proiezione  prima  A  ^  A^  e  poi  due  altri 
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(li  asse  di  coUineazione  ?/;  e  quindi  proiettando  C3  sopra  w  da 
(hie  punti  qualunque  A  e  A^  —  o  B  e  B^  ,  C  g  C^,.,.  —  corrispon- 
donii  in  (cs),  si  ha  [/>)]  evidentemente  P,  ossia  si  hanno  le  coppie 
LLj  ,  ^f^^l  ,  NN^  , ...  di  P.  SìccIiò  esistono  punti  di  C3,  che  sono 
jjroicttati  sopra  zs  in  coppie  di  punti  di  (cs)  da  M  e  J/^ ,  o  da 
X  0.  A'j , . . ..  In  conseguenza  poi  risulta,  come  in  b),  la  seconda 
parte  del  teoroma. 


d)  Ora ,  se  u  sega  zs  nei 
punti  reali  e  distinti  E ,  F  {o 
la  tocca  in  un  punto  E),  tanto 
l'involuzione  unita  di  (c3),  quan- 
to l'involuzione  unita  di  P,  han- 
no E ,  F  i)er  punti  doppi  (o  E 
per  unico  punto  doppio);  e  vi- 
ceversa. Inoltre,  queste  due  in- 
voluzioni si  deducono  sempre 
r  una  dall'  altra  mediante  due 
operazioni. 

Dunque,  se  una  delle  due  in- 
voluzioni è  ellittica,  e  quindi  ò 
tale  anche  l*  altra,  noi  diremo, 
jif'v  definizione,  che  la  coppia  di 
leniti  uniti  immaf/inarii  della 
prole ttività  conica  (cs)  di  asse  di 
frolli neazione  u  è  un  ente  rap- 
presentato ,  tanto  dall'  involit- 
zlane  unita  di  (cs),  quanto  ded- 
l' involuzione  c:„  di  punti  reci- 
proci a  w. 


e)  E  quasi  inutile  di  avvertire  che,  un'  involuzione  conica 

ABC 

(\i  punti  (z:)^  .    „  ^ ...  è  ellittica,  o  iperbolica,  secondo  che 

^1  ^1  ^1 
tluc  coppie  qualunque  ^1^1,  ,  BB^^  di  punti  coniugati  si  separano, 

0  pur  no  [come  risulta  evidentemente  dalTinvoluzione  di  raggi, 

che  proietta  (e)  da  un  punto  S  di  C3],  ed  è  parabolica,  se   un 

punto  di  una  coppia  di  punti  coniugati  coincider  con  un  punto 

>5asnia — (ienmeiria  proiettiva.  8G* 


Ora ,  se  per  U  passano  due 
tangenti  e  ,  f  dì  C3,  reali  e  di- 
stinte (o  una  sola  e,  che  tocca 
quindi  a  in  U),  tanto  l'involu- 
zione unita  di  (ss),  quanto  l'in- 
voluzione unita  di  P',  hanno  e, 
f  per  raggi  doppi  (  o  e  per  u- 
nico  raggio  doppio  )  \  e  vice- 
versa. Inoltre,  queste  due  invo- 
luzioni si  deducono  sempre  l'una 
dall'altra  mediante  due  opera- 
zioni. 

Dunque,  se  una  delle  due  in- 
voluzioni ò  ellittica,  e  quindi 
ò  tale  anche  1'  altra,  noi  dire- 
mo, ^er  definizione,  che  la  cop- 
pia di  ra{/gi  uniti  immar/inarii 
della  proiettività  conica  (e:)  di 
centro  di  colìineazione  U  è  un 
ente  rappresentato^  tanto  dal- 
l'Involuzione  unita  diip),  quan- 
to dalV involuzione  zzv  di  rai/c/l 
reciproci  a  C3. 
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di  un'  altra  coppia;  e  che,  secondo  che  (zs)  sarà  un'  involuzione 
iperbolica,  parabolica,  o  ellittica,  il  suo  asse  d'involuzione  n  se- 
gherà la  conica  C3 ,  la  toccherà,  o  sarà  esterno  ad  essa^  men- 
tre il  suo  centro  d'involuzione  C7(polo  di  u)  sarà  ordinatamente 
esterno  a  v:,  le  apparterrai,  o  sarà  interno  a  C3. 


120.  a)  Lasceremo   allo   studioso  il  dedurre  per  i  coni  qna- 

\  drici  (78,  e)  i  risultati   analoghi  a  quelli  ottenuti  sulle  coiìiclie 

'  nei    numeri  117,  118  e  119. 

^  b)  Lo  stesso  faremo  per  le  proicttività ,  involutorie  o  pur 

no,  tra  i  raggi  di  una  schiera  rigata  ^  ;  perchè,  sezloiiaiKl»  l 

J"  con  un  piano  e,  avremo  forme  di  punti  prospettive  alle  forme 

'  di  rette  in  esamc^  e  già  trattate  innanzi. 

'  e)  Aggiungeremo  solo  che  ,  se  le  schiere  rigate  incidtiìti 

2]^abcde... ,  l'^a'b'c'd'e'...   di  una  quadvica  gobba   Q  S')n>j 
riferite  prò  ietti  v  amen  te  ,  i  punti  aa'Ei^  A  ,  bb'^B  ,  cc'z^eC,.» 

i  generano  una  punteggiata  conica  (c3) ,  mentre  i  j;/a?ie  aa',M)', 

cc*y„generano  un  fascio  (S)  di  2.o  ordine,  che  inviluppa  il  cow> 

.^  quadrico  ^'  circoscritto  a  Q  lungo  la  conica  z:\  ed  è  quindi  S 

il  polo  rispetto  a  Q  del  piano  a  di  C3, 

Di  vero,  il  piano  ABC  sega  Q  secondo  una  conica  e,  alla 
quale  appartengono  i  punti  ABC,  mentre  le  schiere  rigate  -,-' 
sono  prospettive  (116,  <;,  l.^)  alle  punteggiate  che  esse  deienni- 
nano  in  ss;  e  quindi  (116,  f)  le  due  punteggiate  sono  proiettive 
tra  loro.  Ma  queste  punteggiate  proiettive,  di  comune  sostcirno 
C3,  hanno  i  tre  punti  uniti  ABC,  e  perciò  costituiscono  un'i- 
dentità. Dunque  anche  i  punti  dd-,ee'y„  giacciono  sulla  conica  «. 
In  fine,  i  piani  aa' ,bb' ,cc' , ...  sono  (111,  e)  tangenti  a  Q  noi 
punti  aa' ,bb' ycc' ,  .„\  e  perciò  (113,  «)  ò  /S  il  polo  rispetto  a  fl 
del  piano  o  di  C3. 

PROBLEMI   DI   2.0   GRADO. 

121.  a)  Nelle  ricerche  fatte  sino  ad  ora  ci  siamo  imhatiuti 
in  problemi  che  hanno  in  generale  due  soluzioni,  e  che  qiuuili 
non  possono  essere  risoluti  mediante  sole  costruzioni  lineari,  m-i 
richiedono  che  si  faccia  uso  di  una  forma  di  2.o  ordine. 

A  questa  specie  di  problemi  appartiene  la  costnizione  dctjìi 


4  • 


•  > 
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dciììinfi  imiti  di  una  data  proiettività   P   tra  due  forme    sem- 
pìkl  sovrappostej  costruzione  clic  può  escf^uirsi  come  scf^uc. 

h)  Quando  la  data  proiettività  P  ò  tra  i  rai^gi  di  un  fascio 
di  contro  S  al  finito,  ed  è  quindi  definita  da  tre  co])pie  aa\bb*,cc^ 
di  ra«r.i,d  corrispondenti,  si  descriva  un  circolo  à  che  passi  per 
Se  scoili  di  nuovo  aa'bh'cc'  ordinatamente  nei  punti  AA'BB'CC\ 
0  si  costruisca  (117,  a)  l'asse  di  collineazione  u  della  proietti- 
vita  {'h)  ^  A'p'nf  •  se  w  sega  '>{;  nei  punti  K  ^F,  saranno  SE^^p, 

SF^f  i  vaggì  uniti  di  P  ;  e  se  u  tocca  '^  in  E,  sarà  SE^^e 
r  unico  raggio  unito  di  P  (*). 

E  noto  poi  {in,  f  0  118,  e)  che  u  e  il  suo  polo  U  rispetto 
a  i  sono  r  asse  ed  il  centro  dell'  involuzione  unita  J  di  ('|); 
e  che  quindi,  anche  quando  j  è  ellittica,  proiettando  J  da  Sy 
si  otterrà  1'  involuzione  unita  di  P. 


e)  Se   P  = 


a  h  e 


, . ,  ,  ò  involutoria,  e  quindi  è  definita  da  duo 
>')le  coppie  aa' ,  bV  di  raggi  coniugati,  V  asse  u  dell'  involu- 
zione ('l)^^w, ,  sarà  individuato  dai  due  suoi  punti  AIV-A^B^ 

.1//-.47J';  e  se  tt  sega  ^  in  E ^  F,  ossia  se  P  è  iperbolica^  sa- 
ranno SE^^e  ,  SF^f  ì  raggi  do])pi  di  P.  Ma  si  potrà  pure  ri- 
correre al  centro  d'involuzione  AA^-lìB'z^U  di  ('^),  perchè  le 
rette  r/;,  UF  sono  tangenti  a  ò  (-). 

Se  jjoi  P  è  parabolica,  non  vi  è  da  fare  alcuna  ricerca;  poi- 
ché r  unico  suo  raggio  doppio  deve  essere  dato  per  la  defini- 
zi"ue  stessa  di  P. 

d,  Quando  la  data  proiettività  P  ò  tra  i  punti  di  una  pun- 
t'',ir™ta  (.v),  ed  è  (luindi  definita  da  tre  coppie  yL4',7/7i',  C(7' 
di  l'Unti  corrispondenti,  si  costruisca  un  cerchio  '^  tangente  ad 
•";  e,  condotte  da  AA'BB'CC  a  ^  ordinatamente  le  seconde 
t-^iiiremi  aa'bb'cc' ,  si  costruisca   (117,  a)   il   centro   di  coUinea- 

'^  Si  noti  che,  so  si  vuole  costruire  il  raggio  d'  corrispondente  ad 
'in  dato  raggio  qualunque  d  di  (>S),  indicando  con  I)  il  secondo  punto 
'^"  iutor^pzione  di  de  I,  con  L  il  punto  A'D.u^  e  con  D'  il  secondo 
l'Unto  d"  intorsezione  di  •!-  e  della  retta  AL,  sarà  SI)'=iBd- 

'')  Qui  può  farsi  un'  osservazione  analoga  a  quella  riportata  nella 
l'Ota  lirccedento  ,  potendosi  però  ricorrere  all'asso  ft  ,  o  al  contro  f/, 
'1  involuzione. 
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l)oIìca  e  di  centro  S  al  finito):  poiché,   se  0  e   il    ccMitro    flel 
corchio  cj/  ivi  adoperato,  costruendo  i  punti  PjP' in  cui  la  retta 
UQ  sega  ó,  san\  SP=2^  ,  SP' =  p'  (/). 

E  ciò  mostra  di  nuovo  che,  in  una  involuzione  di  rag^i  P  di 
centro  al  finito  jiS',  esiste  sempre  una  coppia  di  ra^^f^i  coniu<::ati 
ortoofonali  ;  e  che,  se  P  ha  due  dì  tali  cop])ie,  essa  è  un'involu- 
zione circolare  (percliè  allora  è  U:^  0), 

In  fine  si  osservi  che,  costruendo  i  simmetrici  a^  ,a\  rispetto 
a  p  (o  a  j/)  di  due  raggi  coniugati  a^a'  di  P,  si  hanno  due  altri 
raggi  coniugati  in  P:  poiché,  indicando  con  AA'A^A\  i  secondi 
]>imti  d' incontro  di  aa'aya\  con  '^ ,  mentre  P  ò  punto  medio 
degli  archi  APA^  ,  A^PA\  (o  P'  è  punto  medio  degli  archi 
AV'A^  ,  A'P'x\\)y  i  punti  A^  ,  A\  risulteranno  allineati  con   U. 

i)  Inoltre,  se  si  vogliono  costruire  due  raggi  coniugati  di 
P  che  formino  un  dato  /\  acuto  a,  costruendo  in  tS  un  a  cguahi 
ad  7,  i  cui  lati  seghino  di  nuovo  '^  in  L.J/,  e  descrivendo  il  cer- 
chio ^'  di  centro  0  e  tangente  alla  retta  />3/,  ciascuna  tan- 
gente condotta  da  U  a  ^j;'  segherà  ^  in  due  punti ,  i  (piali, 
congiunti  con  S ,  daranno  due  raggi  coniugati  che  formano  il 
dato    A   ^' 

Se  l'involuzione  P  è  iperbolica,  il  punto  U  sarà  esterno  a  ò; 
e  <iuin(li  il  problema  avrà  due  soluzioni. 

Se  in  vece  P  è  ellittica,  U  sarà  interno  a  i,  e  la  J_  in  U  alla 
retta  UO  segherà  i^  in  due  punti  L^L'  tali  che  il  problema  avrà 
due  soluzioni,  una,  o  nessuna,  secondo  che  V  /\  ol  sarà  maggio- 
re, uguale,  o  minore  deir  a  LSIJ,  Inoltre,  i  raggi  coniugati 
SL,SL'  di  P  (che  formano  il  più  piccolo  a  acuto)  sono  sim- 
metrici rispetto  a  ciascuno  dei  raggi  coniugati  ortogonali  di  P  (-). 

122.  a)  Dati  5  punti  reali  AB  ODE  di  una  conica  C3  ed  una 
retta  r  del  suo  piano,  costruire  i  punti  ?*C3,  quando  r  non  passa 
per  alcuno  dei  punti  dati. 

Proiettando  da  due  A ,  B  dei  cinque  dati  punti  gli  altri  tre 

'')  Co^i  possono  ([aindi  costruirsi  gli  assi  di  una  conica  a  centro, 
ilofinita  da  5  suoi  punti  ABCDE  Ccfr.  es.  52  a  pag.  257):  poiché,  dalla 
costruzione  data  nel  n.«  104,  a),  si  hanno  due  coppie  di  diametri  con- 
iu::;;ati. 

(-1  Cosi  possono  quindi  costruirsi ,    in  una   conica  a  centro  definita 
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(lati,  in  guisji  da  avere  tre  tiin^-enti,  ricadiamo  nel  caso  consi- 
derati^ in  h).  Ma  sì  può  in  vece  determinare  la  polare  r  di  /'; 
ed  allora^  costruendo  i  punti  re:,  le  rette  che  coni^àun.i^'ono  que- 
sti i)unti  con  E  saranno  le  tangenti  richieste. 

123.  a)  Se  sopra  una  conica  cs  si  hanno  due  involuzioni  di 
punti  (o  di  tangenti)  ij  ,  J2  ?  i  cui  centri  ed  assi  sieno  >S',  ,  S.^ 
ed  s^  ,  .sv, ,  la  retta  S^S^^^s  ed  il  punto  s^s^^^S  sono  (118,  0) 
V  assi!  ed  il  centro  dell'  involuzione  1  armonica  a  j^  ,  \,, 

//)  E  chiaro  pure  che  la  coppia  di  punti  szze^EF  (o  la  coppia 
di  tansronti  fe::^''/')  è  la  coppia  comune  a  J^  ,  j, ;  coppia  che  ò 
iinmaicinaria  (70,(/)  solo  quando  (jueste  involuzioni  sono  amendue 
iperboliche  e  gli  elementi  doppi  dell'  una  se[)arano  gli  elementi 
doppi  dcir  alira. 

e)  Se  Jj  e  armonica  a  J,  (ossia  se  J^  rappresenta  una  coppia, 
reale,  0  immaginaria,  di  elementi  coniugati  in  JJ,  il  problema 
risoluto  in  a)  ùi  costruire  la  coppia  di  elemejiti  coniugati  di  un'in- 
vnhizione  J^  separata  armonicamente  da  un'  altra  data  coppia 
arbitraria  J,  dell'  involuzione  stessa. 

d)  L' involuzione  armonica  a  due  involuzioni  di  una  pun- 
teggiata (?(),  o  di  un  fascio  di  raggi  (U ,  c\  si  può  ottenere,  ri- 
conducendo (121)  la  quìstione  a  due  involuzioni  di  punti  sopra 
un  circolo. 

Potremo  costruire  così,  p.  e.,  i  punti  coniugati  di  una  involu- 
zione ellittica  {u)  equidistanti  dal  punto  centrale  0  di  (?/),  ossia 
.*^eparati  armòni  Ji.mente  dalia  copi)ia  Ox  di  («)  [cfr.  n.»  102,  a)]. 

124-.  E  bene  dare  ora  la  soluzione  di  due  problemi  di  l.o  gra- 
do, che  occorrono  in  seguito. 

(t)  Gostruire  una  conica  C3;  conoscendone  5  punti,  dei  quali 
2,  0  4,  sono  immaginarii. 

Sieno  («) ,  (ic^)  le  involuzioni  di  punti  reciproci  (delle  quali 
una  almeno  è  ellittica)  che  rappresentano  quattro  dei  dati  pun- 
ti, ed  A  sia  il  quinto  punto  (il  quale  non  deve  giacere  sopra  al- 
cuna delle  rette  it ,  u^). 

Del  punto  uu{=II  si  costruiscano  i  coniugati  //'  ,  II\  in  {u)j 
("li;  e  se  la  retta  II'II\^h  non  passa  per  -.4,  si  costruisca  la 
c^^Ppia  di  raggi  IV  comune  alle  involuzioni  A(u)  ,  A(h^)  che  pro- 
iettano (il)  ,  (?/.J  da  A  (coppia  sempre  reale,  perchè  una  almeno 
di  queste  involuzioni  è  ellittica):  i  punti  ì/n=JÌ  ,  Vh~C  saranno 
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due  altri. punti  reali  di  zs,  ed  IIB  ,  JIC  saranno  le  tangenti  in 
questi  punti  (*). 

In  fatti,  essendo  ellittica  almeno  una  delle  involuzioni  («), 
{u^\  il  punto  Ho  esterno  a  x;  e  quindi  la  polare  7i  di  //soglior.ì 
C3  in  due  punti  reali  B,C.  Ora,  poichò  le  rette  u,u^  sono  recij^ro- 
che  ad  h,  le  rette  BA,CA  debbono  (99,  a)  segare  UjU^  in  coppie 
di  punti  coniugati  rispettivamente  in  {u)  ,  (wi)  ;  "  ossia  BA  ,  CA 
debbono  costituire  la  coppia  comune  alle  involuzioni  A{v).  A[n^]. 
e  quindi  coincidono  con  l  ,  V.  Inoltre,  essendo  H  il  polo  di  B(\ 
le  rette  HB ,HC  saranno  tangenti  a  zz  in  7?,  C;  e  ciò  diniostni 
a  cost  ruzione  suindicata. 

Se  poi  li  ,passa  per  A,  conducendo  per  A  una  retta  arbitraria 
m  che  seghi  ii ,  u^  in  L  ,  L^ ,  e  costruendo  i  coniugati  // ,  Fj\ 
di  L  ,  Lj  in  (^0)(^^i);  saranno  TJL\'h^B  ,  VL\'m^C  altri  iluc 
punti  di  C3,  ed  HA  ,  HB  due  tangenti  di  questa  conica:  poiché, 
proiettando  mediante  una  retta  n  il  secondo  punto  d' interse- 
zione di  m  e  C3  dal  secondo  punto  d' intersezione  di  /<  e  e,  i 
punti  nu  ;  nu^  debbono  essere  (99,  a)  i  coniugati  in  (?<V>^^)  ^^^ 
l)unti  lìiìi^L ,  ?«Wj^i/>p 

E  si  noti  che,  in  ciascuno  dei  due  casi  considerati,  la  conica 
sarà  così  individuata  da  tre  punti  reali  e  dalle  tangenti  in  dm' 
di  essi. 


(*)  La  costruzione  qui  data  non  è  lineare;  ma  può  sostituirsi  ad  ossa 
la  seguente  costruzione  lineare. 

Sezionando  con  h  le  inv^oluzioni  A(n)  ,  A(n^)  ,  si  ottcìrgono  {99.  il:  duo 
involuzioni  che  rappresentano  due  coppie  di  i)uuti  reciproci  a  e?;  «^ 
quindi  1'  involuzione  j,  armonica  ad  esse  (e  che  si  costruisce  Hnear- 
mente),  rappresenterà  i  punti  B  ,  C.  Ma  il  punto  A\  separato  ai  mimi- 
camente da  A  mediante  H  ,h  ^  è  un  punto  di  aJ,  e  il  polo  della  rotta 
A  A'  ^iace  in  h.  Dunque,  proiettando  da  A  ,  A'  una  coppia  qualunque 
di  punti  di  J,  si  avranno  (90,  h)  due  altri  punti  reali  di  ©. 

In  seo^uito  dimostreremo  pure  la  seguente  costruzione  lineare,  — Con- 
dotta por  A  una  trasversale  r,  che  se«>:hi  u  ,  u^  in  P  ,  P^,  e  costruiti  i 
coniugati  P  ,  P'j  di  P  ,  P^  in  (r.)  ,(«1),  si  conduca  pel  punto  hr^lh 
un'altra  trasversalo  che  seghi  w,  m^  in  S,Sy\  posto  PS^.r^P\  P^S.r^^  v 
il  coniugato  2^  di  ^  nell'involuzione  \PPi  ,  P  P'i  j,  o  i  punti  A', li'  s«?- 
parati  armonicamente  da  ^  ,  /?  mediante  //  ,  /t,  saranno  tre  altri  i)unti 
leali  di  -ccr. 

>Se  h  passa  por  A,  si  avrà  A' '^A=eL,  ma  la  costruzione  non  muta. 


—    L>80    — 

b)  Se  (u)  è  ellittica,  ed  (//,'^  è  iperbolica  di  punti  doppi 
lì ,  Cj  reggono  sempre  le  costruzioni  riportate  in  a);  ma  allora 
[cioè,  quando  sono  dati  tre  punti  reali  ABC  di  zs  ed  un'invo- 
luzione ellittica  (n)  di  punti  reciproci  il  cui  sostegno  non  passa 
per  alcuno  dei  punti  ABC]  può  procedersi  anche  come  segue. 

Si  costruiscano  i  punti  L\  L\  coniugati  di  BA'U^  L , 
CA'ìi^bL^  in  (u):  sarà  BL'-CL\^D  un  quarto  punto  di  a;  e 
costruendo  il  coniugato  M'  di  AD^ii^M  in  (w),  saranno  M'A  , 
M'J)  due  tangenti  di  C3. 

Di  vero,  (u)^\LL'  j  LJjW  è  (86,  a, />)  l'involuzione  unita 
(Itila  proiettività  P,  die  si  ottiene  proiettando  C3  sopra  u  da 
/> ,  C ,  e  che  ha  L  ,  L^  per  punti  corrispondenti;  e  perciò  anche 
L' ,  L\  si  corrisponderanno  in  P,  e  JD  sarà  un  punto  di  C3  (*). 

Inoltre,  poiché,  proiettando  C3  da  ^  .  Z>  sopra  ti,  si  ottiene 
r  involuzione  (it),  è  AD  (99,  a)  una  retta  reciproca  ad  u'^  e 
quindi  M'  è  il  polo  di  AD,  ed  M^A  ,  M'D  sono  due   tangenti. 

Si  noti  che,  essendo  AD ,  u  rette  reciproche,  se  si  proiettano 
(la  A  ,  D  due  punti  coniugati  in  (n),  si  ottengono  (99,  b)  due 
altri  punti  di  e 

Si  noti  ancora  che  quanto  è  qui  detto  regge  anche  nel  caso 
(li  A^B,  ossia  nel  caso  in  cui  sono  dati,  oltre  (w),  i  punti  ideali 
i^  j  C  e  la  tangente  b  in  B. 

c)  Due  coniche  disfinte  C3  ,  C3^  di  un  piano  a  non  possono 
(ivere  piti  di  4  punti  comunij  anche  quando  2  ,  o  4  ,  di  questi 
punti  comuni  sieno  immaginarii. 

In  fatti,  se  avessero  un  altro  punto  reale  comune,  esse  [a)] 
coinciderebbero. 

Se  poi  C3  ,  C3i  avessero  in  comune  tre  coppie  di  punti  imma- 
jrinarii,  rappresentate  dalle  involuzioni  (w)  ,  (i/j)  ,  {u.^  di  punti 
H'cijjroci  a  C3  e  C3^  {ìnreciproci),  i  cui  sostegni  non  concorrono 
in  nno  stesso  punto,  indicando  con  6"  ,  (j\  i  coniugati  di  uu.j~(/ 
'"  (")?  {fh),  e  con  //'  ,  H'.^  i  coniugati  di  uu^^^H  in  iu)  ,  (?<,), 
siircbboro  G'G\^^g  ,  irn\=h  le  polari  di  G  ,  //  rispetto  a  C3 
6  a  Ci  [bipolari)'^  e  quindi  gh^U  sarebbe  il  polo  di  u  rispetto 
ad  amendue  queste  coniche  {bipolo).  E  similmente  u^    sarebbe 

(';  Sicché,  costruendo  (72,  a)  due  altri  punti  N.  A'',  corrispondenti  in 
P:  sarà  BN'  CX^  un  quinto  punto  di  -ss. 

SxsìiiA  —  ffeomefvia  proiettiva.  37* 
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una  bipolare,  il  cui  bipolo  indicheremo  con  U^,   Ora,  se  ièiin 
punto  di  c3;  posto  AU'ti^L  ,  AUi^u^^L^y   e  costruiti  i  punti 
L' ,  L\  coniugati  di  L^L^  in  (?/)  ,  («,),  sarebbero  L\  L\  \  bipoli 
delle  rette  AU,AU^    ed  A  il  bipolo  di  L^L\.  Inconseguenza,;! 
sarebbe  anche  un  punto  di  cSj,  e  quindi  zs  ,  cs^  coinciderebbero. 
In  fine,  se  tt  ,  u^  ,  u^  concorrono  in  uno  stesso  punto  //,  i 
coniugati    77'  ,  H\  ,  H\    di   H  in   (m)  ,  (Wj) ,  (Wg)   giacerebbero 
sulla  bipolare  h  di  //;  ed  indicando  con  M  e   3/',  J/j  e  J//, 
M^  e  il/ '2  le  coppie  di  punti  coniugati  in  (it\{u^),{u^  ed  armo- 
niche rispettivamente  alle  coppie   HH' ,  HH\  ,  HW^  di  punti 
bireciproci,    anche  MM^-M'M\    e  3/3/'i •  3/ 'J^i  ,  il/ilf.-Af'^/',  e 
MM^^'AVM^  sarebbero  (98,  h)  due  coppie  di  punti  bireciproci, 
evidentemente  {})  situati  in  li\  e  cs  ,  Oj ,  avendo  in  comune  le 
involuzioni  di  punti  reciproci  (w) ,  [ii^  ,  ih) ,  coinciderebbero. 

d)  Costruire  una  conica  c3,  conoscendone  5  tangenti,  delle 
quali  2,  o  4,  sono  immaginarie. 

Siene  {U)  ,  {U^)  le  involuzioni  di  raggi  reciproci  (delle  quali 
una  almeno  è  ellittica)  che  rappresentano  quattro  delle  datf 
tangenti,  e  sia  a  la  quinta  tangente  (la  quale  non  deve  passare 
per  alcuno  dei  punti   U ,  U^). 

Del  raggio  Ulj\^h  si  costruiscano  i  coniugati  ^' , /ì'i  in  (T. 
(C/j);  e  se  il  punto  h'h\==  II  ì\on  giace  in  a,  si  costruisca  la 
coppia  di  punti  LL'  comune  alle  involuzioni  a(U)  ,  a{L\) ,  se- 
condo cui  a  sega  le  involuzioni  ((7),  (U^)'  saranno  HL=ib,  HIJb<' 
due  altre  tangenti  reali  di  C3  nei  punti  hh^B  ,  ch^C  {% 

Se  poi  //  giace  in  a,  si  conducano  per  U ,  L\  le  rette  / ,  ^i 
che  si  seghino  in  un  punto  L  di  «,  e  si  costruiscano  i  ra;r?i 
r  ,l\  coniugati  di  l,!^  in  iU),(U^):  saranno  Vl\'H^-h^ 
Vl\'L^c  due  altre  tangenti  reali  di  C3  ed  hajhb  due  suoi  punti. 

E  si  noti  che,  in  ciascuno  dei  due  casi  qui  considerati,  bi 
conica  sarà  così  individuata  da  tre  tangenti  reali  e  dai  punti 
di  contatto  di  due  di  esse. 

e)  Se  (U)  è  ellittica,  ed    (T^,)  è  iperbolica  di  raggi  doppi 


{')  Essendo  armonici  i  isrruppi  HH'MM'  ,  Hn\M,M\,  si  ha  7///  3/3/" 
A  HH\M,M^  ,  HH'MM'  a  HH'^M'.M^]  e  quindi  i  punti  MM^'MM\  . 
MM\'M'M^  giacciono  sulla  retta  H'H\^=ih, 

(*)  Qui  vanno  fatte  osservazioni  analop;he  a  quelle  riportate  ihUa 
nota  a  pag.  28H. 
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/> ,  e ,  reggono  sempre  le  costruzioni  riportate  ind);ma  allora 
[cioè  quando  sono  date  tre  tangenti  reali  abc  di  C5  ed  una 
involuzione  ellittica  [U)  di  raggi  reciproci,  mentre  ?7non  giace 
sopra  alcuna  delle  rette  ahc^  si  può  procedere  ancora  come  segue. 

Si  costruiscano  1  raggi  Vjl\  coniugati  di  ah'lJ=:ly  ac-U=^l^ 
in  \u):  sarà  hV *cl\^d  una  quarta  tangente  di  C3  [})\  e  costruendo 
il  raggio  lìV  coniugato  in  {U)  di  ad-  U=^m,  saranno  vi'a  ,  ni'd 
(lue  punti  di  C3. 

Si  noti  che ,  segando  con  a  ,  d  due  raggi  qualunque  coniu- 
jiati  in  {U)j  si  ottengono  (OD,  b)  due  altre  tangenti  di  C3. 

Si  noti  ancora  die  quanto  è  qui  detto  regge  anche  nel  caso 
(li  (i^^by  cioè  nel  caso  in  cui  sono  date,  oltre  (U)j  due  tangenti 
/' ,  e  e  il  punto  di  contatto  B  di  b, 

f)  Due  coniche  distinte  di  un  piano  a  non  jjosaoiio  avere 
più  di  4  tangenti  comuni,  anche  quando  2,  o  4,  di  queste  tan- 
Ijinti  comuni  sieno  immaginarie  ("). 

g)  Dietro  ciò  che  è  detto  in  a),  d)  risulta  che,  quante  volte 
^i  daranno  5  punti,  o  5  tangenti,  di  una  conica,  noi  potremo 
Mipporre  che  questi  elementi  sieno  tutti  reali. 

Cosi,  p.  e.,  i  problemi  risoluti  nel  n.o  97,  d),  e  nel  n.^  122, 
"'?  />),  si  possono  intendere  risoluti,  anche  quando  tra  gli  ele- 
menti ivi  dati  vi  sieno  coppie  di  elementi  immaginarii. 


126.  rt)  Dati,  in  un  piano  e, 
4  punti  reali  ABCD  (dei  quali 
mai  3  per  diritto),  ed  una  retta 
r  che  non  passi  per  alcuno  dei 
l'Unti  ABCD,  costruire  una  co- 
nica elle  passi  per  ABCD  e  sia 
tan<?ente  ad  r. 

Posto  r{AB,  CD,  AC,  BD) 
'^L  ,  IJ  ,  3/,  M^ ,  l'involuzione 
li=  LL' ,  3/3/'  i  può  essere  iper- 
bolica, 0  ellittica.  Nel  l.«  caso. 


Dati,  in  un  piano  g,  un  punto 
R,  e  4  rette  reali  ahrd  (delle 
quali  mai  3  concorrano  in  uno 
stesso  punto,  e  ninna  passi  per 
ii),  costruire  una  conica  che 
passi  per  B  e  sia  tangente  ad 
ahcd. 

Posto  liiab,  ed,  ac,  bd)  =  1,  l\ 
m,  m',  l'involuzione l\='/^',  mm'\ 
può  essere  iperbolica,  o  ellittica. 
Nel   1.0   caso,    costruiti   i   suoi 


t',1  Qui  va  fatta  un'  osservazione  analoga  a  quella  messa  nella  nota 
H  \>Si^.  289. 

''^)  Si  lasciano  allo  studioso  le  dimostrazioni  di  quanto  è  detto  in  d). 
"•  f)'  le  quali  sono  analoghe  a  quelle  riportate  in  «t,  />),  e). 
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costruiti  i  suoi  punti  doppi  E,  F, 
saranno  (95  ,   a  y  h)   ABCDE  , 
ABCDF  le  due  coniche  che  ri- 
solvono il  problema.  Ma,  se  r 
passa   per  uno    dei  \>\mtX   dia- 
gonali  del    quadrangolo   com- 
I)leto  ABCD  y  p.  e.    pel   punto 
AB-  CD,  questo  è  uno  dei  punti 
doppi  di  3^  ;  e  delle  due  coni- 
che una  è  la  conica  degenere 
AB^CD  (1).  Se  poi  r  passa  pure 
per  un  altro  punto  diagonale,  p. 
e.  pel  punto  diagonale  AC  DB, 
le  due  coniche  degenerano  in 
AB^CDyAC""  DB,  Nel  2.o  caso 
non   esiste  alcuna   conica   che 
soddisfaccia  alle  condizioni  del 
problema  stesso. 

Se  è  D^C,  ossia  se  sono 
dati,  oltre  r,  i  punti  ABC  e  la 
tangente  e  in  C7,  neirinvoluzio- 
ne  Ji  sarà  L'=cr,  M'^BC-r; 
e  regge  (95,  e)  (luanto  si  è  detto 
nell'ipotesi  che  ABCD  sieno4 
punti  distinti:  avvertendo  però 
che,  se  r  passa  pel  punto  AB -e, 
ò  AB^'c  una  delle  coniche  che 
risolvono  il  problema. 

Se  è,  in  line,  B=A  ,  D^C , 
ossìa  se  sono  dati,  oltre  ?•,  i 
punti  A  y  C  e  le  tangenti  a  ,  e 
in  essi,  siha(95,d)  Ji-;LL',3/3/!, 
dove  ò  ar=L,  cr=L\  AC'r=M\ 
e  costruendo  Taltro  punto  dop- 
pio E  di  3i ,  il  problema   sarà 


raggi  doppi  e,  f,  saranno  (Oó, 
a,  h)  abcde  ,  abcdf  le  due  coni- 
che che  risolvono  il  problema. 
Ma,  se  R  giace  in  una  delk' 
diagonali  del  quadrilatero  com- 
pleto abcdy  p.  e.  nella  retta  ab  •  d, 
questa  è  uno  dei  raggi  doi)j)i 
di  j/;  e  delle  due  coniche  una 
è  la  conica  degenere  ab^cd.  Se 
poi  E  giace  pure  in  im'  altra 
diagonale,  p.  e.  nella  diagonaU' 
ac'dbj  le  due  coniche  degene- 
rano in  ab^cd  ,  ac  "^  db.  Nel  2." 
caso  non  esiste  alcuna  coiiioa 
che  soddisfaccia  alle  coudi- 
zioni del  problema  stesso. 


Se  è  d^^c,  ossia  se  si  danno, 
oltre  7^,  le  tangenti  abc  e  il 
punto  di  contatto  C  di  e,  uel- 
r  involuzione  l\  sarà  l^^CU, 
m'^abc -12]  e  rogge  (95,  e)  quan- 
to si  è  detto  nella  ipotesi  (  li^' 
abcd  sieno  4  rette  distinte:  av- 
vertendo però  che,  se  R  giaci- 
sulla  retta  a&.C,  è  a/>+C  una 
delle  coniche  che  risolvono  il 
problema. 

Se  6,  in  line,  6  =  a  ,  d^  e, 
ossia  se  si  danno,  oltre  IL  1'" 
tangenti  a ,  e  e  i  loro  punti  di 
contatto  AyC,  si  ha  (95, (^: 
J'i  =  1  ll'y  mm\,  dove  è  AR^I- 
CR^Vy  ac  •  i?=r/i  ;  e  costruendo 
Taltro  raggio  doppio  e  di  J',.  il 


(*)  Una  conica  de«^cncrata  in  due  rette   a,  b   (o  in  due   punti    A  ,  '* 
s'  indicherà  con  a  +  &  (o  con  A  "*"  B). 
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risoluto  dalla  conica  non  doge-    problema  sar^  risoluto  dalla  co 


neri',  individuata  dai  suoi  pun- 
ti A,  Cj  E  e  dalle  tangenti  a^c 
in  A  ,Cj  e  dalla  conica  degenere 
AC^AC,  ossia  dalla  retta  dop- 
pia AC.  Se  però  r  passa  pel 
punto  ac ,  V  altra  conica  è  an- 
clie  degenere,  ad  è  a^c. 


nica  non  degenere,  individuata 
dalle  tangenti  a  ,  e  ,  e  e  dai 
punti  di  contatto  .1  ,  C  di  a  ,  r, 
e  dalla  conica  degenero  ac^ac, 
ossìa  dal  punto  dop[)io  ac.  Se 
però  li  giace  sulla  retta  AC , 
V  altra  conica  è  anche  degene- 
re, ed  è  A^C. 


h)  Se,  in  a)  a  sinistra,  r  è  la  retta  all'  infinito  di  o  ed 
AnCD  sono  punti  distinti  al  finito,  si  ha  il  problema:  costruire 
una  parabola  circoscritta  al  quadrangolo  ABCD, 

Per  risolverlo,  si  conducano  da  un  punto  ^S"  di  a  le  coppie 
(li  raggi  aa' ,  hi/  \\  alle  coppie  AB  e  CD ,  AD  e  J3C  d\  lati  op- 
posti del  quadrangolo:  se  V  involuzione  J^jace' ,  ?>//'  è  iperbo- 
lica, costruendone  i  raggi  doppi  e  ,  f  ,  ì  punti  all'infinito  dì  e  ^  f 
saranno  i  punti  all'  infinito  delle  due  parabole  circoscritte  ad 
ABCD. 

Ora,  se  uno  dei  punti  dati,  p.  e.  D ,  giace  nell'  interno  del 
^ABC,  assumendo  per  S  il  punto  ABCD^  sarà  a=AB,  a'=CD, 
e  la  retta  &,  condotta  per  S  parallelamente  ad  AD,  segherà  la 
rotta  BC  in  un  punto  del  segmento  finito  JìC.  In  conseguenza 
h  e  la  1/  (condotta  per  S  parallelamente  a  BC)  separeranno 
ff.rt';  e  perciò  J  sarà  ellittica,  e  ncm  esisterà  alcuna  parabola 
circoscritta  ad  ABCD. 

Se  poi  i  4  punti  dati,  presi  p.  e.  nelT  ordum  ABCD,  costitui- 
scono un  quadrangolo  convesso,  (che  non  sia  un  trapezio  o 
tni  D) ,  vi  saranno  due  parabole  circoscritte  ad  esso.  —  In 
tatti,  se  la  somma  degli  a  BAD ,  AD C  dal  quadrangolo  è  mag- 
giore di  due  retti,  assunto  per  H  il  punto  AB -CD,  sarà  V  a  ASC 
nn'nore  dell'  a  BAD  e  del  supi)lemento  dell'  a  CBA  \  e  quindi, 
mentre  è  a^AB  ,  a'^CD ,  le  h  ,  b',  condotte  per  ^9  parallela- 
mente ad  AD  ,  BC  j  non  separeranno  a  ,  a\  e  J  sarà  iperbo- 
lica. ~  Si  osservi  però  che,  se  è  AD^^  BC,  sarà  6'=/;  un  raggio 
«loppio  di  J,  ed  Tina  delle  parabole  degenererà  in  (lueste  due 
rt'ttp'j;  e  so  è  pure  AB ''\  CD,  anche  T  altra  parabola  degent^- 
r-rà  nelle  rette  ^\  AB  ,  CD. 

In  fine,  siccome  una  conica,  che  passa    per   due   ])unti    con- 
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h)  Si  esaminino  i  casi  particolari,  come,  p.  e.,  quello  In  cui 
(^  r'  la  retta  air  infinito  di  e. 

127.  a)  Dati  n  punti  ^S'j^S'jj  .  .  .  S,^  ed  n  rette  «,.%  .  .  .  .«?„  di  un 
])iano  e,  costruire  un  ennagono  semplice,  i  cui  vertici  giacei<ano 
ordinatamente  sopra  «^s^,  .  .  .  /»„,  mentre  i  suoi  lati  passino  ri- 
sijettivamente  per  8^82  .  .  .  'S',,. 

Per  fissare  le  ìdee^  supponiamo  che  sia  n-iy  e  si  vo<T:lia  un 
quadrangolo  semplice,  i  cui  vertici  1,  2,  3,  4  giacciano  ordina- 
tamente sulle  rette  «1  ,  «2  ?  •'^a  ?  hy  ii^cJitre  i  suoi  lati  12^  23,  .'M, 
41  passino  rispettivamente  per  S^  ,  >Sg  ,  S.^ ,  8^, 

Si  proiettino  i  punti  AiB^C^  .  .  .  di  s^  da  S^  sopra  «^  in 
A^H^C^ ... ,  e  A^^B^C^^,.  si  proiettino  da  a%  sopra  s^^  in  A^IÌ.^C,^  ...  ; 
indi  si  proiettino  A.^B,^C.^  ,  .  .  da  1%  sopra  s^  in  A^^B^C^  .  .  . ,  ed 
J  j/i^Cj...  si  proiettino  da  S^  sopra  s^  in  .47?(7 ....  In  tal  modo,  es- 
sendo ciascuno  dei  fasci  di  raggi  S^iA^B^C^  ...  )^*S,(^2^^:i^2  ««O^ 
S,A,lì,C,  .  .  ,)=S,{A,B,C,  .  .  .) ,  8:^A,B,C^  .  .  .)=.S,M,/y,C,  .".  .j, 
*^jiMj/^_jC4  .  .  ,)^SJABC  .  .  .)  pji'^spettivo  a  quello  che 'lo  segue, 
il  primo  e  1'  ultimo  saranno  proiettivi,  e  genereranno  una  co- 
nica 53,  che  passa  per  ^,  ,  S^  ,  ed  è  individuata  quindi  da  tn* 
nitri  suoi  punti  S^A^- S^A=L  ,  ^^B^-JS^B^M  ,  S^C,- S^C— N.  In 
l'onseguenza ,  costruendo  (122,  «)  i  punti  comuni  alla  conica 
z:':E^S^SJjMK ^  e  ad  *,  ,  ciascuno  potrà  essere  preso  come  ver- 
tice 1  del  quadrangolo  richiesto. 

La  stessa  costruzione  però  può  essere  considerata  sotto  que- 
'^t' altro  aspetto.  Le  linee  spezzate  A^A^A^^A^A  ,  B^B^B^^B^B , 
^\^\i^'s^fi  si  possono  riguardare  come  tentativi  fatti  per  co- 
struire il  quadrangolo  cercato;  tentativi  che  danno  poligoni  aper- 
ti, giacché,  essendosi  presi  ad  arbitrio  i  punti  A^B^C^,  in  ge- 
rale  il  punto  A  non  coincide  con  A^  ,  wb  B  con  Bj,  nò  C  con 
<\.  Questi  tentativi,  e  tutti  gli  altri  che  si  possono  pensare, 
ma  che  non  è  necessario  di  eseguire,  danno  sulla  retta  n, 
«lue  punteggiate  proiettive  A^ByC\  .  .  .  ,  ABC .  .  .  (essendo  cia- 
j^cuna  delle  punteggiate  A^B^C^  .  .  .  ,  A^B^C^  ...  ?  AJ^^C.^, .  . , 
A^P»^(\  .  . .  ,  ABC .  .  .  prospettiva  alla  seguente);  e  quindi  cia- 
scuno dei  loro  punti  uniti  può  essere  assunto  come  vertice  I 
del  quadrangolo  richiesto  (perchè  se  in  esso  si  pone  V  origine 
d'*lla  linea  spezzata,  ivi  cade  anche  il  termine  della  stessa). 
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Inoltre,  poiché  le  tre  posizioni  A^  ,  /:?,  ,  C\  assunte  per  lal^ 
origine  danno  pel  corrispondente  termine  della  linea  spezzali 
le  posizioni  A  ,  B  ,  C,  e  quindi  si  hanno  gli  errori  AiA  ,  Py^B, 
C^C y  questo  modo  di  procedere  è  stato  a  buon  diritto  consi- 
derato come  un  metodo  geometrico  di  falsa  posizione  (trifn, 
che  ha  realmente  analogia  con  le  regole  di  falsa  posizione  in 
aritmetica. 

b)  Dati,  in  un  piano  e,  n  punti  SiS^  .  .  .  S,,  ed  una  conica 
53,  iscrivere  nella  conica  un  ennagono  semplice,  i  cui  lati  pae- 
sino ordinatamente  per  8^82  .  .  .  8^.  j 

Per  brevità,  supporremo  ?t=3.  —  Facciamo  tre  tentativi:  cioè 
si  proiettino  da  8i  tre  punti  ABC  di  z:  sopra  C3  in  ^,i?iC\:  p"l 
questi  si  proiettino  da  8^  in  A^B^C^  sopra  C3  ;  ed  in  fine  que>ti 
ultimi  si  proiettino  da  ^'3  sopra  a  nei  punti  A^B'C'j  che  in  generale 
non  coincidono  coi  punti  di  partenza  ABC.  Ora  le  corrispondenza- 
À'  ^  B'  ^  r'  ^l^fi'^sc^'^^  snWa.  conica  una  proiettività  (ts),  eli»' 
è  il  prodotto  delle  involuzioni  coniche  di  centri  8^  j  S^ ,  S-, 
Dunque,  costruendo  i  punti  uniti  di  (e:),  ciascuno  di  essi  \m 
assumersi  come  vertice  1  del  y  l^-^  iscritto  in  C3,  e  tale  dn 
i  lati  12,  23,  34  passano  ordinatamente  per  8^  ,  8^  ,  ^3. 

Il  problema  ha  in  generale,  per  n  qualunque,  due  soluzioni  : 
ma,  per  ?i=3,  se  è  8^828^  im  v  autoreciproco  a  e,  il  problema 
avrà  (100,  a)  infinite  soluzioni  (^). 

e)  Date  n  rette  s^s^  .  .  .  Sf^  ed  una  conica  e  di  un  piano  e. 
circoscrivere  a  C3  un  ennagono  semplice,  i  cui  vertici  succcjj- 
sivi  giacciano  ordinatamente  in  s^s^  .  .  .  s^. 

Si  voglia,  p.  e.,  circoscrivere  a  C3  un  V  123,  i  cui  vertici  1. 
2,  3  giacciano  rispettivamente  in  s^  ,  s^  y  «3. 


{^)  Quando  i  punti  SiS^.  .  .  S^  giacciono  sopra  una  retta  «,  se  »  è  ìm- 
pari, iscrivondo  in  -scf  un  poligono  A^A^  .  ,  .  A„Af^^,^  dì  n  +  1  lari,  i  '"' 
primi  n  lati  passino  ordinatamente  per  S^S.^  .  .  .  Sf„  T  ultimo  lato  pas- 
serà per  un  punto  f*^„^i  di  «,  il  quale  rimane  fisso  (os.  14  a  pag. '21*  . 
al  variare  del  poligono  iscritto;  e  quindi  A^  , -^n^.^  generano  un"  invo- 
luzione conica  di  centro  S,i^^.  Dunque  ,  ciascuno  dei  punti  di  contaltn 
di  «f  con  le  tangenti  ad  essa  condotte  per  Sh-{-i  può  assumersi  come 
vertice  1   del  poligono  richiesto. 

Se  jioi  n  è  pari,  il  teorema  stesso  enunciato  nelP  esercizio  14  a  pa- 
gina 247  dimostra,  die  il  problema  proposto  è  assurdo,  o  ha  intini-e 
soluzioni. 
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Per  un  punto  arbitrario  A  di  o  si  conduca  la  tangente  a,  e 
dal  punto  as^  si  conduca  alla  conica  la  seconda  tangente  cfj,  il 
cui  punto  di  contatto  sia  ^Ij  ;  indi  pel  punto  a^s^  si  tiri  la  se- 
conda tangente  Og,  il  cui  punto  di  contatto  sia  A^^  e  pel  punto 
ii.^^  si  tiri  la  seconda  tangente  a^ ,  il  cui  punto  di  contatto  sia 
-flg.  Al  variare  di  -4  ,  i  punti  A  ,  A^  genereranno  sulla  conica 
una  proiettività,  e  ciascuno  dei  punti  uniti  di  essa  può  assu- 
mersi come  vertice  1  del  y  richiesto. 

Il  problema,  per  n  qualunque,  ha  in  generale  due  soluzioni; 
ma,  per  n-3,  so  s^s^s^  ò  un  y  autoreciproco  a  C3,  vi  saranno  in- 
finite soluzioni  {^). 

ALCUNE  RELAZIONI  METRICHE. 

128.  a)  Nel  n.o  14  riconoscemmo  un  doppio  senso  in  cui  una 
forma  semplice  F  può  essere  descritta  dal  suo  elemento  gene- 
ratore, e  demmo  le  definizioni  di  segmento  della  forma  stessa, 
e  di  origine  ed  estremo  del  segmento.  Ma  vedemmo  la  neces- 
sitc'i  di  distinguere  i  due  segmenti  di  F,  cho  hanno  la  stessa 
origine  e  lo  stesso  estremo,  dando  una  posizione  e  deirelemonto 
generatore,  intermedia  tra  la  sua  origine  a  e  il  suo  estremo  b. 

Ora,  volendo  assoggettare  al  calcolo  i  segmenti  di  una  forma 
semplice  F,  riferiti  ad  una  conveniente  unità  di  misura,  intro- 
durremo alcuno  modificazioni  alle  convenzioni  del  n.o  14,  in- 
cominciando  dal  caso  in  cui  F  è  una  punteggiata  (?-). 

b)  Dei  duo  sensi,  in  cui  si  può  descrivere  una  punteggiata 
(r)— e  che  si  chiamano  anche  sensi  della  retta  r — ,  Tuno  (del 
resto  interamente  arbitrario)  si  dirà  positivo,  e  Taltro  negativo. 
Inoltre,  se  A  y  B  sono  due  punti  al  finito  di  (r) ,  indicheremo 
con  AB  il  segmento  finito  di  origine  -4  e  di  estremo  B]  e  que- 
sto segmento  AB  (ossia  il  numero  che  lo  rappresenta)  si  con- 
sidererà come  positivo^  o  come  negativo ,  secondo  che  V  ele- 
mento che  lo  genera,  andando  da  A  in  Bj  si  muoverà  nel  senso 
positivo  (innanzi  fissato)  di  (?•),  o  nel  senso  negativo.  In  fine, 
daremo  ai  punti  A,B  il  nome  comune  di  termini  del  segmento  AB, 


(*}  Qui  vanno  fatto  osservazioni  analoghe  a  quelle  riportate  nella  nota 
a  pag.  296. 
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g)  Se  ABCD  sono  4  pitnti  reali  al  finito  di  una  retta  r,  si 
ha  V  identità  ABXCD-hACxDB+ADXBC=0  (10  (*). 

Di  vero,  in  virtù  della  (5 ,  il  primo  membro  della  (10  è  lo 
stesso  che  AB{AD''AC)+AC{AB-AD)^AD{AC'-AB),  e  questa 
somma  è  identicamente  nulla. 

h)  Se  ABCM  sono  4  pienti  reali  al  finito,  dei  quali  i  pri- 
mi tre  almeno  appartengono  ad  una  retta  r,  si  ha  identica- 
mente MA"xBCfMB^XCA+MC^XAB-hABXBCxGA=0  (11. 

In  fatti,  indicando  con  Af  '  la  proiezione  ortogonale  di  M  so- 
pra r,  siccome  quando  M  appartiene  ad  r  è  M'=M,  si  ottiene 

sempre  MA^  -Ub^  =  IPÀ^ -ATB^  =  {M'A  -  M'BXM'A  +  M'B), 

ossia    MA^  —  MB^=BA{M'A-{-M'B){^'^  e   quindi    si    ha    pure 

MA.'  -  MC^  =  CA{M'A  +  M'C)  (ò. 

Ora,  moltiplicando  le  (y,  (S  ordinatamente  per  CA  ,  BA,  e  sot- 
traendo dal  secondo  risultato  il  primo  ,  si  ottiene  la  (11  (-). 

i)  Se  AA' ,  BB' ,  CC  sono  tre  dati  segmenti  reali  di  una 
retta  r,  ed  M  è  un  punto  arbitrario  al  finito  di  i%  si  ha  V identità 

MAXMA'XBC+MBXMB'XCA+MCXMC'XAB=  \ 

Il  11  11  / 

-(aà'x  bc  +bb'xca4-cc\ab+abxbcxca)       y   ' 

1  11        1  111  11111111  j 

e  quindi  il  primo  membro  della  (12  ó  indipendente  dalla  posi- 
zione di  M. 

Di  vero,  indicando  con  S  il  primo  membro  della  (12,   la  (9 


(\)  In  questa  rolazione  ciascun  termine  si  deduce  dal  precedente,  ri- 
manendo fissa  la  prima  lettera,  e  facendo  una  permutazione  ciclica  sullo 
rimanenti  tre. 

O  Se  si  suppone  che  O  sia  il  punto  medio  di  -4/^,    avendosi   allora 

BC^CA,  AB^-2BC,  la  (11  dà  171^  Ì77/' =  2  (3/5' -f-l'C")  ,  appar- 
tenga M  alla  retta  AB  o  pur  no. 

Si  si  suppone  che  MC  sia  la  bisettrice  dell'  A  M  del  y  ABM^  si  ha 
AC:  CB  =  MA  :  MB  (dove  3/<4,  MB  vanno  presi  come  segmenti  positivi), 
ossia  ACxMB-CBxMA  (s.  E  sostituendo  nella  (11  ad  MAxBC,  MBXCA 
i  loro  valori  dedotti  dalla  (s,  la  (11  dà  MAxMB-ACxCB-\-MC'\ 

E  questa  relazione  regge  pure  quando  M  giace  sulla  rotta  il Z?  ed  è 
ABCM  un  gruppo  armonico  (cfr.  es.  3  a  pag.  39). 

In  fine,  se  ò  MC  la  bisettrice  dell' A  supplementare  adiacente  all' A  3/ 

del  y  ABM,  la  (11  dà  MA  X  MB  =  AC  X  BC  -  MCi 
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dà  8  =  (mA^  - AA^)bC-\-{mB^  -  BB^ CA+{mC^  -  CC^)AB  : 


ma 
111         1111         1        li 


.2, 


dalla  (11  sì  ha  0=MAXBC-^MB''xCA-hMCXAB+ABXfìCxCA'. 

1      li         1        11         1      11       111111 

dunque,  sottraendo,  si  ottiene  la  (12. 

k)  Sieno  A  ,  A'  due  punti  fissi  reali  al  finito  di  una  retta  r; 
ed  indicando  con  il/ un  punto  variabile  di  ?',  si  ponga  AM:A'M=^^. 
Al  variare  di  3/,  il  rapporto  p  varierà  Anch'esso.  E  propria- 
mente, se  M  giace  al  di  là  di  A'  rispetto  ad  A,  o  al  di  là  di  A 
rispetto  ad  -^',  è  p  sempre  positivo,  ma  >1  nel  primo  caso,  e 
<  1  nel  secondo  :  mentre,  se  M  giace  nel  segmento  finito  ^.4', 
p  è  negativo,  ma^  in  valore  assoluto,  è  p>l ,  o  <1,  secondo  che 

M  giace  nel  segmento  finito  AA'y  o  nel  segmento  finito  AA, 

1  1 

,     ,  ,  AM      AA'-\-A'M     ,       A  A' 

Inoltre,  essendo  sempre  p=  ---—  = -7-— —  =  1  +  ttttj  ^  ^^" 

.  A'M  A'M  A'M 

sura  che  M  si  allontana  da  A  ed  A\  0  si  avvicina  ad  1;  e  può 

avvicinarsi  ad  1  tanto  quanto  si  vuole,  ossia  ha  per  limite  l. 

E  noi  diremo  che  è  AM  :  A'M  =  1,  per  M  alV  infinito. 

In  fine,  se  M  coincide  successivamente  coi  punti  AjA^A', 

1 

il  rapporto  p  ò  ordinatamente  — 1,±0,  =too  (^):  ma  il  valore  as- 
soluto di  p  aumenta  continuamente,  se  3/,  giacendo  nel  segmeuto 

finito  AA'  (o  AA),  va  da  A  verso  A'  (0  da  A  verso  A). 
Ili  1 

Da  quanto  si  è  qui  detto  risulta,  non  solo  che  per  ogni  ]'0- 
sizione  di  M  sopra  r  è  individuato  p  in  valore  ed  in  scf^no, 
ma-,  viceversa,  che  per  ogni  valore  di  p  (col  suo  relativo  se^no) 
ò  individuata  la  corrispondente  posizione  di  M\  poiché,  assunti 
sopra  r  due  segmenti  AB^A'B'  tali  che  sìa  ^4^  :  i4'i?'=  p,  snn\ 
M  (46,  a)  il  punto  unito,  in  generale  al  finito,  delle  punte^ririatc 
simili  definite  dalle  coppie  A  A' ,  BB'  di  punti  corrispondenti. 

7)  Se  i4  ,  A'  sono  due  dati  punti  reali  al  finito  di  una  retta  r, 
ed  è  3i  un  punto  non  appartenente  ad  r,  il  rapporto  AMiA'M 
è  uguale  a  seuMAA'  isouMA^A.  Ma  questo  rapporto  dì  seni  si 


(')  Quando  M  è  infinitamente  vicino  ad  A  (o  ad  A'),  secondo  che  3/ 
si  muovo  verso  A  (o  verso  A')  nel  senso  A'A^  o  AA\  p  sarà  sempre 
negativo  ,  o  sempre  positivo  (o  p  sarà  sempre  positivo,  o  sempre  ne- 
gativo). 
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avvicina  indefinitamente  ad  1,  quando  M  si  allontana  indefini- 
tamente; perchè  gli  a  MAA' ,  MA^A  tendono  ad  essere  supple- 
mentari. Dunque  [k)]  diremo  che,  dati  due  piuitl  reali  al  fluito 
A  ,  A',  il  rapporto  delle  loro  distanze  da  un  2)unto  variabile  M 
(situato  sulla  retta  AA',  o  pur  no)  è  eguale  ad  1,  quando  M 
è  air  infinito, 

129.  a)  In  una  proiettività  P  tra  dn'e  punteggiate  non  simili 
(a)  ,  (u') ,  sovrapposte  o  pur  no,  fissati  i  sensi  positivi  di   (u) , 
(u'j ,  il  prodotto  JMXl'M'  delle  distanze  dei  lìunti  limiti    J  ,V 
da  due  punti  corrispondenti   qualunque   M  ,  W   è    costante  ;    e 
questo  prodotto  costante  n  sì  dirà  7iorma  della  proiettività  P. 

Di  vero,  indicando  con  A  ,  A*  due  punti  corrispondenti  in  P, 

è  Jx  MAK<x>  TM'A'AroD  'A'M':  e  quindi  è  (45,  a,  b)  ~  =  ^; 

d'onde  risulta  JMXI'M' =  JAXl'A'  =  n  (13. 

b)  Viceversa,  se  due  punteggiate  (u)=ABC... ,  (u')=A'B'C'... 
sono  riferite  univocamente  in  guisa  che,  fissati  i  sensi  positivi 
di  (u)  ,  (u')^  esistono  due  punti  al  finito  J  ,  I'  tali  che  si  abbia 
JAxrA'=JBXl'B'=JCXl'C'=  . . .  ,  le  due  punteggiate  sono  pro- 
iettive ed  hanno  J,!'  per  punti  limiti'^  poichò,  nella  proiettività 
ch'Anita  dalle  coppie  Jx)'j  co  I^j  AA'  di  punti  corrispondenti,  ai 
punti  B  ,C  y . .  »  debbono  necessariamente  corrispondere  [a)]  or- 
dinatamente i  punti  i^',C, ...,  in  virtù  delle  ipotesi  fatte  nel- 
r  enunciato. 

e)  La  13)  sì  dice  equazione  della  proiettività  P. 

Ma,  indicando  con  B  il  punto  di  (w)  al  quale  corrisponde  7^' 
la  («'),  la  (13  può  prendere  la  forma  {AM-AJ)  {B'M'-B'I')=nf 
Cove  è  n  =  JA  X  l'A'  =  JB  X  l'B'  ;  e  quindi  ancora  Tiiltra 
forma  AMX  B'M'  -  B'I'  X  AM -  AJ  X  B'M'  +  5  =  0  (14, 
con  ò  =  AJ  X  B'A'  =:  B'I'  X  AB  :  e  la  (14  sarà  un'altra  equa- 
zione della  proiettività  P. 

d)  Se,  a  partire  dai  punti  fissi  arbitrar ii  A jB'  delle  rette  u,u', 
i<i  assumono  su  queste  i  segmenti  variabili  AM,B'M'  ligati  dalla 
Tfìazione  AMxB'M'+?A\H-yB'M'4-ò=0  (14',  dove  2,  y,  ò  sono 
contanti  date,  i  punti  ^\,y[.'  si  corrisponderanno  in  una  proietti- 
vita. 

Di  vero,  se  nella  corrispondenza  univoca  tra  M  e  il/',  definita 
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(J)  Da  a)  ,  h)  poi  segue  che,  in  ogni  involuzione  di  punii  J, 
mn  simmetrica,  il  prodotto  delle  distanze  del  punto  centrale  0 
da  due  2>««^/  coniugati  reali  qualunque  M  ,  M'  è  una  quan- 
tità costante  (che  diremo  2)oteìiza  di  Jì;  e  viceversa. 

Dunque,  OMXOM'=p  fl7  è  un'equazione  dell'involuzione  J. 

E  evidente  poi  che  p  sarà  positiva,  negativa,  o  nulla  secondo 
olle  J  è  iperbolica,  ellittica  o  parabolica;  e  perciò  le  involuzioni 
di  punti  iperboliche,  ellittiche,  paraboliche  si  dicono  pure  or- 
dinatamente positive,  negative,  nulle. 

fi)  Se  poi  le  punteggiate  proiettive  (u) ,  (w')  sono  simili,  in- 
dicando con  Aà*  ,  BB'  due  coppie  fisse  e  con  MM'  una  cop- 
pia variabile  di  punti  corrispondenti,  V  equazione  della  proiet- 

AM 

fività  di  tali  punteggiate  ha   (45^  a)  la  forma  — — -  =  p  (18   Q), 

,       „    ,        AM     A'M'     ,,„ 
0  anche   1  altra— =  ;g^,    (19. 

È  facile  pure  vedere  che  la  (19  può  mettersi  sotto  la  forma 

^Ll/-fY/i'3/'+o=0  (10',     con    f  :  5  =  ^  _L  ^  Y  ^  5  =  -  -f-. 

i)  In  fine,  siccome  a^3/X-«'3/'4-?.43/-f  Y/?'3/' -f  ò  =0  (14" 
[^•lie  è  la  (14',  quando  i  coefficienti  di  AM ,  B'M'  e  il  termine 
Tinto  s'indicano  rispettivamente  con  ^:a  ,'^:oi  ,  ò:ol]  per  a  =  0 
<[  muta  nella  (19',  mentre  per  a  =  1  la  (15  si  muta  nella  (19  , 
no  segue  ch^  V equazione  di  una  proiettività  qualunque  tra  due 
l'arai  e  ggiate  di  Is  ordine  p?fò  assumere  la  forma  (14",  o  V  al- 
tra (15  ;  «  viceversa. 

130.  Supporremo  in  questo  numero  che  1  sia  un'involuzione 
iperbolica  di  sostegno  w,  di  punti  doppi  E  ,  F  e  di  potenza  2^' 
a)  La  (17  dà  0E^=  OF^  =  p=OMXOM'  (20. 

Dunque,  i  ininti  doppi  E  ,  F  di  \  sono  simmetrici  rispetto  al 
ini, ito  centrale  0,  e  la  loro  distanza  da  0  è  media  proporzio- 


(^}  11  rapporto  di  simiglianza  p  di  questo  due  punteggiato  simili  ò  uguale 
vi  AB.A'B'. 

K  si  noti  che  una  involuzione  simmetrica  di  punti  rientra  nel  caso 
♦•"Ile  punteggiate  simili;  e  la  sua  equazione  si  ha  dalla  (18,  ponendo 
r~  — 1  e  supponendo  lo  punteggiate  sovrapposte. 
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KP:  perchè  M,  3f'  si  possono  considerare  come  punti  coniugati 
dell'  involuzione  iperbolica  Ì^EF. 

E  la  relazione  7Je*^=OMxOM'  mostra  che,  se  EFMAT  è  un 
(p'uppo  armonico  di  punti  reali  di  una  retta  u ,  un  cerchio  C3 
di  diametro  EP  ed  un  cerchio  cp  de*  corda  MM',  situati  in  uno 
stesso  piano  di  u,  si  segano  ortogonalmente  in  due  punti  H  ,  H': 

poichò  si  ha,  p.  e.,  OH  =  OE^  =  OMX  OM'  ^  e  quindi  il  raggio 
OH  di  C3  è  tangente  a  cj;  in  i7,  ed  è  perciò  _L  al  raggio  di  ^ 
che  passa  per  H  e  che  è  in  conseguenza  tangente  a  a  in   //. 

Viceversa,  è  facile  vedere  che,  se  due  cerchi  ^  ,  ^  si  segano 
ortogonalmente^  un  diametro  dell'  uno  e  è  diviso  armonicamente 
dai  punti  in   cui  esso  sega  V  altro  ò. 

f)  Se  una  proicttività  non  involutoria  P  tra  punteggiate 
non  simili  di  una  retta  u  ha  i  punti  uniti  reali  E,Fy  questi  si 
possono  costruire  [a) ,  &)]  come  punti  doppi  dell'  involuzione 
unita  ]  di  P  {}). 

Siccome  però,  indicando  con  Jyl'  ì  punti  limiti  di  P,  con  0 
il  punto  medio  di  JI\  e  con  0'  il  suo  corrispondente  in  P  ,  è 
noto  (77,  n)  che  0  è  il  punto  centrale  di  J,  e  quindi  è  anche 
punto  medi»)  di  EF]  e  siccome  P  trasforma  la  coppia  Ox    di  J 

in  un'altra  coppia  0'/'  di  j ,  si  ha  [a)]  OE'  ='bF'=00'XOI\ 
Dunque,  quando  P  è  iena  proiettività  non  involutoria  tra  duepun- 
fcggiate  non  simili  di  una  retta  n,  costruendo  le  coppie  Jx,qoI' 
di  P  e  il  corrispondente  0'  /;i  P  del  ])unto  medio  0  di  JI',  se 
0  non  è  nel  segmento  O'I',  la  media  jjro  por  zio  naie  tra  00'  ed 
or  è  la  distanza  di  0  dai  punti  uniti  E  ,  F  di  P  ;  mentre^  se 
O  giace  nel  segmento  OT,  i  punti  uniti  di  P  sono  immaginarii 
{^cfr.  77,  o),  e  se  è  0=0,  sarà  0  Vunico  punto  unito  di  P. 


ABC 

rVi  Se  è  ?~EF^,^.^j  é  noto  (58,  a)  che  i  punti  E^  F  sono  coniu- 
gati nelle  involuzioni  |  AB' ,  AB  \  ,  ]  AC  ,  A'C\  ;  e  quindi  la  coppia  EF 
può  costruirsi  come  è  indicato  nel  i\?  123,  d). 

Ma,  per  costruire  questa  coppia  comune  delle  suddette  due  involu- 
zioni, può  in  vece  procedersi  nel  seguente  modo. — Si  costruiscano  due 
cerchi  di  corde  AB'  ,  A'B  che  si  seghino  in  un  punto  //,  e  quindi  anche 
in  un  punto  //" ,  e  due  cerchi  di  cordo  AC.  A'C  che  si  seghino  in  i/, 
o  quindi  anche  in  un  punto  //":  il  ccrcliio  HH'H  '  segherà  u  in  ^  ,  F. 

^\ìiìii A  — Geometria  proiettiva,  39* 
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131.  a)  SeJ  è  un*  involuzione  ellittica  di  punti  di  sosterò  «, 
e  quindi  la  sua  potenza  p  è  negativa  e  la  coppia  EF  dei  suoi 
punti  doppi  è  immaginaria,  si  assumeranno  le  relazioni  (io 

come  definizioni  dei  simboli  OE"  ,  OF  ,  e  la  relazione  (21 
come  definizione  del  simbolo  MEXMF  (poichò  questi  simboli 
non  avrebbero  in  questo  caso  alcun  significato);  avvertendo 
però  che ,  per  J  ellittica ,  i  simboli  OE ,  OF ,  ME ,  MF  non 
avranno  alcun  significato,  se  non  si  troveranno  combinati  noi 
modi  suindicati,  né  E  ^  F,  presi  separatamente,  avranno  alcun 
significato. 

Sicché,  per  J  ellittica,  OE^ ,  OF^  sono  rappresentazioni  sim- 
boliche dì  p  =  OMX  OM'  y  ed  MEX  MF  è  una  rappresentazio- 
ne simbolica  di  MÓ^--p:  ma,  sia  J  ellittica  o  pur  no,  chiame- 
remo sempre  potenza  di  M  rispetto  alla  coppia  EF  la  quantità 
MO^—p  rappresentata  da  MEXMF. 

b)  Il  punto  centrale  0  di  J  si  dirà  pure  punto  medio  del 
segmento  immaginario  EF\  e  quindi  può  affermarsi  che,  quak 
che  sia  V  involuzione  unita  J  di  una  proietti  vita  non  involid'^ 
ria  P  di  punti,  il  punto  medio  del  segmento  compreso  tra  i 
punti  limiti  di  P  coincide  col  punto  medio  del  segmento  com- 
preso tra  i  punti  doppi  di  J. 

e)  /Se  E'F'  è  una  coppia  immaginaria  di  punti  coniugati  in 
un'involuzione  J  ^  EF  [iperbolica^  ma  non  simmetrica)^  la  po- 
tenza del  punto  centrale  0  di  ì  rispetto  alla  cojìpia  E'F'  è  uguah' 
alla  potenza  p  di  ì  ;  e  viceversa ,  se  V  involuzione  ellittica  V , 
di  centro  0'  e  di  potenza  p',  è  tale  che  si  abbia  00'  — p*=P7  1' 
rappresenta  una  co2)pia  E'F'  di  punti  coniugati  in  J  {}). 

Per  dimostrare  il  teorema  diretto  si  osservi  che,  se  0'  e  ^/ 
sono  il  centro  e  la  potenza  dell'  involuzione  ellittica  J'  (armo- 
nica a  J)  che  rappresenta  la  coppia  E'F^ ,  siccome  EF  è  una 

coppia  di  J',  sarà  p'=0'Ex0'F=z0^^-0E^  =:'oo'^-p  :  ma  la  (21, 

applicata  a  J'  per  i»/=0,  dà  OE'XOF'='00'^'-'P*  :  dunque  t» 
OE'XOF'=p. 


(*)  Dunque,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente^  perchè  due  involnziom 
di  punti  che  hanno  lo  stesso  sostegno  sieno  armoniche  ,  è  che  il  qnadrato 
della  distanza  dei  loro  j)?irt<i  centrali  sia  uguale  alla  somma  delle  loro 
potenze. 
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Viceversa,  si  ha  O'EXO'F-  00'  —p=p''^  e  quindi  E,F  sono 
coniugati  in  J',  ossia  V,  J  sono  due  involuzioni  armoniche  tra  loro. 

d)  Quanto  è  detto  in  a)  sulla  relazione  (21  evidentemente 
esprime  che  la  (9  può  applicarsi  anche  quando  la  coppia  di 
punti  AA*  è  immaginaria. 

Ora,  da  ciò  segue  che  la  (12  regge  anche,  se  le  coppie  di 
punti  A  A' ,  BB' ,  CC  sono  tutte  immaginarie,  o  tali  sono  alcune 
di  esse;  poiché  la  dimostrazione  della  (12  si  ottiene  mediante 
la  (0  e  la  (11. 

e)  In  un'  involuzione  qualunque  di  punti  J,  il  raj^porto 
delie  potenze  di  due  punti  reali  arhitrarii  A  ,  B  di  \ ,  rispetto 
alla  copjria  A'B'  dei  loro  coniugati  in  J ,  è  uguale  al  rapporto 
delle  potenze  di  A  y  B  rispetto  alla  coxìiria  EF  {reale  o  imma- 
glnaria)  dei  punti  doppi  di  J. 

In  fatti,  se  J  non  è  simmetrica  nò  parabolica,  indicando  con  0 

^     ..         ,        1         .           ,..     .|     AA'XAB'      (AO-A'OXAO-B'O) 
epiì  centro  e  la  potenza  di  1,  si  ha =  ^ ^^ ^ 

'       BA'xnn'    {Bo-A'0]{no-'B'0) 

_{Ad^-A0XA'0){A0XB0-B0XB'0)      AO'-p 

-  /■    ^ _ <  7- — ^ —    — :  =  -  -  T,-- —  ;   e    quindi 

Uoxbo^aoxa'o){bo^-^boxb'o)    bo'-p 

dalla  (21  si  ottiene  AA'XAB^  \  BA'  X  BB'  z:z  AEXAF  \  BEXBF. 
Se  poi  1  è  simmetrica  o  parabolica,  ò  facile  verificare    diret- 
tamente la  verità  del  teorema, 

132.  a)  Se  AA' ,  BB' ,  CC  sono  tre  coppie  arbitrarie  (  reali 
o  iramaginarie)  di  punti  coniugati  in  un'involuzione  qualunque 
J  ,  si  ha 

MA  X  MA'  X  BC  f  MB  X  MB'  X  CA  +  MC  X  MC  X  AB  =  0  (26,    e 
^  »  11  11^ 

"aa'xBC4-BB'xCA4-  CC'x  AB -f- AB  X  BC  X  CA  =  0  (27  , 
^  111  111  i  1       1  i       1  1       1  i  ^ 

dove  M  è  un  jmnto  arbitrario  di  J. 

Di  vero,  è  noto  (128,  /)  che  il  primo  membro  della  (26  non 
varia  al  variare  di  M,  e  che  le  relazioni  (26,  (27  sono  l'una  con- 
seguenza deir  altra.  E  tutto  ciò  rogge  anche  (131,  rf)  quando  le 
<'oppie  AA'y  BB',  CC  sono  tutte  immaginarie,  o  tali  sono  alcuno 
<li  esse. 

Ora,  supponendo  che  J  non  sia  simmetrica  nò  parabolica, 
e  che  M  sia  il  punto  centrale  O  (al  finito)  di  J,  il  primo  meni- 
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11       11       11 


virtù  della  relazione  BC-ì-  CA  +  AB  =  0. 

111111 

Se  J  è  simmetrica,  ossia  se  0  è  air  infinito,  si  ha  A^BeiC] 

1      1     1 

e  quindi  è  nullo  ciascun  termine  della  (26;  e  se  J  è  parabolica 

di  punto  doppio  E^A'^B'^C^  ciascun  termine  della  (2G  è 

nullo  per  M^E, 

b)  Viceversa,  se  per  tre    coppie    di  punti   A  A' ,  BB' ,  CC 

(ideali  0  immaginarie)  di  una  retta  u  si  verifica  la   (26 ,  o  la 

(27,  queste  tre  coppie  appartengono  ad  una  stessa  involuzione. 

In  fatti ,   se  due  AA' ,  BB'  delle   tre  date   coppie  hanno  lo 

stesso  punto  medio,  ossia  se  è  B^Ay  si  ha  AB=0 ,  CA^—BCj 

11  11  1111 

e  la  (26  diventa  (MA  X  MA' -  MB  X  MB')  BC  =0  :  ma  non  può 

11 

essere  MA  X  MA'  =  MB  X  MB'  :  dunque  dev'  essere   i?C  =  0  ;  e 

1  1 

perciò  le  tre  coppie  AA' ,  BB'  j  CC  hanno  lo  stesso  punto  me- 
dio, cioò  appartengono  ad  una  stessa  involuzione  simmetrica. 
Se  poi  il  centro  0  delF involuzione  J=U.4',  J?j9'|  è  al  fìniio, 

la    (26,  per  3/=0,  dà   OAX  OA^BC -^  CA)-^OCXOC'XAB  =  0, 

1111  11 

ossia  OAXOA'=OCXOC' '.f  e  quindi  anche  C ,  C  sono  coniugati 
in   J. 

Se,  in  fine,  è  B=A,  ossia  se  Tinvoluzione  i^\AA',  Bff\  è  pa- 
rabolica di  punto  doppio  A,  la  (26  dà,  per  M=Aj  ACXAC'X^B^O: 

e  quindi  C,  o  C,  dev'  essere  ^A,  ossia  anche  CC  è  una  cop- 
pia di  J. 

e)  Se  tre  copjne  di  punti  A  A',  BB',  CC  appartengono  nd 
una  stessa  involuzione  J,  non  simmetrica  né  parabolica^  ed  iiud 
almeno  AA'  delle   tre   coppie    è   reale ,    si    hanno  le  relazioni 

ABXAB'       .  .       A'BXA'B'       •  •     ,^o  •  ^-         i     /.  r,ln- 

. = ,  — . — -  =  — —    (28  ,   e  quindi  anche  la  retti- 

ACXAC      AC  '  A'CXA'C      AC   ^      '       ^ 

Il  II 

-■^"«  §^:  =  a'cxx'c'  ^'''  ''^  ^««'^'•^^^^  ^'"^  ''  '  '  '"■'"■ 

metrica. 
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Le  (2S  si  ottengono  dalla  (26^  supponendo  successivamente 
J/n^.i  ,  3/^^'  ;  ed  è  facile  poi  verificare  direttamente  la  (29 , 
se  J  è  simmetrica. 

d)  Se  tre  coppie  di  punti  AA' ,  BB' ,  CC  di  una  retta 
u,  delle  quali  una  almeno  A  A'  è  reale  ,  verificano  la  (29 , 
esse  appartengono  ad  una  stessa  involuzione  J  :  poiché,  se  CC 
fosse  «  una  coppia  dell'  involuzione  |  AA' ,  BB'  \ ,  si  avrebbe 
ABXAB'  A'BXA'B'  ,  .  ,,  , 
ACXAC^'  ^  AVXA'C"  '  ^  ^^^^^^  relazione,  paragonata  alla  (29, 

(là  AC':A'C'  =  AC'':A'C'',  e  quindi  C"  =  C\ 

e)  Si  noti  che,  se  C  è  il  centro  0  delV  involuzione   J ,   non 

sinimetrica  né  parabolica,  e  quindi  C  va  all'infinito,  le  (28  si  mu- 

.     ABXAB'      A'BXA'B'      ^,„      ,^^, 

tmw  in  — =     —  —  -  —=:2AB      (28'. 

AO  A  O  i  1 

Di  vero,  sostituendo  ^{AC-^AC')  ad   AC  nella  prima  delle 

11  11 

ABXAB' 

relazioni  (28,   e  moltiplicando  per  AC,   si  avrà 


AC 

AC 

-'^^^-7^. j-7^,  («.  E  dividendo  per  AC  i  due  termini  della  fra- 

1  lAC-h  AC^ 

zionc  contenuta  nel  2.o  membro   di   (a,  e   supponendo  poi  C" 
air  infinito,  la  (a  si  muterà  nella  (28'. 

f)  Se  tre  copjìie  reali  di  punti  A  A', BB',CC'  di  una  retta  u 
sono  in  involuzione,  si  ha  AB'XBC'xCA'=-A'BXB'CxC'A  (30; 
e  vi  re  ver  sa. 

Di  vero,  se  AA' ,  BB\  CC  appartengono  ad  un'involuzio- 
ne ),  non  simmetrica  né  parabolica,  si  hanno   [e)]  lo  relazioni 

À  n  HC  e  A 

ABXAB'      ..       BCXBC  _^^       CAXCA'  __  V. 

.ICX^C'^^C  '  BAXBA'"  BA  '  CBXCB'^  CB'         '  ^'''^^'' 

Il  II  II 

]>licate  tra  loro,  danno  la  (30.  E  se  J  è   simmetrica   o  parabo- 
lica, è  facile  verificare  direttamente  la  (30. 

La  dimostrazione  dell'  inversa  si  lascia  allo  studioso. 

133.  a)  In  un  d<ato  piano  o  si  esegua  un  movimento  circo- 
lare; cioè  (fig.  86*.«)  un  punto  si  muova  sopra  una  circonferen- 
za '4^  di  a,  o  una  retta  roti  intorno  ad  un  suo  punto  fisso  S  e 
nel  i>iano  a. 


•  ■     •   • 


(*.)  Ossia,  congruo  a  zero^  modulo  360^. 

'..^)  Si  ricordi  però  che  quando  parliamo  àeìV  A  ah  di  due  rette  di  un 
piano  a,  intenderemo  che  si  tratti  di  uno  qualunque  dei  due  A  for- 
mati dai  sensi  positivi  di  a^b,  dei  quali  A  l'uno  è  positivo,  l'altro 
negativo. 

(^)  Se  ABM  sono  tre  punti  di  una  retta  r,  indicheremo  pure  alle 
volte  con  (ABM)  il  rapporto  AM  :  BM, 


'•'« 


* 


.  '   t 


« 


f 


.*,  » 
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è  un  numero  intero  qualunque,  positivo  o  negativo;  ossìa  pos- 
siamo dire  che  T  a  aft  è  di  7  H  fc  •  SGO» ,  dove  si  può  supporre 
pure  che  k  sia  nullo.  —  Diremo  poi  che  i  lati  a ,  b  sono  i  tav' 
mini  dell'  a  aby  mentre  a  ne  è  V  origine  e  h  V  estremo. 

e)  È  chiaro  quindi  che,  se  6  deve  rotare  di  7'  gradi,  affin- 
chè il  suo  senso  positivo  coincida  per  la  prima  volta  col  senso 
positivo  di  a,  si  può  dire  che  V  a  ha  h  di  y'-f A:'«360«>,  dove 
k^  è  pure  un  numero  intero  qualunque. 

Di  qui  segue  evidentemente  che,  se  il  senso  positivo  di  a 
rota  prima  di  Y  +  fc  •  360»  e  poi  di  7' 4-fc''360>,  esso  si  sovrap- 
porrà a  8è  stesso,  come  se  avesse  rotato  di  0°,  o  di  =t360<>,  o 
dì  ±2'3G0o, ...;  poiché  la  somma  7  +  7'  sarà  di  360>,  o  di 
-360>,  o  di  Oo. 

E  noi  scriveremo  a  aò-f-  A  6a^0  (31  (^),  donde  A  ab^-  a  ba  {32.  •     .  /  :  * 

d)  Allorché  indicheremo  con  BAC  un  A  ^  intenderemo  che 

ABj  AC  sono  1  sensi  positivi  dei  lati  dell' A  stesso;  e  sarà  quindi  •  -. 

ABAC-hACAB=0  (SV.  '-,' 

e)  Dati  7iel  piano  a  i  sensi  i^osltioi  di  tre  rette  abc,  si  ha 
Aab^  Abc+ Aca^O  (33;  e  quindi  a  ab^-  Abc^  Aac  (34, 
Aac— Aab^Abc(35,    a  ac- Abc  ^  a  ab  (36. 

Possiamo  supporre  che  le  rette  abc  concorrano  in  uno  stesso 
punto  S,  perchè  1' a   di  due  rette  è  indipendente  dalla  loro  pò-  •    .. 

sizione  assoluta  (^).  /     v 

Ora,  rotando  intorno  ad  8  in  uno  dei  due  sensi  di  0,  si  deb- 
bono incontrare  le  rette  abc  in  uno  dei  due  ordini  (effettivamente 
distinti)  abc  ,  acb ,  per  i  quali  si  hanno,  rispettivamente  lo  con- 
J2rruenze  a  ab^  a  &c==  r\ac  ^  /\  ac-^-  a  ch^  a  ab ,  che  si  riducono 
tutte  alla  forma  (33,  mediante  la  (32. 

f)  Date  due  rette  a,ò  di  un  piano  e,  che  si  segano  in  un 
punto  S  al  finito,  ed  indicando  con  m  un  raggio  variabile  del 
fascio  (/S>5),  il  rapporto  p  di  sen  am  a  senbm — rapporto  che  spesso 
indicheremo  col  simbolo  {abm)  (•'*)  —  varierà  al  rotare  di  m  in- 


» 


m  t 

». 
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corre  nel  senso  positivo,  o  negativo,  di  o:  e  perciò  considere- 
n-rao  le  aree  dei  y  ABCy  ACB  come  uguali,  ma  di  segni  con- 
trarii  (positiva  la  prima,  e  negativa  la  seconda,  nella  figura); 
ossia  si  ha  sj ABC- -si ACB  (42, 

V?  JJ5C-I- v^C2^  =  0      (43.  (flg.  87.0) 

« 
e)  E  chiaro  che,  la  condì- 

ziaìie  necessaria  e   sufficiente  , 

perchè  tre  punti  ABC  Steno  per 

diritto,  è  V  ABC  =  0     (44, 

d)  Se  S  è  un  punto  arbi- 
trario al  finito  del  piano  di  un 

yABC  ,  è  identicamente  vSBC  +  ySCA-f  ySAB  =  yABC      (45. 

Ciò  è  evidente,  se  ^  è  interno  al  y  ABC. 

Se  8  giace  neir  a  BACj  ma  in  parte  opposta  ad  A  rispetto 
a  iiC,  si  ha  y  SAB  +  y  SCA  -  y  SCB  =  y  ABC\  d'onde,  essendo 
V  SBC  =  -  y  SCBy  si  deduce  la  (45. 

Se  8  giace  nell'  a  opposto  al  vertice  air  a  BAC j  si  ha 
"^SBC—^SAC-jSBA^SjABC^  relazione  che  si  riduce  alla  (45. 

e)  La  condizione    (  44   equivale   quindi   air  altra 

SjSBC+^SCA-^sj  SAB=^0     (44'. 

f)  Dal  teorema  d)  segue  che  T  area  di  un  sj  ABC  si  può 
considerare  come  generata  dal  movimento  di  una  retta  di  lun- 
ghezza variabile,  della  quale  un  termine  è  un  punto  fisso  >Sdel 
piano  e  del  y,  mentre  l'altro  termine  percorre  il  perimetro  del 
y  nel  dato  senso. 

Si  potrebbe  quindi  assumere  per  8  un  vertice  A,  facendo  ro- 
tare la  retta  intorno  ad  A ,  mentre  V  altro  termine  della  retta 
percorre  il  segmento  BCj  o  il  segmento  CB. 

g)  Assunto  un  punto  arbitrario  S  al  finito  nel  piano  o  di 
un  ennagono  semplice  AiA2A3...A„_iA„  (anche  a  perimetro  intrec- 
ciata))^ V  espressione  ySA^A2+ySA2A3+...-i-ySA„^iA;j+ySA„Ai  (4G 
'>  indipendente  dalla  posizione  di  S. 

Siccome  questo  teorema  è  vero  {d)]  per  n  =  3,  basterà  pro- 
vare che,  se  il  teorema  si  suppone  vero  per  un  poligono  di  n— 1 
lati,  esso  reggerà  anche  per  un  ennagono. 

Ora,  poiché  per  ipotesi  Tespressione  ^ SA^^A^-^S] 8A2A,^-\- . . .  + 
^ '^\'ì^K~i^^ SA„^^A^  è  indipendente  dalla  posizione  di  8^  ed 
^  pure  tale  [d)]  l'espressione  y^S'^i^^.j-f  y/S^^„»i^„+y>Si4„^i,  lo 

Saxmia— Geometria  proiettiva.  40* 
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stesso  si  verificherà  per  la  loro  somma  ;  che  è  la  (46 ,  percliì 
si  ha  v^S'^n-i^i+V^^i^ft-i^O. 

?i)  E  siccome,  se  V  ennagono  non  è  a  perimetro  intrecciato, 
la  (46  esprime  V  arca  dell'  ennagono  stesso  (come  si  vedo  evi- 
dentemente ,  supponendo  S  interno  a  questo  ennagono) ,  cosi 
siamo  autorizzati  ad  assumere  la  (46  come  espressione  dell'a- 
rea di  un  ennagono  piano  semplice  qualunque  A^A^A^.^.A^, 

i)  Così ,  p.  e. ,  pel  quadrangolo  piano  semplice  ABCD  a 
perimetro  intrecciato,  preso  per  Sii  punto -4Z)-BC,  la  suanna 
sarà  espressa  da  \/SAB-\-\jSBC-^s;/SCD\-\jSDA\  ossia  da  \jSAB- 
\jSDC,  perchè  è  \jSfìC=^\jSDA=^0  ,  ^jSCDr^-xjSDC. 

Quest'area  quindi  è  nulla,  se  i  s^SAD ,  SDC  sono  equivalciiii. 

135.  a)  Se  un  fascio  di  raggi  (S^o)  s'immagina  generata 
dalla  rotazione  di  un  raggio  m  intorno  ad  S  nel  senso  po>iti- 
vo ,  o  negativo ,  di  e ,  le  posizioni  abc.  di  ni  segheranno  una 
data  retta  «  di  g  nei  punti  ABC,  di  una  punteggiata  {s)  jiro- 
spettiva  ad  {S ,  o):  e  noi  supporremo  allora  che  il  senso  in  cui 
è  descritta  la  punteggiata  (s)  sia  quello  del  punto  variabile  ìm 
(cioè  positivo,  0  negativo,  secondo  che  m  rota  nel  senso  posi- 
tivo, 0  negativo,  di  o);  mentre  supporremo  pure  che  SA,SIL 
SCy.„  sieno  i  sensi  positivi  di  a  ,  Z> ,  e  , . . . . 

Diremo  ancora  che  gli  a  ASB  j  ASC ,  BSCj...  proiettano  da 
S  i  segmenti  AB ,  AC ^  BCy*.^ 

h)  Indicando  quindi  con  {S,AB)  il  numero  positivo  clic 
esprime  la  distanza  del  punto  S  dalla  retta  ABy  si  ha ,  in  va- 
lore e  segno,  ABx{S^  AB)-SAxSBseuASB  (perchè  i  due  num- 
bri  di  tale  uguaglianza  esprimono  amendue  in  valore  e  »scgii'» 
il  doppio  deirarea  del  S7SAB)\  d'  onde  si  trae 

AB  =  JSA  X  SB  X  siiuASB  :  (S,  AB)      (47. 

e)  Dalla  (47  si  deduce  immediatamente  che  ,  se  A' ,  B',  C 
sono  tre  punti  arbitrarli  ordinatamente  situati  sui  lati  [indtf- 
niti)  BC  ,  CA  ,  AB  di  un  sj  ,  si  ha 

BA'       CB'      AC  _  seniL4^      senCBB'       senACC     .^^ 
CA'  ^  AB'  ^  BC'~  ^GiiCAA'  ^  scnABB^  ^  senJ5CC'    '  ^  ' 
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Di  vero,  la  (47  dà 

BA'  _  AJ3      senHAA^       CB'  _  BC      seuCBB' 
CA*  "  AC  ^  scnCH^  '  'ÀB^  ~  BA^  sunABB' 

AC       CA       sen  ACC 


X 


BC       CB      senBCC  ' 

e  queste  uguaglianze,  moltiplicare  tra  loro,  danno  la  (48. 

d)  Indicando  con  a^a^...a,4 ,  bjbjj...b,j  due  griqipi  di  n  segmenti 
rettilinei  (situati  in  uno  stesso  piano  o  pur  no)^  e  con  a.^oi.^,.,7.^^, 
?i?2-"?«  9^^  ^  c^^  ^*  proiettano  ordinatamente  da  un  punto  ar- 
bitrario  S  al  finito  ,  regge  V  ugicaglianza 

a,  X  ag  X  ...  X  ^n  __  scnajScna2...senot,j 
^iXb^X-.  Xb„      sen^jSeng2'"S^"?n  ' 

se  per  ciascun  segmento  del  numeratore  N,  o  del  denominatore 
D,  del  primo  membro  della  (49  esiste  sulla  stessa  retta  un  seg- 
mento di  U ,  0  di  H  y  e  se  ciascun  punto  che  è  termine  di  un 
"Segmento  di  N,  o  di  D,  è  pure  termine  di  un  segmento  di  D,  o  di  N. 
In  fatti ,  se  AB  ò  un  segmento  di  N  (  o  di  D  ),  sostituendo 
nella  (49  V  espressione  di  AB  data  dalla  (47  ,  e  le  analoghe 
pf'r  tutti  gli  altri  segmenti,  siccome  i  fattoli  SA  ,  SB  e  il  divi- 
sore {SjAB)j  dietro  le  ipotesi  fatte  nelT  enunciato ,  si  trovano 
anche  in  0  (o  in  N  ),  essi  spariranno  dal  primo  membro  della 
'49.  E  poiché  lo  stesso  avverrà  per  tutti  gli  altri  segmenti  con- 
tenuti in  N  ,  o  in  D  ,  ne  segue  che  il  primo  membro  della  (49 
diventerà  identico  al  secondo. 

e)  Dunque,  se  uno  dei  membri  della  (49  ha  un  dato  valore 
0,  non  solo  Valtro  membro  sarà  uguale  a  o  in  valore  e  segno, 
ma  lo  stesso  avverrà  per  un'altra  espressione  H' :  D'  di  segmenti 
rettilinei  tale  che  ciascun  segmento  di  H' ,  o  di  D',  sia  una 
proiezione  da  S  di  un  segmento  di  H,  o  di  0,  e  viceversa,  pur- 
ché, tra  i  segmenti  di  M'  e  di  D'  regga  la  prima  condizione  pò- 
sfa  nelV  enunciato  del  teorema  d);  poiché  già  regge  la  seconda 
condizione  posta  in  questo  stesso  enunciato. 

136.  a)  Se  abcd  sono  quattro  raggi  arbitrarii  di  un  fascio 
■  S,  e),  il  cui  centro  S  è  al  finito^  si  ha 

seii  ab  sen  ed  +  sen  ac  sen  db  -f-  sen  ad  sen  bc  =^  0  (50. 
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Di  vero,  se  una  retta  se^a  abcd  in  punti  al  finito  ABCDjin 
questi  re^ge  la  relazione  (10,  la  quale  può  prendere  la  forma 
ABxCD:ADXBC-\-ACXDB:ADXBC-hl=0  (a.  E  poiohò 
ciascuno  dei  primi  due  termini  di  (a  si  trova  nelle  condizioni 
del  primo  membro  della  (49,  si  hti  seìiahsencd:  senadsenhc^ 
senacsendb  isenadsenbc -h  1  =0;  d'onde  risulta  la  (50  (*). 

b)  Se  aa' ,  bb'  ,  ce'  ,  mm'  sono  tre  coppie  flfise  ed  una  cop- 
pia variabile  di  raggi  corrispondenti  in  due  fasci  proieitiri,  \ 
cui  centri  S  ,  S'  (distinti  o  coincidenti)  sono  al  finito,  un^qm- 
zione  di  tale  proiettività  P  è 

(abm)=X(a'b'ra')    (51, 
con  A-(abc)(b'a'c')  ;  e  viceversa. 

In  fatti,  sovrapponendo  i  fasci  e  segandoli  con  una  trasvi-r- 
sale  Uf  si  ottiene  una  proiettività  di  punti.  Ora,  se  si  pone  niahm 
a^Vc^m')^  ABCMA'B'C'M\  un'equazione  di  questa  proiettività 
è  la  (15  ,  la  quale  può  prendere  [nota  (-)  a  pag.  302]  la  forma 
AMXA'C'XBCXB'M^  ,  ^x     .  ,      i    n  - 

BMXBV'  XACXA'M'  =  ^  (^'  ^  ^^"^^^^  ^'''^  ^)  ^^  ^^  ^^  ^"'  -' 

(^)  La  (50  può  scriversi  sotto  la  forma  .s-cn  (  ac  +  f ò  )  sct? c(/ -^ 
senacsen(cb—cd)—sen(cd^ca)sencb=0;  e  questa,  supposto  l'Ar^^ 
+90^,  diventa  la  nota  formola  trigonometrica 

sen  (ac  +  eh)  =  sen  ac  cos  cb  -f  cos  ac  sen  cb, 

E  se  si  suppone  che  abcd  si  succedano  nell'ordine  in  cui  sono 
scritti  ,  indicando  con  ABCD  i  secondi  punti  comuni  ad  abcd  e 
ad  un  cerchio  ^  che  passi  per  S^  e  sostituendo  ai  seni  de.cli-'Jf' 
corrispondenti  corde  degli  archi  di  ^,  la  (50  dà  il  noto  teorema 
ABxCD-\-ADXBC=ACxBD  per  un  quadrangolo  iscritto  in  un 
ceichio. 

(^j  Se,  p.  e.,  il  raggio  7?i  è  1|  ad  Uj  nella  (e  il  punto  M  va  a!- 
rinfìnito,  e  quindi  ò  A.ìf:BM=l,  Ma  si  ha  dalla  (17  £C:/1(- 
aSB  sen  BSC  :  SA  sen  ASC  =  sen  ani  sen  bc  :  sen  bm  sen  eie;  mentre  e 
(135,  d)  A'C'XB'M':  B'C'XA'M'  =  sena'c'senb'm'  :  scnb'c'sena'm'^ 
Dunque,  anche  in  questo  caso,  si  trae  dalla  (s  la  (51. 

Si  noti  poi  che,  se  nel  primo  membro  della  (49  un  termine  di 
alcuni  segmenti  va  all'  infinito,  la  (49  regge  pure,  purché  tra  c^i 
angoli  considerati  nel  2.^  membro  sieno  compresi  anche  quelli  rhe 
proiettano  questi  segmenti  infiniti  :  poiché  basterebbe  ragionare 
come  si  è  fatto  sulla  (s  nell'ipotesi  di  M  all'  infinito. 
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Viceversa,  se  una  corrispondenza  unìvoca  tra  i  raggi  varia- 
bili ?7i,m'  dei  fasci  (S) ,  (S^)  è  definita  dalla  (51,  dove  aa' ,  hb' 
sono  due  coppie  di  raggi  corrispondenti  e  X  è  una  data  co- 
stanto,  questa  corrispondenza  ò  una  proicttività  :  poiché ,  indi- 
cando con  e  una  posizione  di  w,  e  con  e'  la  corrispondente  po- 
sizione di  vi'  data  dalla  (pi,  questa  e  V  equazione  della  proict- 
tività definita  dalle  tre  coppie  aa^,hb',cc\ 

e)  Andiamo  ora  a  dimostrare  che,  indicando  con  dd'  una 
quarta    coppia    data    della    j^'^'oietticità    considerata    in  h)  ,  è 

a(acm)  (bM'm')  +  f  (acni)  +  ^(b'd'mO  4-3^0  (52, 
con  ^  :  a=-(bM'c'),  7  :  a=-(acd),o  :  a=(acd)(b'd'a')=(b'd'c')(acb) 
un'altra  equazione  della  proicttività  P;  e  viceversa  {}), 

Proveremo  dapprima  che  la  (51  si  può  trasformare  nella   (52. 

Ora  la  (50 ,  applicata  alle  due  quaterne  abcm ,  a'b'cVm',  dk 
[barn)  =  (Ijac)  -\-  {bca){cam)  ,  (aV/w')  =  {a'bW)  +  (a'd'^')(f^'6'm').  E 
sostituendo  nella  (51  queste  espressioni  di  {barn)  ,  (aV/m'),  e  mol- 
tiplicando il  risultato  per  {acm)(b'd'm'),  si  ottiene  una  relazione 
che  si  può  mettere  sotto  la  forma  della  (52. 

Inoltre,  moltiplicando  la  (52  per  sen  cm  (o  per  sen  d'm'),  e  po- 


lii 

Sicché,  se  i  segmenti  rettilinei   di    una  frazione  -    soddisfanno 

7  O  Q 

alle  condizioni  poste  nel  teorema  del  n."  135,  d)  solo  quando  s'in- 
troducono in  N  e  D  segmenti  che  hanno  un  estremo  alT  infinito,  a 
questa  frazione  cosi  modificata  può  applicarsi  la  relazione  (11). 
Cosi,  p.  e.,  se  la  relazione  (3,  divisa  per  ACj  si  pone  sotto  la 

.         BAXC<x>    ,  BCxAco      ^       .  .  ..... 

torma  — -; h  --— —  —1=0,    a  ciascuno   dei    primi  due 

CA  X  Bao       AC  X  i>  x)    .  ^  ^ 

termini  di  quest'ultima  relazione  si  può  applicare  la  relazione  (40; 
0  quindi,  indicando  con  abcd  le  rette  che  proiettano  i  punti  ABCoo 
da  uno  stesso  punto  S  al  finito,  si  trarrà  la  (50. — Da  quest'ulti- 
ma poi  si  potrebbe  dedurre  di  nuovo  la  (10. 

(^)  È  facile  provare  che,  se  AA',  BB',  CC,  DD',  MM'  sono  quat- 
fra  coppia  fisse  ed  una  variabile  di  jmntì  corrispondenti  in  due 
jfUììteggiate  proiettive  (u)  ,  (u'),  una  equazione  di  questa  proietti- 
ritti  è 

a  (AGM;(B'D'MO  +  g (  ACM  )  -f  7  (  B'D'M'  )  +  ò  =  0   (52', 
con   ^:a=-(B'D'C')  ,  Y:a=-(ACD),  ò  :  a=(  ACD  )  (  B'D'A' )  = 
(B'D'C'XACB). 
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nendo  m^c  (o  m  =(i'),  si  ottiene  g  :  a  =  —  (6'd'c')[o  v: a  =  — (aa/;; 
e  sostituendo  poi  queste  espressioni  di  p  :  a  ,  y  :  a ,  e  ponendo 
m^a  (o  m'^h'),  si  ottiene  ò:  a=(acd)(b'd*a')  [o  d:a={b'd*c'){ad>ì\. 

d)  Sì  noti  che,  se  a ,  6  sono  quei  raggi  ortogonali  di  {S\  ì 
cui  corrispondenti  a',ò'  in  (>S")  sono  pure  ortogonali,  la  (51  si 
muta  in 

tg  ara  —  \tg  a^m'     (51', 
con  \^tg  ac  :  tga^c*\  mentre,  se  è  cJLa,  d*±b\  la  (52  si  muterà  in 

a  tg  am  tg  ò'm'+P  tg  am+7  tg  6'm'+5=0     (52', 
con  ^  :  a=—tgb'c' ,  7  :  (i=—tgad ,3:  a=^^ arff^r  b'a'=tg  b^c'  tg  ab, 

e)  Applicando  la  (51'  ad  un'involuzione  di  raggi  J,  e  in- 
dicando con  0,  0'  i  raggi  coniugati  ortogonali  di  J,  un'  equa- 
zione di  J  è  f^  07n-\  tg  o'm'=\  :  tg  om\  ossia 

tg  om  tg  om^  =  X    (53, 
con  \-tgoctgoc',  dove  e,  e'  sono    due  raggi   coniugati  in  J. 
/")  Se    J    è    iperbolica    di    raggi    doppi    e  ,  fj    la  (53   dà 

tg^  oe  =  tg^  of  =X    (54  ;  e  quindi,  essendo   sen^  oe --=  - — '  .\r  j 

cos^oe  =  -- — —3 — ,  si  ha  sen^oe  = ;   (55,  cos^oe  =  :; — :  (56. 

Indicando  poi  con  l  un  raggio  arbitrario  di  J,  si  hanno  pine 
le  (39,  (40,  (41  riportate  nel  n.o  133,  d). 

^)  Se  J  è  ellittica,  le  relazioni  (54  si  assumeranno  come 
definizioni  dei  simboli  tg^oe ,  tg'^of,  e  le  (55,  (56,  (39,  (40,  (41  si 
assumeranno  ordinatamente  come  definizioni  dei  simboli  «d/rot^, 
cosmee j  senlesenlf ,  coslecoslfj  tgletglf. 

h)  Quale  che  sia  J,  indicando  con  aa' ,  bb'  due  coppie  reali 

senaa'senab'      senaesenaf 

di  raggi  coniugati  in  J,  sarà  — ,—, ttt  = :; ril*'*'  ^ 

senbasenbb'      senbeseubf 

teorema  analogo  a  quello  dimostrato  nel  n.o  131,  e), 

sen  aa'      sen  {ao  —  a- 6)  ^ 


In    fatti ,    si    hanno    le    relazioni 


sen  ba*      sen  {bo  —  a'o) 


cosao        tgao  -fga'o        cosao  tg^ao  —  tg-oe  sen  ab' _ 

cosbo        tgbo^tg  a'o        cosbo        tg  ao  tg  bo^tg^oe  '     senhV 

seìi(ao^b'o)     cosao      tgaotabo  —  tg^oe  ..  ,.    ,^ 

— n—n-i^ r^'h'Yr TV "'  ^    qsi^^tQ,   moltiplicate 

8en{bo—b'o)     cosbo  tg^bo  —  tg^oe 

tra  loro,  e  tenendo  conto  della  (39,  danno  la  (57. 

4)  Se  aa' ,  bb' ,  ce'  sono  tre  coppie  di  raggi  di  un  fascio 

(S,  0)  di  centro  al  finito  S,  la  condizione  necessaria  e  sufflcieuti', 


■  *  _  * 
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affinchè  esse  Steno  coppie  di  raggi  coniugati  in  una  stessa  in- 
voluzione, è 

senabsenab'     sena'bsena'b' 


sen  ac  sen  ac'      sen  a'c  sen  a'c' 


(58, 


•J       'i      t 


et 


> 


■     ■»       «  • 


0  senab'senbc'senca'  =  —  sena'bsenb'c  senc'a    (59; 

supponendo  però  che  nella  (59  le  tre  coppie  aa',  bb',  ce'  sieno 
reali,  e  che  nella  (58  sia  tale  almeno  la  coppia  aa^ 
Questo  teorema  si  dimostra,  ricorrendo  alle  (29  e  (30. 
fc)  Dalla  (23  si  trae  che ,  se  mm'ef  è  un   gruppo   reale  di 
raggi  in  un  fascio  di  centro  S  al  finito^  la  condizione  necessa-  ...  •.  '  *  •• 

saria  e  sufficiente,  perchè   mm'ef   sia   un  gruppo  armonico,  è 


^*'. 


•         r  * 


sen  me         senm'e    >^^  •   '•>'.'•;'':'' 

senmf         senmT    ^  .......... 


■  •'•»"•  .1 


■ 


( 


•  k 


E  se  \  è  un  raggio  arbitrario  del  fascio  (S),  si  ha  la  relazione 

^  senlm'       sen  le        senlf 

2 j- + ^    (61, 

senmm'     sen  me      senmf 

che,  per  1  J_  m,  si  muta  quindi  in  2cotmm'=cotme  +  cot  mf  (61'  : 

poiché  la  (  61  si  deduce  dalla  (25;  la  quale  può   mettersi  sotto 

,     ,  ^      LE  ^   MM'       LF       MM'  ..     ;' 

laforma2=— X^^+-^X-^,.  ,.   : 

137.  a)  Quanto  si  è  detto  sagli  A  rettilinei  situati  in  un 
dato  piano,  ha  pure  luogo  per  gli  A  diedri  che  hanno  lo  stesso 
spìgolo  o  spigoli  1 1  :  poiché,  conducendo  un  piano  o  J_  airunico 
spigolo,  o  agli  spigoli  1 1 ,  si  ottengono  in  o  degli  r.  rettilinei 
che  misurano  i  dati  a  diedri;  e  quindi  si  rientra  nel  caso  già 
considerato  degli   a   rettilinei. 

6)  È  bene  però  notare  che,  indicando  con  a  e  p  la  faccia 
origine  e  la  faccia  estrema  di  un  a  diedro  ai,  se  si  fa  rotare 
a  intomo  allo  spigolo  ag  ^  s,  sino  a  che  la  pagina  positiva  di 
a  coincida  con  la  pagina  positiva  di  p,  questa  rotazione  appa- 
rirà procedere  da  sinistra  a  destra,  o  da  destra  a  sinistra,  ad 
un  osservatore  disteso  lungo  s  in  guisa  che  la  direzione  posi- 
tiva di  s  vada  dai  suoi  piedi  al  capo  \  e  noi  diremo  positiva  la 
prima  rotazione,  negativa  la  seconda. 


;-.^.  ^•"   \ 


I 
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e)  Quale  che  sia ,  positiva  o  negativa ,  la  rotazione  iffct- 
tuata  per  sovrapporre  la  pagina  positiva  di  a  alla  pagina  ]»o- 
sitiva  (li  ^,  si  otterrebbe  lo  stesso  effetto,  aumentando,  o  di- 
minuendo, questa  rotazione  di  un  multiplo  di  4  diedri  retti. 

138.  a)  Se  una  proìettività  P  tra  una  punteggiata  (u)  ed  un 
fascio  di  raggi  (U')  col  centro  U'  al  finito  è  definita  dalle  tre. 
coppie  A  e  sl'  jB  e  h' ,C  e  e'  di  elementi  corrispondenti ^  in- 
dicando  con  M  ,  m'  due  elementi  variabili  corrispondenti  in  P, 
U7i'  equazione  di  questa  proiettività  è 

{ABM)=::l{a'b'm')    (62, 

C071  X=:(i4j9C)(b'a'c');  e  se  D',d'  costituiscono  una  quarta  coppid 
data  di  elementi  corrispondenti  in  P,  un*  altra  equazione  di  P  '' 

a(ACM)(b'd'm')  +  f  (ACM)  -f  Y(b'd'm')  +  5  =  0    (63, 
con  ^  :  a=-(b'd'c'),  Y:a=-(ACD),  6:a=(ACD)(b'd'a')=(b'd'c')(ACB\ 
E  viceversa. 

Di  vero,  segando  {U')  con  una  trasversale  w',  si  ha  una  pun- 
teggiata («')  proiettiva  ad  (ii)\  e  posto  u'{a'b'c'7n^)=A'B^C'M'. 
un'equazione  di  questa  novella  proiettività  è  {ABAI)=l{A'B' M'i^ 

con  \^{ABC)^{A^B'a),  ossia   è  — ^  x  ^-^  = -^^t-j^t  X  ^7^7^   '^  ^• 

Ma,    in    virtù  della  (49   del  n.o  135,  cZ),  si  ha  ^7771 X -77^7  = 

sena'ìn'  ^   sen  be'    _  i     /      •         .         n     /.^n 

— -; — r  X r-,«  Dunque  la  (s  si  muta  nella  (b2. 

senbìa'       sena' e' 

Analogamente  dalla  (52  si  otterrebbe  la  (63,  proiettaiuìo  la 
punteggiata  (u)  dal  punto   U'. 

b)  La  (62,  o  la  (63^  definisce  pure  una  proiettività  tra  un 
fascio  di  raggi  j]  abc,„vi  ed  un  altro  fascio  di  raggi  (C^')^rt7/c'...'"' 
di  centro  U'  al  finito,  quando  .4 /?C'... 3/ indicano  le  intersezioni 
del  primo  fascio  con  una  trasversale  w. 

e)  E  chiaro  poi  che,  se  amendue  i  fasci  proiettivi  di  ra^^p 
hanno  i  centri  all'  infinito,  sezionandoli  con  due  trasversali,  >i 
riduce  questo  caso  a  quello  di  due  punteggiate    proiettive. 

d)  Inoltre,  mediante  sezioni,  possiamo  ridurci  a  quanto  è 
detto  in  a),  b) ,  e) ,  se  invece  di  fasci  di  raggi  si  hanno  fasci 
di  piani. 
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e)  Da  quanto  è  detto  in  a),  b),  e),  d)  e  nei  n.»  129,  i),  136;  e) 
risulta  che,  se  una  corrispondenza  univoca  tra  due  forme  sem- 
plici è  esprimibile  aìgebricamentej  essa  è  una  proieitività  ('). 

1G9.  a)  Se  A^AgAg  ...  AjA^^^...  A,4_jA„  è  un  ennagono  semplice 
gohbo  (o  piano),  e  s'  indichi  con  B,  il  punto  d^  intersezione  di 
un  lato  A,A,^j  con  un  piano  arbitrario  p  (o  con  una  retta  ar- 
hitraria  r)  che  jion  passa  per  alcun  vertice  dell'  ennagono,  si  ha 
la  identità    (A,A,B,)(A,A3B,)  ...  (A,_,A,B„_,)(A„AiB„)  =1     (64, 

n 

che  sarà  pure  indicata  più  "brevemente  con  TT/A,A,^.iB,)=l  (64'. 

In  fatti,  indicando  con  (A^ ,  p)  la  distanza  di  A,  dal  piano  p, 

e  supponendo  che   --  *  ^    \  sia  positivo,  o  negativo,  secondo 

che  i  punti  A^ ,  A^^^  si  trovano  entrambi  dalla  stessa  parte ,  o 

da  parti  opposte,  rispetto  al  piano  p,  sarà  (AgAg^^Bg)=z'"   *  ^ — 

hi  valore  ed  in  segno  ;  e  il  primo  membro  della   (64   diventa 

^L^x\^X...X^-^  e  quindi  è  =1. 

Se  r  ennagono  è  piano ,  i  punti  d'  intersezione  dei  suoi  lati 
con  una  retta  r  del  suo  piano  coincidono  con  quelli,  nei  quali 
i  liiti  stessi  sono  segati  da  un  piano  qualunque  0  condotto  per 
r:  e  quindi  regge  anche  la  (64. 

b)  Viceversa,  se  n  imnti  B^B^.-.B^ ...  B^.^B^,,  assunti  ordina- 
tamente sui  lati  AjAg  ,  A2A3  ,  . . . ,  AjAg^i  ?  •  •  •  ?  ^n-i^^u  >  A„Aj  di 
«?i  ennagono  semplice  gobbo  (o  piano),  verificano  la  (64^  e  se 
oli  n-1  punti  BjB^  . . .  B,_i  B^^.!  . .  .  B„_i  B,^  giacciono  sopra  un 
piano  p  (0  sopra  una  retta  rj,  anche  V  altro  B^  giacerà  sopra 
?  (0  sojjra  r). 

Di  vero,  posto  p*A^A^^^^^B'^  {0  r-A^A^^^^B\),  si  ottiene  una 
relazione ,  la  quale  si  deduce  dalla  (64,  sostituendo  al  rapporto 
[-'K^sH^iì  il  rapporto  (AgAg^yB'g)\e  perciò  dev'essere  {AsA^^^B^)=: 
l'^*^s+i^',)',  ossia  dev'  essere  B\  ^  B^ . 

e)  Dai  teoremi  a),  b)  segue  evidentemente  che, 

1.^  la  condizione  necessaria  e  sufficiente ,  affinchè  quattro 


C)  E  questo  il  principio  di  corrispondenza  univoca  dato  da  Chaslos. 
Saxkia — Geometria  proiettiva.  41* 


.^ 
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punti  Aj  ,  B^  ^  Cj  ,  Dj  ,  situati  ordinatamente  sui  lati  AB,BC, 
CD ,  DA  di  un  quadrangolo  gobbo  semplice ,  giacciano  in  uip) 
stesso  piano  ,   è     (ABAi)(BCBi)(CDCi)(DADi)  =  1  (65  : 

2.0  la  condizione  necessaria  e  sufficiente ,  affinchè  tre  punti 
Al ,  Bj ,  Ci ,  situati  ordinatamente  sui  lati  BC ,  CA ,  AB  di  un 
V,  giacciano  per  diritto^  è 

(BCA^)(CABi)(ABCi)  =  1   (66  , 
0  [in  virtù  della  (49] 

senBAAi      sen  CBBj      sen  ACC,  _      .       .j 
sen  CAAi  ^  scii  ABBj      sen  BCC^  "      ^       ^  ^' 

d)  Se  i  punti  A,Aj^,B,  di  una  retta  r  si  proiettano  in 
A',A',^.i  B',  sopra  un'  altra  retta  r'  da  un  punto  S  del  piano 
rr' ,  si  ha  (A,A,^.iB.)  =  (A,A'.S)(A',.iA,+iS)(A',A',.,5',)  (G7. 

Questa  relazione  si  ottiene ,  applicando  la  (64  al  caso  del 
quadrangolo  semplice  A^A^^^A'^^^A^  sezionato  dalla  trasvert^a- 
le  ^,fiV 

e)  Se  AjAgAg  . . .  A„  ,  A'j A'^A'g  . . .  A'„  sono  due  ennagoni  san- 
plici  prospettivi  (piani  o  gobbi),  e  B,  ,B',  sono  punti  situati  or- 
dinatamente sui  lati  A,A,j.i,A',A'g4.i  ed  allineati  col  centro  di  pro- 
ti n  . 

spettiva  S  dei  due  ennagoni^  sarà  TT,(AjA,^iBj=IT^(A'gA',^.iB'J(t*»i? 

E  questa  relazione  si  verifica  anche  quando  A^Ag ...  A,...Ag 
ed  S  giacciono  in  un  piano  e,  ed  A.\k\  . . .  A'^ . . .  A',B',  som 
le  proiezioni  di  A1A2  . . .  A, . . .  A„B,  fatte  da  S  sopra  una  retta 
di  0. 

La  (68  non  è  che  un  caso  particolare  del  teorema  conte- 
nuto nel  n.«  135,  e):  ma  essa  si  deduce  pure,  sostituendo  nella 
(67  successivamente  1,2,.. .,  ?i— 1 ,  n  in  luogo  di  *,  e  moltipli- 
cando tra  loro  le  relazioni  che  cosi  si  ottengono. 

/')  Se ,  per  un  punto  S  del  piano  a  di  un  poligono  sempìi^'^ 
A^Ag . . .  Ag^jAgrt^.!  di  numero  impari  di  latif  si  conducono  ai  ven- 
tici 2/1+1  rette,  e  s' indica  con  B^  V  intersezione  del  lato  A^A^^j 
con  la  retta  condotta  pel  vertice  opposto  A.^^n+i  ^  P^^  ^f  **  ^''^ 

IT,  (A,A,^.iBJ  =—1  (69;  e  viceversa,  se  2n+l  puìiti  situati  sin 

lati  del  p)oUgono    A,Ag  . . .  Ag^Ag^+i    verificano   la  (69,  e,  (^^^^^ 
2n-hl  congiungenti  questi  punti  ai  vertici  opposti,  2n  concorrono 


(*)  Teorema  di  Menelao. 
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in  uno  stesso  punto  S ,  anche  la  rimanente   congiungente  pas- 
serà j)er  S. 

Di  vero,  proiettando  i  punti  -4i-42««« -^2/1^2114-1^1^2 •••^2/i^2«+i 
(la  ^S'  sopra  una  retta  r'  del  piano  0 ,  ed  indicando  con  A\ 
la  proiezione    di  A^ ,    quella    di  B^   sarà  il',+„+i  ;  e  la  (68   da- 

2n+l  2n+I 

Ma  la  (69  è  pure  una  immediata  conseguenza  della  (49;  poi- 
ché, nel  caso  del  teorema  attuale,  i  seni  degli  A  del  numera- 
tore del  2.0  membro  della  (49  sono  uguali  rispettivamente  a 
quelli  del  denominatore,  presi  in  un  certo  ordine,  ma  di  segni 
contrarli. 

L'  inversa  si  dimostra  come  in  &). 

g)  Dunque,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  le 
congiungenti  i  punti  Aj  ,  B^  ,  C^  dei  lati  BC  ,  CA  ,  AB  di 
un  V  ai  vertici    opposti    concorrano  in    uno    stesso   punto  ^    è 

(BCAO(CABi)(ABCi)  =  -1       (70, 
0  [in  virtù  della  (49] 

scnBAAj      sen  CBBj      senACC^  __  ,j. 

senCAAi      seiwVBB^  ^  senBCC\  -  "  ^     C"^      C  > 

h)  I  teoremi  f)  reggono  anche,  se  ^^^^  •  •  • -^2«^2n^i  ^  ^^^ 
poligono  gobbo  semplice,  quando  al  punto  S  si  sostituisce  una 
retta  s. 

i)  Se  ABC==abc,  A'B'C  =a'b'c'  sono  due  y  di  un  piano  g, 
posto  a(b'cO=A4Ac  ,  b(c'a')=BcB^  ,  c(a'b')=C«C^,    la  condizio- 
ne necessaria  e  suffficiente  per  V  omologia  dei  due  V  è 
AC,  X  AC,      BA,  X  BA,      CB,  X  CB,  ^ 
BC«  X  BC,  -^  CA,  X  CA,  ^  AB,  X  AB^  ""  ^       ^''' 
In  fatti,  se  i  V  ^ono  omologici,  e  quindi  i  punti  aa'^^„, 
bh^  ^B^  j  cc'^Cc   giacciono    sull'asse    di    omologia    « ,   il   y 
ABC,   segato    dalle  rette    a\b',c^,s,  dà  [e),  2.o]  le   relazioni 

BC,  "^  CA,  "^  AB,^       ^^  '        AC,  ^  CB,  ^  BA„  ^     ^^  ' 
il  cui  prodotto  ò  la  (71. 


(')  Teorema  di  Ceca. 
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Viceversa,  so  la  (71  ò  verificata,  essa,  divisa  pel  prodotto 
delle  (a,  (2,  (y,  deve  dare  evidentemente  la  (o;  e  questa  espri- 
me che  i  punti  -4^ ,  J?^ ,  C^  sono  per  diritto,  e  quindi  che  i  due 
V  sono  omologici. 

•  140.  a)  Se  una  retta  r  rota  intorno  ad  un  suo  punto  fisso 
P  nel  piano  a  di  un  cerchio  ^  di  centro  U  e  di  raggio  p,  la 
potenza  di  P  rispetto   alla  coppia  (  reale   o  immaginaria  )  dei 

puìiti  T^  è  costantemente  ugnale  a  PU"  —  p*  ;  e  questa  costante  sì 
chiama  potenza  di  P  rispetto  al  cerchio  à  (^) 

Di  vero ,  indicando  con  0  il  centro  dell'  involuziojie  di  pun- 
ti reciproci  ^^ ,  le  rette  UO ,  r  saranno  reciproche  ed  ortoi^o- 
nali;  e  quindi,  se  L  è  un  punto  qualunque  di  ({; ,  ed  SjS' 
sono  i  punti  in  cui  la  retta  UO  sega  4,  i  punti  SL-r^M^S^L-r^M' 
saranno  (99,  a)  coniugati  in  <j/^.  Ora  i  y  simili  SOM ,  S'OM' 
danno  (tenendo  conto  anche   dei  segni)   OS:  0M=  M'O:  OS', 

d'onde  03f  X  OM' =  -  OSxOS' =  p^  -  OU^  (  a  ;  e  perciò,  indi- 
cando con  E ,  F  ì  punti  ri  (reali  o  immaginarii),  ossia  i  punti 

doppi  di   <j/^,    si    ha    (131,  a)    OE  =^2  — b^^  In  conseguen- 
za, la  (21  dà  (131,  a)   PE X  PF  =:~Pd^ -  OE' =^0' +^0U^ - r 

=  pu'-  f. 

b)  La  (a  dimostra  che,  se  r  è  una  retta  situata  nel  pi'W» 
di  un  cerchio  t}^,  la  potenza  delV  involuzione  4,.  è  uguale  alla 
potenza  rispetto  a  ^  del  punto  centrale  0  di  t};,.,  ma  di  segno 
contrario, 

e)  Se  nel  fascio  di  raggi  (?7,  e)  si  considera  T  involuziono 
circolare  J^ ,  questa  rappresenta  una  coppia  di  rette  immagina- 
rie ,  che  passano  per  i  punti  ciclici  di  g  ,  e  che  hanno  il  solo 
punto  reale  U  (cerchio  degenere):  e  noi  perciò  possiamo  con- 
siderare il  punto  U  (pensato  insieme  all'  involuzione  suddetta 
come  un  cerchio  di  centro  U  e  di  raggio  nullo  [cerchio  nullo 
iU)]. 


(')  Secondo  che  P  ò  esterno  a  4-»  o  intorno  a  I  »  o  giace  sopra  |,  la 
potenza  di  P  rispetto  a  4.  sarà  quindi  uguale  al  quadrato  della  tan^'^ntc 
condotta  da  P  a  4-)  o  a  —  il  quadrato  della  semicorda  di  4-  _L  i^^  -^  ^^ 
UP,  o  sarà  nulla. 
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Ora,  due  raggi  coniugati  di  J^  (e  perciò  ortogonali)  segano  una 
rotta  r  di  a  in  punti  if,iTi'  coniugati  neirinvoluzione  rJ^,  la  quale 
ha  per  punto  centrale  la  proiezione  ortogonale    0   di  U  sopra 

r;  e  perciò  è  OMxOM^  =•  —  OU^  .   In  conseguenza,   indican- 
do con  E ,  F  i  punti  doppi  (immagìnarii)  dell'  involuzione  rì^ , 

si  avrà  OE"—  -OU  \  e  quindi,  indicando  con  P  un  punto  al  finito 


9 


di  r,  sarà  PExPF=  PÓ^  -OE   -  PO''  ^  OU^  =  PU\     Dunque  , 
i  teoremi  a)  ,  b)  reggono  anche  quando  ò  è  un  cerchio  nullo. 

d)  Se  R  è  un  punto  al  finito  nel  piano  a  di  un  cerchio  '^ 
dì  centro  U  e  di  raggio  p,  indicando  con  o  la  retta  RU,  che  è 
vno  dei  raggi  coniugati  ortogonali  o  ^  o'  delV ini^oluzione  di  raggi 
reciproci  c|/r  ,  e  con  m  ,  m'  due  raggi   coniugati    qualumpie   di 


rj 


ia  ,  il  prodotto  costante  (136,  e)  tgomtgom'  è  eguale  a  ^=r:^ 

liU"  —  5- 

Di  vero,  se  R  giace  sopra  e}/,  il  teorema  è  evidente;  perchè 
il  prodotto  tgomtgom^  è  sempre  infinito,    mentre  è  1W=  p. 

In  ogni  altro  caso  (^),  indicando  con  r  la  polare  di  Pj  sup- 
porremo che  m  bisechi  V  a  oo'\  e  (juindi^  essendo  il  polo  M  di 
m  V  intersezione  di  r  con  la  ±  condotta  da  L^ad  //i,  posto  orinOj 
si  ha  OM=OU,  PM=m'.  Ma,  essendo  7t  ,  O  coniugati  armonici 
rispetto  ai  punti  od;,  si  ha   UOXUR-f\  e  perciò  dalle  (21,  (22  sì 


^)iX\ii\\(i{Vòlya)  ROXRU -RU"  —  p-,T>\xm\VLQ>  è  tgomtgom'  =^tgorti* 

_0U_  OUxRU_        P^ 

~ RO  "  ROXRU"  Eu^'^p^' 

e)  Datij  in  un  piano  e,  due  cerchi  distinti  ^  ,  (p'  di  centri 
1: ,  U',  e  posto  UU'^  w  ,  u'h  ^  AAj  ,  ?ry  ^  A'A\  ,  27  /?(o^(;  rZ^i 
punti  di  G  r?i  uguale  potenza  rispetto  a  ^  ,  ^'  è  la  retta  r  _L  alla 
retta  u  ne?  ininto  centrale  delV Involuzione  jAA^  ,  A'A\I;  e  ì  due 
rcrrhi  hanno  in  comune  con  r  una  stessa  coppia  di  p> unti  (reale 
0  immaginaria).  In  conseguenza,  se  '^  ,  ^'  si  segano  in  due  punti 


Cj  Quando  R   è  estorno  a  I,  e   quindi  Tinvoluzione  Jr  ha   per  raggi 
«lopi>i  le  tangenti  (reali)  e,  /"condotte  da  i?  a  1,  si  ha   fr/omfg  om'  —  ty-  oe; 

e  questo  quadrato  è  evidentemente  uguale  a —  • 
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H ,  H'  (p  8i  toccano  in  H),  r  coincide  con  la  retta  HII'  {o  con 
la  tangente  comune  in  H)^  e  se  i  due  cerchi  sono  concentrici, 
r  è  la  retta  alV  infinito  di  o. 

La  retta  r  si  chiama  asse  radicale  di  ^^ ,  4^'. 

In  fatti,  se  P  è  un  punto  al  finito  del  luogo  richiesto,  iiidi- 
dicando  con  0  la  proiezione  ortogonale   di  P  sopra  u ,  e  con 

p  ,  p'  i  raggi  di  if  ,  ò',  dev'  essere  PU^-  p^  =  PU^^  -  p'- ,   ossia 

successivamente   P0^+ ÓI/^- p^  =  po%  oZf'^-p'*  ,  Ol7*-p-^ 

OTT'^  -  p'2 ,  OAX  OA^  =  OA^  X  0A\',  e  viceversa. 

Inoltre,  0  è  il  comune  punto  centrale  delle  involuzioni  6^, 
ò\ ,  mentre  le  potenze  di  queste  involuzioni  sono  uguali,  per- 
chè uguali  rispettivamente  [b)]  a  —OAXOA^ ,  —  OA'  X  0A\,  Dun- 
que le  involuzioni  à^,  ^'^  coincidono,  ossia  ^  ,  ^'  hanno  in  co- 
mune con  r  una  stessa  coppia  di  punti  (^). 

È  chiaro  poi  che  il  teorema  regge,  anche  quando  uno  dei 
due  dati  cerchi  è  nullo,  o  cjuando  sono  nulli  amendue. 

f)  Chiamando  coassiali  più  cerchi  che  hanno  a  due  a  due 
lo  stesso  asse  radicale,  si  osservi  ora  che,  se  un  altro  cerchio 
^"  di  a  è  tale  che  i  punti  tc^''  sono  coniugati  neir  involuzione 
\AA^^ ,  A'A\\j  i  tre  cerchi  4  ,  t|^' ,  '|"  sono  coassiali;  e  quindi  due 
cerchi  ^  y^'  di  un  piano  o  definiscono  il  sistema  degli  infiniti 
cerchi  coassiali  con  ^  ,  tj;'. 

g)  Ogni  retta  s  del  piano  di  due  cerchi  4  ?  4^'  ^^9^  V  asse 
radicale  r  di  questi  cerchi  nel  punto  centrale  S  dell'involu- 
zione |si,s']/'|;  e  se  4"  è  un  terzo  cerchio  coassiale  con  i^,  i^\  sarà 
S',j^"  una  coppia  di  punti  coniugati  nelV  involuzione  stessa:  per- 
chè le  potenze  di  S  rispetto  alle  coppie  di  punti  s^ ,  s^' ,  «'7'? 
essendo  le  potenze  di  S  rispetto  a  à  ,  ^\  (J/",  sono  uguali. 

li)  Dati  tre  cerchi  ^  ,  ^y  j  y,  appartenenti  ad  un  piano  ^ 
ma  non  coassiali,  gli  assi  radicali  di  questi  cerchi j  considerafi 
a  due  a  due ,  concorrono  in  uno  stesso  punto ,  che  si  chiama 
centro  radicale  di  i^  y^  y  y\ 


(*)  Dunque,  due  cerchi  4-  »  4-'  ^'^  w?i  piano  or  hanno  sempre  4  punti  co- 
mu7ii  ,  cioè  %  punti  ciclici  di  <s  e  i  due  punti  (reali  e  distinti ,  coincidenti, 
0  iminafjinarii)  che  l  ,  I'  determinano  sul  loro  asse  radicale  ;  e  questi  nl- 
timi  due  punti  coincidono  coi  punti  ciclici  di  ci,  quando  i  due  cerchi  sotto 
concentrici. 
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U  (ossìa,  se  la  retta  congìiingentc  i  punti  reali  A  ,  A^,  comuni 
a  <{;  e  y  ,  passa  per  U,  nel  qual  caso  diremo  pure  che  y^  è  dia- 
metrale a  ^),  indicando  con  u  un  diametro  dì  i^j  e  posto  ud/=BB^, 
uy^LL, ,  se  si  costruisce  il  gruppo  armonico  BB|LL',  sarà  l^ 
il  simmetrico  di  L'  rispetto  ad  U.  E  viceversa,  se  sopra  un  din- 
metro  BB,  di  un  cerchio  ^  si  assumono  due  punti  L,L,  fa/i, 
che  il  coniugato  armonico  L'  delV  uno  L  rispetto  a  B ,  Bj  sin 
il  punto  simmetrico  rispetto  ad  U  delV  altro  L| ,  ogni  cerchi') 
/  del  piano  di  ^  ,  cJie  passa  per  L  ,  L, ,  segherà  ^  diametral- 
mente. 

Di  vero ,   se    /  sega  diametralmente    ^ ,    sarà  UB  =  UÀ  = 

--ULX  UL^  :  ma  ò  Ijb'-  ULxUI/:  dunque  sarà  UL^-^-UL'. 
L' inversa  si  dimostra  osservando  che,  se  /  sega  ^  nei  punti 
AjA^,  e  s'indichi  con  ^g  i^  secondo  punto  d'intersezione  della 
retta  UÀ  con  /,  si  ha  UAXUA^^.ULxUL^=-ULxUL'='-Vb' 
=  -  Ua^;  e  quindi  é  UA^  =  -  UÀ,  e  perciò  il  punto  A^  di  i  ap- 
partiene anche  a  ^,  ossia   coincide  con  A^  (^). 

n)  In  un  piano  o  sicno  dati  i  cerchi  (j' j  4^'  di  centri  V,  l  ' 
e  di  raggi  p ,  p',  e  sieno  AA^  ,  A'A\  due  diametri  ordiiuiia- 
mente  di  ?}/,  d'.  Se  per  gli  estremi  AA^A'A\  di  questi  diametri 
passa  un  ccrcliio  /,  il  cui  centro  s'indichi  con  L,  dovrà  essere 
Z7r-+  p^  =  LU'Ug'^^  (perchè  ciascuno  dei  membri  di  questa  c- 
guaglianza    esprime    il    quadrato    del    raggio    di   /) ,    d' oiule 

LU^—  p'--  LU'^—  p^',  e  viceversa. 

Dunque ,  i  centri  dei  cerchi,  che  segano  diametralmente  due 
cerchi  4  ,  4^'  di  un  piano  a,  giacciono  sulV  asse  radicale  di  due 

alt*! 

altri  cerchi  (J^,  ,  'Vi  ;  concentrici  rispettivamente  con  ^  ,  ^   et  m 
raggi  sono  ordinatamente  quelli  di  ^S  ^• 

o)  È  facile  vedere  similmente  che,  se  U  ,  U'  sono  i  centri 
dei  cercìii  ^  ,  6'  di  un  piano  a,  e  p  ,  p'  t  rispettivi  raggi j  i  cen- 
tri dei  cerchi,  che  segano  V  uno  ò  diametralmente  e  V  altro  u 
ortogonalmente ,  giacciono  sulV  asse  radicale  del  cerchio  nullo 
(U)  e  del  cerchio  (U')  che  ha  per  raggio  V  ipotenusa  di  un  ? 
rettangolo  di  cateti  p  ,  p'. 

(1)  Questo  teorema  si  dimostra  puro  osservando  che  il  prodotto  del- 
l' involuzione  J  =  BB,  per  la  simmetria  rispetto  al  centro  U  di  I  f 
(GG,  ò,  2.0  0  e,  l.**j  rinvoluzione  ì=\BB^  ,  C7"oo  |. 
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p)  Una  retta  qualunque  r  del  piano  o  di  un  cerchio  ^  e 
la  retta  all'  inlinito  r^  di  a  costituiscono  un  circolo  degenere 
(perchè  r^  contiene  i  punti  ciclici  di  e);  ma  suole  spesso  dirsi 
che  la  retta  r  è  un  cerchio  di  raggio  infinito ,  il  cui  centro  è 
air  infinito  in  direzione  J_  ad  r  (^). 

Ora,  poiché  una  trasversale  qualunque  8  sega  i  e  la  coppia 
di  rette  rr^  in  due  coppie  di  punti  che  individuano  una  invo- 
luzione, della  quale  però  il  contro,  quale  che  sia  s ,  è  sempre 
il  punto  sr ,  suole  dirsi  [g)]  che  T  asse  radicale  di  ò  ed  r  è  la 
retta  r. 

Inoltre,  se  L  è  un  punto  di  r  esterno  a  cp,  e  si  costruisce  il 
cerchio  y  ortogonale  (o  diametrale)  a  tj;  e  di  centro  L,  y  sega 
il  cerchio  rr^  ortogonalmente  (perchè  nei  punti  ly  le  tangenti 
sono  _L  ad  r)  e  diametralmente  (perchè  la  retta  congiungente 
i  punti  r^y^  è  la  retta  7*^  che  passa  pel  centro  del  cerchio  rr^). 

In  fine,  se  in  o  sono  dati  un  cerchio  'i  e  due  rette  r,r'y  di- 
remo che  il  punto  rr*  è  il  centro  radicale  di  6,  ?•,  r';  perchè,  quando 
il  punto  rr'  è  esterno  a  ^,  il  cerchio  ortogonale  a  ^  e  di  centro 
rr'  sega  pure  ortogonalmente  r^ed  r\ 

q)  Da  quanto  si  è  detto  in  questo  numero  segue  un'  im- 
mediata soluzione  del  problema:  dati  tre  cerchi  di  un  piano  a, 
costruire  un  quarto  cerchio  che  sia  ortogonale,  o  diametrale,  ai 
tre  dati,  o  che  sia  ortogonale  (o  diametrale)  a  due  di  essi  e 
diametrale  (o  ortogonale)  al  terzo. 

r)  Però,  se  alcuni  dei  cerchi  dati  sono  nulli,  sarà  utile  te- 
ner conto  dei  teoremi  contenuti  in  m)  e  nel  n.o  130,  e). 

Cosi,  p.  e.,  se  in  un  piano  o  sono  dati  due  cerchi  ^  j  ^'  di 
centri  U ,  U'  ed  un  punto  I/,  costruendo  i  punti  L' ,  J/',  reci- 
proci di  L  rispetto  a  (|/ ,  ^'  e  situati  ordinatamente  sulle  rette 
LU,  LU\  e  i  gruppi  armonici  UcoL'L^f  U'cc  M' M^,  dei  cerchi 
LL'M\  LL^M^,  LL'M^fLL^M'  (che  passano  tutti  pel  dato  punto 
L  )  il  primo   è   ortogonale  ai  due   cerchi   ^  ,  ^' ,   il  secondo  è 


(*)  Perchè ,  se  si  hanno  due  punti  fissi  A  ,  B  eà  un  punto  variabilo 
C  di  un  piano  a ,  quando  C  tende  ad  allinearsi  con  A^  B,  il  contro  del 
cerchio  ABC  si  allontanerà  indefinitamente  sulla  JL  alla  retta  AB  nel 
punto  naedio  del  segmento  AB. 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  42* 
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diametrale  ad  essi,  il  terzo  è  ortogonale  k^  e  diametrale  a  4', 
le  il  quarto  è  diametrale  a  «j;  ed  ortogonale  a  ^\ 

141.  a)  Se  un  quadrangolo  semplice  ABA'C  è  iscritto  in  tina 
conica  C3,  il  prodotto  delle  distanze  di  un  punto  variabile  M 
di  zs  dà  due  lati  opposti  AB  ,  A'C,  diviso  pel  prodotto  delle  di- 
stanze dello  stesso  punto  dagli  altri  due  lati  AC  ,  A'B,  è  un  nu- 
mero costante  in  valore  e  segno,  E  viceversa^  dato  un  quadran- 
golo semplice  ABA'C  di  un  piano  o,  il  luogo  dei  punti  M  di  a 
che  verificano  la  relazione  (M,AB)(M,A'C)  :  (M,  AC)(M,A'B)=X(a, 
dove  "k  è  un  numero  dato  in  valore  e  segno j  è  una  conica  cir- 
coscritta ad  ABA'C  (^). 

Di  vero,  le  rette  che  proiettano  da,  A  ^  A'  un  punto  variabile 
JLT  di  C3  generano  una  proiettività  di  raggi  ;   ed  un'  equazione 

di  questa   proiettività  è  (  136  ,  6  )   ^en  O^if  "  ^en  C^'if    ^=' ' 

,     sen  BAD     senBA'D       ^^  .  ^^      ^  ,  *    ^;  -  uo 

con  /= :  ^   ,^  ,  Bel>  è  un  altro  dato  punto  di  o.  Ma, 

sen  CAD      senCA'D 

supponendo  che  le  distanze  {M,  AB)  ,{My  AC)  di  If  dalle  rette 
AByAC  si  considerino  di  segni  contrarli  solo  quando  Jf  giace 
neir  A  BAC  minore  di  un  A  piatto  o  nel  suo  opposto  al  ver- 
tice, si  ha  senBAM  :  senC^M=  (3/,  AB)  :{M,AC)',e  similmente 
si  ha  sen  BA'M  :  sen  CA'M=  (M,  A'B)  :  (itf ,  A'C).  Dunque,  sosti- 
tuendo nella  (f ,  si  ottiene  {M,  AB){M,  A'C)  :  (3f,  AC){M,  A'B)^\. 
Viceversa,  se  per  ipotesi  regge  la  (a,  da  essa  si  deduce  la 
(P  -,  e  perciò  il  luogo  del  punto  M  è  una  conica  circoscritta  ad 
ABA'C.  Inoltre^  se  si  suppone  che  AD  sia  la  bisettrice  dell' A 
BACj    sarà  (133, /")  sen^^Z)  :  senC^D  =  - 1  j    d'  onde   si  trae 

»_  X  =  !£!L^^  .  e  quindi,  costruendo  (133,  f)  la  retta  A'D,  si  ot- 
^QnBA'D 

terrà  il  quinto  punto  D  di  questa  conica,   che  basterà  ad  indi- 
viduarla, 

h)  Il  ragionamento  fatto  in  a)  regge  anche  quando  è  Cfe-^; 
e  quando  è  C=^,I^  =  ^':  sicché  si  ottengono  i  seguenti  teo- 
remi. 

1.0  Se  un  V  AA'B  è  iscritto  in  una  conica   a,    il  prodotti) 


(')  Questo  teorema  è  attribuito  da  Chaslea  a  Pappo, 
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C3  relativo  al  diametro  ti ,  e  si  chiama  semplicemente  parame- 
tro di  c3,  se  w  è  Tasso  di  questa  parabola. 

g)  Se  aba'c  è  un  quadrilatero  semplice  circoscritto  ad  una 
conica  Z3,  il  prodotto  delle  distanze  di  una  tangente  variabile 
m  di  C3  da  due  vertici  opposti  ab,a'c  è  in  rapporto  costante  al 
jìrodotto  delle  distanze  della  stessa  tangente  dagli  altri  due  ver- 
tici ac  ,  a'b  ;  e  viceversa. 

La  dimostrazione  è  analoga  a  quella  data  in  a),  considerando 
le  punteggiate  proiettive  che  m  genera  sopra  a^a^ 

?i)  Si  deducano  i  teoremi  analoghi  a  quelli  riportati  in  b),c),d). 

142.  Andiamo  ora  a  fare  qualche  altra  applicazione  delle 
teorie  svolte  in  questo  §. 

a)  Se  un  V  variabile  ABB',  rettangolo  in  A  ed  iscritto  in 
una  conica  C3,  rota  intorno  al  vertice  fisso  A,  T ipotenusa  BB' 
roterà  intorno  ad  un  punto  fisso  S  della  normale  n  in  A  (*). 

Di  vero,  poiché  le  rette  AB  ,  AB'  generano  un'  involuzione 
circolare ,  i  punti  B ,  B'  descriveranno  un'  involuzione  conica 
(c3)  :  e  il  centro  di  (e;),  pel  quale  deve  passare  (117,  f)  l'ipo- 
tenusa BB' ,  è  un  punto  S  di  n  ;  perchè,  posto  ne  =  -4.4', 
quando  la  retta  AB  coincide  con  la  tangente  in  -4,  la  retta 
AB'  coinciderà  con  n  ,  e  quindi  AA'  sarà  una  posizione  di  BD'. 

Se  a  è  un  cerchio,  il  suo  centro  è  il  punto  aS^;  e  se  c3  è  un'  i- 
perbole  equilatera^  ^S'  è  (Ofi  ,  e)  il  punto  air  infinito  di  n. 

Se  r  A  BAB'  di  un  y  variabile  BAB'  iscritto  in  una  conica  s 
è  sempre  bisecato  da  una  retta  fissa  r  (normale  a  C3  in  .4  o  pur 
no),  quale  sarà  il  punto  fisso  intorno  a  cui  roterà  la  retta />/?"' 

b)  Se  la  tangente  s  in  un  punto  S  di  una  conica  z:  ì'  ?? 
sostegno  di  un  involuzione  di  j^^fiiti  ì ,  e  da  due  punti  varia- 
bill  L  ,  L'  coniugati  in  J  si  conducono  alla  conica  le  seconde 
tantji'uti  1 ,  r,  i  cui  punti  di  contatto  sieno  L^  ,  L\  ,  il  luogn  dd 
punto  11'  è  (come  risulta  dalla  nota  a  pag.  274  e  dal  n.o  117,  e,/) 
una  retta  u,  die  p)assa  evidentemente  pel  coniugato  S'  di  S  in 
J,  mentre  la  inetta  LiL',  inviluppa  il  polo  U  di  u  rispetto  a  e 


(')  Teorema  dovuto  a  Frégler. — E  noi  chiameremo  S  punto  Fréglcr  re- 
lativo al  2^f(Jito  A  di  «?. 
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In  particolare  si  ha  quanto  segue. 

l.o  II  luogo  dei  vertici  degli  A  retti  circoscritti  ad  una  pa- 
rabola C3  di  asse  v  è  una  retta  u  J_  a  v,  mentre  le  corde  di  con- 
tatto inviluppano  il  punto  U  simmetrico  del  punto  uv  rispetto 
al  vertice  della  parabola. 

Poiché,  in  questo  caso ,  «  è  la  retta  air  infinito  del  piano  o 
di  C3,  mentre  J  rappresenta  i  punti  ciclici  di  e;  e  quindi  S^  è 
il  punto  airinflnito  di  e  in  direzione  j_  a  v. — Il  resto  è  evidente. 
2.0  Siccome  poi  i  lati  ahc  di  un  trilatero  e  la  retta  air  infi- 
nito del  suo  piano  costituiscono  un  quadrilatero  tale  clie^  pro- 
iettando le  sue  tre  coppie  di  vertici  opposti  dal  punto  //delle 
altezze  del  trilatero  abc ,  si  hanno  tre  coppie  di  raggi  coniu- 
rrati  in  una  involuzione  circolare  J^;  e  siccome,  se  ahc  sono  tan- 
genti ad  una  parabola  C3,  le  tangenti  a  C3  condotte  per  //  sono 
(16,  a)  raggi  coniugati  in  J^ ,  ne  segue  [l.o]  che,  il  punto  delle 
altezze  di  un  trilatero  circoscritto  ad  una  parabola  C3  giace  so- 
pra quella  retta  che  è  il  luogo  dei  vertici  degli  a  retti  circo- 
scritti a  C3  (^). 

3.0  II  luogo  del  vertice  A  di  un  sj  isoscele  variabile  ABC, 
circoscritto  ad  una  parabola  C3  e  che  ha  la  base  BC  sulla  tan- 
gente a  in  un  dato  punto  A'  di  zz  ^  è  una  retta  u  che  passa 
j)er  A'  e  pel  punto  di  contatto  di  C3  con  la  tangente  a'  _|_  arf  a 
{e  quindi  passa  pel  polo  del  luogo  dei  vertici  degli  A  retti  cir- 
coscritti a  C3). 

Di  vero,  le  rette  m,  m',  condotte  parallelamente  ad  AB,  AC 
pel  punto  A',  generano  un'  involuzione  simmetrica  (^4')  che  ha  per 
raggi  doppi  la  retta  a  e  la  normale  w  di  C3  in  A'-^  e  quindi  AB^AC 
sono  tangenti  di  C3  che  passano  per  punti  coniugati  nell'  invo- 
luzione secondo  cui  {A')  è  sezionata  dalla  tangente  all'  infinito 
s^  di  C3,  e  perciò  il  luogo  di  ^  è  una  retta  u.  Inoltre,  sicco- 
me i  punti  air  infinito  di  a  e  di  ii  sono  i  punti  doppi  A.^  ,  N.^ 
dell'  involuzione  s^{A') ,  la  retta  u  passerà  pel  punto  di  con- 
tatto di  a  (che  è  il  punto  d' intersezione  della  coppia  aa  delle 
seconde  tangenti  condotte  per  A^)  e  pel  punto  di  contatto  di  a\ 


(*>  Di  qni  si  deduce  un'altra  dimostrazione  del  teorema  contenuto 
neir  es.  2  a  pag.  84:  poiché  un  quadrilatero  piano  ahcd  individua  la 
parabola  iscritta  in  esso. 
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4.0  È  facile  pure  vedere  che,  il  vertice  A  di  un  7  varia- 
bile ,ABC  circoscrìtto  ad  una  conica  a ,  la  cui  base  BC  giace 
sopra  una  data  tangente  s  di  a  ed  è  bisecata  dal  punto  di  con- 
tatto S  di  8  f  è  il  diametro  di  a  che  passa  per  S ,  mentre  la 
retta  congiungente  i  punti  di  contatto  di  AB  ,  AC  è  \\  ad  s, 

e)  In  un'iperbole  n ,  gli  assintoti  t ,  t,  formano  con  una 
tangente  variabile  un  V  di  area  costante. 

In  fatti,  posto  (fig.  84.«)  tt^  ^  0,  i  punti  N ,  N^,  nei  quali  la 
tangente  variabile  sega  tyl^y  generano  (81,  a)  due  punteggiate 
proiettive,  che  hanno  0  per  comune  punto  limite.  In  conse- 
guenza (129,  a),  iJ  prodotto  dei  segmenti  ONyON^^  è  costante, 
al  variare  della  tangente;  e  quindi,  come  è  noto  dalla  geome- 
tria elementare,  è  anche  costante  Tarea  del  v  ONN^ ,  il  cui  A 
in  0  non  varia. 

Si  enuncii  e  si  dimostri  il  teorema  inverso. 

d)  Indicando  ora  con  A  (fìg.  81,»)  il  punto  dì  contatto  del- 
l' iperbole  us  con  la  tangente  NN^ ,  è  A  (93,  e,  2.o)  il  punto  me- 
dio di  NN^  ;  e  costruito  il  D  OANA',  è  (103,  d)  OA'  il  semìdia- 
metro  ideale  coniugato  al  semidiametro  reale  OA  :  ma  questo 
D  è  costante,  perchè  equivalente  al  V  ONN^  :  dunque,  in  un'i- 
perbole C3,  il  D  formato  sopra  due  semidiametri  coniugati  ha 
un'  area  costante]  e  quindi  è  equivalente  al  rettangolo  formalo 
sui  semiassi  di  C3. 

e)  In  un'  iperbole  C3 ,  la  differenza  tra  il  quadrato  di  un 
scììiidiametro  reale  OA  e  quello  del  suo  semidiametro  coniugato 
ideale  OA'  è  costante  ;  e  quindi  è  uguale  alla  differenza  tra  il 
quadrato  del  semiasse  reale  e  quello  del  semiasse  ideale. 

Di  vero,  posto  (fig.  84.*)  AA^-t^P,  e  proiettando  A  ortoofo- 
nalmente  in  Q  sopra  t,  sarà  OP  =  PN'^  e  i  v  OAP ,  PAN  danno 
'OT^ÓV  ^-~PÀ\20PXP(Ì  ,  ÒI^*=  AN^^PN""  -h/M*-  2PNXPQ' 

Sicché  si   ottiene  OÌ^- ÓT'^=40PXPQ  =  40PxP^X~  .  Ma, 

I  A 

variando  A^  il  prodotto   OPX  PA   è   costante   (^)   (perchè  prò- 


(*)  Posto  OP  =  x^PA=zy,  si  ha  in  a?y=  costante  V  equazione  dell'i- 
perbole ttf ,  riferita  ai  suoi  assintoti  come  assi  delle  coordinate;  e  se 
A  ,  p  sono  i  semiassi  reale  ed  ideale  di  «r ,  è  facile  vedere  che  questa 
costante  (  la   quale  si  chiama  potenza  dell*  iperbole  «f  )    è    espressa  da 


{ («'  +  p')- 
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porzionale  all'  area  costante  del  d  0ANA%  ed  è  anche  costante 
il  rapporto  PQ  :  PA  (perchè  nel  y  AQP,  rettangolo  in  Q,  è  co- 
stante r  A  APQ).  Dunque  OA^-^OA'^  è  costante  (*). 

f)  Il  luogo  dei  vertici  degli  a  retti  circoscritti  ad  un*  el- 
lisse C3  è  un  circolo  ^  ,  che  ha  per  centro  il  centro  0  di  n  e 
per  raggio  l'ipotenusa  di  un  y  rettangolo  i  cui  cateti  sono  i 
semiassi  di  C3. 

Indicando  con  J;  il  circolo  circoscritto  al  rettangolo  costituito 
dalle  tangenti  nei  4  vertici  dell'  ellisse  (  e  <p  avrà  evidente- 
mente il  suo  centro  in  0),  le  tangenti  a  q,  condotte  da  un  punto 
qualunque  P  di  ^,  sono  reali  e  _L  tra  loro,  perchè  (95,  a)  raggi 
coniugati  nell'  involuzione  circolare  che  proietta  da  P  le  cop- 
pie di  vertici  opposti  di  questo  rettangolo.  Inoltre,  due  tangenti 
ortogonali  m  ,  ?w'  di  a  non  possono  segarsi  in  un  punto  mm'=Q 
non  appartenente  a  «|/:  poiché  una  qualunque  di  esse,  p.  e,  m,  se- 
cherebbe 4*  in  due  punti  reali  B,8,  e  le  seconde  tangenti  a  C3,  con- 
dotte per  E ,  S,  sarebbero  _L  ad  m,  e  quindi  1|  ad  m';  assurdo. 

g)  Se  V  A  2(0  degli  assintoti  t ,  t^  di  un* iperbole  a  è  acuto , 
il  luogo  dei  vertici  degli  a  retti  circoscritti  a  u  è  un  cerchio 
^  concentrico  a  zi\e  questo  cerchio  ha  per  raggio  il  cateto  di  un 
V  rettangolo,  del  quale  l'altro  cateto  e  V  ipotenusa  sono  ordinata- 
mente il  semiasse  ideale  e  il  semiasse  reale  di  e 


{})  Abbiamo  supposto  nella  figura  che  V  A  NON^  degli  assintoti  sia 
acuto;  perciò  è  [nota  C)  a  pag.219J  OA>OA':  ma,  se  questo  A  fosse  ottuso, 
sarebbe  OA'  >  OA',  e  si  dimostrerebbe  sempre  allo  stesso  modo  che  la 

ditferenza  OA'  —  OA    è  costante.  —  Se,  in  fine,  1'  A  NON^^  è  retto,  si  ha 

OA  =  OA'  ;  e  perciò   la  differenza  OA    —  OA'    è  costantemente  nulla. 

Si  osservi  ancora  che,  indicando  con  a  la  retta  0A\  la  involuzione  di 
punti  reciproci  «Tu',  che  V  iperbole  «f  determina  sopra  o',  ha  0  per  punto 

— —  a 

centrale  e  —  OA     per  potenza  ;  e  poiché  ,  indicando  con  E ,  F  i  punti 

doppi  immaginarii   di    «r^. ,   è  (131,  a  )  OE^='oP=z-^OÀ^,  l'espressio- 

ne  —  OA'  8Ì  chiama  quadrato  del  semidiametro  immaginario  che  fH  deter- 
mina in  a'.  Ciò  posto,  il  teorema  ora  enunciato  nel  testo  può  enunciarsi 
pure  dicendo,  in  ogni  iperbole  ,  la  somma  dei  quadrati  di  due  suoi  sevii' 
(liamelri  coniugati  è  eostante ,  ed  è  quindi  uguale  alla  somma  dei  qua- 
drati  dei  suoi  semiassi. 
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Se  V  A  2w  é  retto y  il  cerchio  ò  si  riduce  al  suo  centro  tt^^O; 
ma  se  V  a  2(o  è  ottuso,  non  esiste  alcun  A  retto  circoscritto  al- 
l'iperbole  C3. 

Si  osservi  dapprima  che ,  se  Z'  è  una  retta  di  0  compresa 
neir  A  tt^  che  non  contiene  l'iperbole  C3^  e  solo  allora,  il  diametro 
l  coniugato  ad  V  segherà  C3  in  due  punti  reali;  ed  in  questi  le 
tangenti  sono  ||  ad  l\  In  conseguenza,  se  possono  condursi  nel- 
r  A  supplementare  di  2co  due  diametri  r,m'  _L  tra  loro  (ossia  se 
Fa  2w  è  acuto),  e  solo  allora,  i  diametri  i,m,  coniugati  di  l\ìu\ 
segheranno  a  nelle  coppie  Iz:  ,  ?nc3  di  punti  reali,  e  le  tangeiiri 
in  questi  punti  costituiranno  un  rettangolo  circoscritto  a  c3.  E 
da  ciò   segue  già  la  seconda  parte  del  teorema. 

Quando  poi  Y  a  2to  è  acuto,  si  vedrà,  come  in  /"),  che,  costruito 
un  rettangolo  circoscritto  a  C3,  il  circolo  i^  circoscritto  a  que- 
sto rettangolo  ha  per  centro  il  centro  fij  ^  O  di  C3 ,  ed  è  il 
luogo  dei  vertici  degli  a  retti  circoscritti  a  c3.  Inoltre,  indi- 
cando con  Q  il  punto  di  contatto  dell'  iperbole  C3  con  una  q 
delle  due  tangenti  _L  a  ^,  e  posto  qt^P,  sarà  OP  un  raggio  del 

cerchio  ^:  ma  è  6P^=  OQ^-  PQ^  e  PQ  è  la  lunghezza  del  s«'- 
midiametro  ideale  coniugato  al  semidiametro  reale  OQ  di  e:: 
dunque,  indicando  con  a  il  semiasse  reale  di  C3  e  con  p  il  se- 
miasse ideale ,  sarà  [e)]  OP  =  a*  -  ^^, 

h)  Se  a,  a^  soìio  due  tangenti  \\  di  una  conica  zs  a  centro  0, 
i  cui  punti  di  contatto  A ,  A^  sono  quindi  i  vertici  di  un  dia- 
metro di  zs,  il  prodotto  dei  segmenti  AL  ,  A^Lj ,  determinati  so- 
pra a  ,  a,  da  una  tangente  variabile  1  (o  da  due  diametri  con- 
iugati variabili),  è  costante. 

Di  vero,  è  noto  (99,a,  b)  che,  se  LL^  è  una  tangente  l  di  e 
le  rette  indefinite  OL ,  OL^  sono  due  diametri  coniugati;  e  vi- 
ceversa. Ora,  al  variare  della  tangente  l,  ì  punti  L  ,  Lj  descri- 
vono due  punteggiate  proiettive ,  che  hanno  A  ,  ^4,  per  punti 
limiti  ;   e  perciò    (  129,  a  )    il    prodotto   AL  X  A^L^    è  costolute. 

Si  osservi  poi  che,  se  OB  è  il  semidiametro  {reale  o  idtak; 
coniugato  al  semidiametro  reale  OA,  quando  C5  è  un'  ellisse,  h 
tangente  in  B  determina  sopra  «,«1  i  segmenti  AMyA^M^  equi- 
pollenti ad  0B\  mentre,  se  C3  è  un'  iperbole ,  un  suo  assiiiton^ 
determina  sopra  a  ,  a^  i  segmenti  AN ,  A^N^^  uguali  ad  OB^  ma 
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di  C3.  —  Conoscendo  poi  OC,  si  può  costruire  il  semiasse  ideale 
in  più  modi. 

m)  Nel  n.o  124,  a)  si  può  supporre  che  il  sostegno  Uj  vada 
air  infinito ,  ossia  si  può  supporre  che  {u^  sia  la  sezione  di 
un'involuzione  di  raggi  (C/j)  con  la  retta  air  infinito.  Allora, 
la  retta  h  si  otterrà  conducendo  pel  punto  centrale  0  dell'in- 
voluzione {u)  la  11  al  raggio  di  {U^)  coniugato  di  quello  che 
passa  pel  punto  airinfinito  di  u\  e  la  soluzione  indicata  nel  n.^ 
124,  a)  non  muta. 

Così,  p.  e.,  se  si  vuole  costruire  il  cerchio  i^ ,  conoscendone 
un  punto  reale  A  ed  un'  involuzione  ellittica  (w)  di  punti  reci- 
proci, pel  punto  centrale  0  di  (n)  si  condurrà  nel  piano  uA 
la  X  '^  ad  u\  indi,  se  h  non  passa  per  A,  costniendo  i  raggi  coniu- 
gati ortogonali  ^,jp'  dell'involuzione  A{ii\  ì-pxnxti pk=:fì,p'h=C 
daranno  in  BC  un  diametro  di  ^.  Se  in  vece  h  passa  per  A, 
conducendo  per  A  una  retta  arbitraria  l  che  seghi  w  in  L ,  e 
costruendo  il  coniugato  L'  di  L  in  (w),  se  si  tira  per  L'  la  J_ 
V  ad  Z,  i  punti  Vh^B  jlV^C  apparterranno  a  ^^  ed  AB  sarà 
un  suo  diametro. 

n)  Dato  il  semidiametro  ideale  OA^  di  un'  iperbole  C3 ,  e 
date  due  coppie  hV  ,cc'  di  diametri  coniugati  in  C3  (il  che  im- 
porta che  le  coppie  &b'  ,  ce'  non  si  debbono  separare)^  costruire 
il  semidiametro  reale  OA  coniugato  ad  0A\ 

Si  costruiscano  i  raggi  doppi  dell'  involuzione  J  =  ]66' ,  cc\ 
-ossia  gli  assintoti  t,ty  di  a— e  il  coniugato  a  di  OA^  in  J:  con- 
ducendo per  A'  la  retta  «|1  a  fj  ,  e  posto  st^N',  il  simmetrico 
dì  A'  rispetto  ad  N  sarà  (103,  d)  il  punto  A. 

o)  Siccome,  indicando  con  ì^ef  un'involuzione  in  un  fa- 
scio di  raggi  di  centro  S  al  finito,  se  J  è  iperbolica,  i  ra^^gi 
coniugati  ortogonali  o ,  o'  di  J  sono  le  bisettrici  degli  a  tor- 
mati  da  e,/"",  e  siccome  ^  sia  J  iperbolica  o  ellittica ^  si  ha 
sempre  tg^oe-tg^ofytg^o'e  =  tg^o^fj  quando  J  è  ellittica  diremo 
pure  che  i  suoi  raggi  coniugati  ortogonali  o ,  o'  sono  le  biset- 
trici degli  A  formati  dalla  coppia  immaginaria  ef  dei  ragiri 
doppi  di  J. 

p)  Date  due  coppie  AA\  BB'  di  punti  coniugati  in  un'invo- 
luzione non  simmetrica  J  di  sostegno  w,  ed  assegnato  in  u  un 
punto  Cy  costruire  la  coppia  CC  dì  J  che  ha  C  per  punto  medio. 
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Cosi,  p.  e.,  si  ha  che  sono  proiettivi  i  fasci  di  raggi  che  pro- 
ottano una  delle  due  rette  w ,  it'  da  due  punti  arbitrarii  dol- 
r  altra ,  e  sono  proiettive  le  punteggiate  secondo  cui  le  rette 
di  uno  dei  due  punti  C7,  C/'  sono  segate  da  due  rette  arbitrarie 
deir  altro  (cfr.  79,  b). 

Così  ancora  si  ha  che  reggono  i  teoremi  dei  n.*  91,  a),  95,  a] 
[poiché  si  mutano  ordinatamente  in  quelli  dei  n.»  44,  b)  e  59,  a  ] 
e  i  teoremi  del  n.o  141  a),  g). 

EseroiBll. 

1.  Data,  nel  piano  e  di  un'  assegnata  conica  a,  una  proiettività 
di  punti  (m)  la  cui  involuzione  unita  rappresenti  i  punti  «a,  e 
dato  un  punto  L  di  o  non  appartenente  a  C3,  se  un  v  ^^^'^  ^^^'* 
in  guisa  che,  mantenendosi  sempre  iscritto  in  C3,  il  lato  SA  pa::»sa 
per  Lei  punti  SA-it^A^  ,  SA'-n=A\  si  corrispondono  in  («), 
le  coppie  di  punti  AA'  ,  A'S  generano  due  proiettività  coniche, 
delle  quali  la  prima  ha  u  per  asse  di  collineazione. 

Di  vero,  dal  n.o  119,  e)  si  ha  che  A  ,  A*  generano  una  proiet 
tività  (p)  di  asse  di  collineazione  u  :  mdL  A  ,  S  generano  V  invo- 

luzione  conica  J^  di  centro  L  :  dunque  il  prodotto  (p)'^\^=n  .•■ 

è  un'  altra  proiettività. 

E  si  noti  che,  se  si  indica  con  A"  il  punto  in  cui  la  retta  AA  ^ 
sega  di  nuovo  o,  i  punti  S  ,  A'^  si  corrisponderanno  (119,  e)  io 
(cs)  ;  e  quindi  A"  ,  A  si  corrisponderanno  in  (c3)"^l^. 

2.  Assegnato  nel  piano  a  di  un  circolo  4  un  punto  L  non  ap- 
partenente a  ^j  se  il  vertice  S  di  un  dato  a  aa'  iscritto  in  questo 
cerchio  ne  percorre  la  periferia,  mentre  il  lato  a  passa  per  L,  in- 
dicando con  A  ,  A'  i  punti  nei  quali  a  ,  a'  segano  di  nuovo  i/,  le 
coppie  di  punti  AA^  ,  SA'  generano  due  proiettività  coniche,  delle 
quali  la  prima  ha  per  punti  uniti  i  punti  ciclici  di  0. 

ABC  A' 

3.  Se   (c3)^  4'Rfnf  •  •  •  ^  ^^^^  proiettività   conica   di   asse  ai 

collineazione  w,  le  coppie  aa\  bb\  cc\  ...  di  tangenti  a  o  nelle 
coppie  di  punti  AA\  BD\  CC,  .  .  .  determinano  sopra  w  una  pro- 
iettività P,  che  ha  C3,^  per  involuzione  unita. 

In  fatti,  proiettando  una  coppia  qualunque  AA'  di  (w)  sopra  « 
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ottengono  aggiungendo  alla  cifra  1  le  combinazioni  a  due  a  due 

delle  altre  cifre  23456,  ma  poste  in  ordine  crescente  ;  e  se  al  di 

sotto  di  ciascuna  terna  si  scrivono  le  cifre   che   mancano,   poste 

pure    in    ordine    crescente ,    si    otterranno    le    dieci    proiettività 

123     124     125     126     134     135     136     145     146     156       . 
456  '  356  '  346  '  345  '  256  '  246  '  245  '  236  »  235  '  234  '  ^^^^^™ 

delle  quali  darà^  nel  modo  suindicato,  una  delle  dieci  coppie  di 
terne. 

e)  Considerando  poi  Tesagono  semplice  123456  (y,  la  cui  cor- 
rispondente   Pascal    ò    r  asse    di    collineazione  della  proiettività 

153 

49 fi  (5,  si  vedrà  che  con  le  sue  nove  diagonali  13, 14, 15, 24, 1^5, 

26,  35,  36,  46;  prese  come  lati,  si  possono  formare  tre  altri  soli 
esagoni  semplici  135264,  351426,  513642  (e  i  cui  vertici  sieno 
i  punti  123456  ;    e   le   Pascal   di   questi  esagoni  sono  gli  assi  di 

collineazione  delle  proiettività  90 ^  ,  4.-6»  «19  (^*  ^^^  queste  Pa- 
scal concorrono  in  uno  stesso  punto;  poiché  le  (^  si  mutano  nelle 
proiettività  del  n.o  77,  /) ,  mutando  in  esse  2,  4,  6  ordinatamente 
in  6,  2,  4,  e  perciò  sono  armoniche  ad  una  stessa  involuzione  (^). 
d)  Dunque  (a  ,  e),  le  sessanta  Pascal,  relative  ai  sessanta  esa- 
goni semplici  che  si  possono  formare  con  sei  punti  di  una  conica 
C3,  si  distrihuiscoìio  non  solo  in  venti  terne  concorrenti  in  veìUi 
punti  (Steiner),  che  sono  a  due  a  due  reciproci  a  C3,  ma  si  distri- 
buiscono ancora  in  sessanta  altre  terne  di  rette  concorrenti  in  ses- 
santa altri  punti  (Kirkman)  ;  e  ciascun  punto  Kirkman  può  ri- 
guardarsi come  associato  ad  una  data  Pascal  (cosi  p.  e.  il  punto 
Kirkman  dato  dalle  Pascal  degli  esagoni  (e  si  dirà  associato  alla 
Pascal  deir  esagono  (y. 

6.  Si  verifichi  (116,  m)  che  il  teorema  del  n.o  77,  ^),  quando 
123456  sono  punti  di  una  conica,  può  enunciarsi  dicendo  che,  i 
centri  delle  involuzioni  coniche  |  12  ,  45  ]  ,  |  23  ,  56  | ,  |  34 ,  61  ; 
appartengono  all'  asse  di    collineazione    della    proiettività  conica 

A(\9  (ossia  che  sono  allineati  i  punti  d' intersezione  dei  lati  op- 
posti dell'  esagono  semplice  123456)  ;  e  si  enuncii  il  teorema  die 


(})  Le  (9  appartengono  al  fascio  armonico  a  quello  definito  da 
questa  involuzione  e  dalla  (5. 
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La  proiettività  P,  definita  (129,  i)  dall'  equazioDe   ■— --  =  X  -y      (2, 

J>Jjd         A.  M 

dà  evidentemente  in  ciascuno  dei  suoi  punti  uniti  un  punto  che  ri- 
solve il  problema.  E  poiché  per  M'  ^  co  si  ha  X  =  AJ:  BJ^  que- 
sti punti  uniti  si  costruiranno  (121,  d)  mediante  le  tre  coppie 
Afì\  BA',  Jco  di  punti  corrispondenti. 

Il  problema  ha  in  generale  due  soluzioni. 

Altrimenti,  Dalla  relazione  (29  del  n.«  132  si  ha  che,  se  Del- 
l' involuzione  ì  ^  \  AA'  ,  BB'  \  esiste  un  punto  E  che  veritìca  la 
(a,  questa  sarà  verificata  anche  dal  coniugato  E'  di  E  in  i:  ma 

le  relazioni  (28  del  n.o  132  àkrmo  AExA'E:  BE>iB'E=AE:BE: 

1111 

dunque,  costruito  il  punto  E  in  guisa  che  sia   AE  :  BE  =  X ,  si 

1  1111 

costruiranno  i  punti  E  ,  E*  nel  modo  indicato  al  n.o  142,  o)  (^). 
11.  Dati  un  punto  8  al  finito  e  due  rette  m  ,  w'  di  un  piano  e 
non  appartenenti  ad  8j  ed  assegnati  in  «  ,  m'  rispettivamente  i 
punti  A  ,  J5',  condurre  per  8  una  retta  che  determini  i  segmenti 
AE  ,  B^E\  tali  che  AE  :  B^E*  sia  uguale  ad  un  dato  rapporto  /., 
o  AE  X  B'E'  sia  uguale  ad  un  dato  prodotto  pi  (*). 


Q)  Si  noti  che  la  prima  soluzione  del  problema  suppone  che  le 
coppie  di  punti  AA* ,  BB'  sieno  reali. 

Si  noti  ancora,  che  nel  problema  stesso  si  può  evidentemente 
supporre,  che  i  punti  di  una  coppia  coincidano.  Inoltre,  si  può  an- 
che supporre  che  uno  dei  quattro  punti  dati  sia  all'infinito:  poiché, 
se  M^C  f  M' ^  C  soddisfanno  alla    (P,    questa    può    scriversi 

sotto  la  forma — ^ =  •tt.X  -r^TTrr  X  A^C'i  e  se  è  ^'  all'  m- 

BM  BU      B'U 

AM  1 

finito,  diventa  --— -^  =  X'  -77^7;  (dove  è  X'  la  quarta   proporzionale 

BM  A^M'  ^ 

in  ordine  a  BC ,  AC,  'A'C') ,  ed  è  l'equazione   di   una  proietti- 
vita,  1  CUI  punti  uniti  JS  ,  F  danno    — ~— ; —  =  X'.- — ^ — • 

Come  si  applica  in  questo  caso  la  seconda  soluzione  da  noi  data, 
tenendo  conto  delle  (28'  del  n.o  132  ? 

(*)  Questi  due  problemi  della  sezione  di  ragione  e  della  seziona 
di  spazio,  cosi  denominati  da  Apollonio,  furono  trattati  da  lui  in 
due  opere,  divisa  ciascuna  in  2  libri,  e  contenenti  la  prima  181 
proposizioni  e  la  seconda  123. 
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12.  Dato  un  7  ABC,  iscrivoro  in  esso  un  rettangolo  equivalente 
ad  un  dato  quadrato. 

Supponiamo  che  il  rettangolo  richiesto  debba  avere  due  ver- 
tici sulla  retta  BC,  e  gli  altri  due  rispettivamente  sulle  rette  BX 
CA  ;  e  condotta  la  BD  J_  a  BC  ed  uguale  al  lato  del  dato  qua- 
drato ,  e  tagliata  sopra  BC  la  BM-^BD,  si  compia  il  quadrato 
MBDG.  Posto  DG'AB=M\  se  si  conduce  per  M  la  |!  ad  AB 
che  seghi  DG  in  li,  sarà  il  uBMHM^  equivalente  al  dato  qu^- 
drato.  Se  quindi  s'iscrive  nel  sjABCmi  D  equivalente  al  qB^^^^^^' 
e  tale  che  sia  B  uno  dei  due  vertici  situati  sopra  BC,  i  due  ver- 
tici situati  sopra  AB  ,  BC  saranno  due  vertici  del  richiesto  ret- 
tangolo. 

Ma,  per  tutti  i  DM^BM^Jli  di  comune  ^  ABC  ed  equivalenti 
al  UBMinV,  il  prodotto  BM^XBM\  dei  lati  che  comprendopo 
rA^i/>Cè  uguale  a  BMXBM',  ossia  è  costante;  e  perciò  J/j  ,3/'i 
generano  due  punteggiate  proiettive,  nelle  quali  si  corrispondono 
M,M\  In  conseguenza,  le  rette  M^1I\  ^M'II^  generano  due  fasci  pro- 
iettivi, che  hanno  MJl ,  jW li  per  raggi  corrispondenti,  e  i  punti 
M^II^'xiC^K^  ,  M\1T^'AC^^'\  generano  una  proiettività  P, 
nella  quale  si  corrispondono  i  punti  MII-  AC^N ,  M'II*  AC^::iS  . 
Dunque,  se  E  è  un  punto  unito  di  P,  sarà  E  un  vertice  di  uno 
dei  quattro  rettangoli,  che  in  generale   risolvono  il  problema. 

Or  siccome,  secondo  che  M^  (o  M\)  coincide  con  By  il  punto 
M'  (0  Af^)  va  all'infinito,  ne  segue  che  A,  C  sono  i  punti  limi'i 

di  P,  ossia  èP^^^    ^  tri  1  e   se   ne   sanno   costruire   i  puntili- 
'  co  C  A  '  ^ 

niti  (^). 

13.  Dato  un  punto  A  nelF  interno  di  un  cerchio  ^  di  centro  0, 
costruire  duo  punti  B  ,  C  dì  ^z  tali   che    gli    a  ABC,BCA  sieno 


problema  può  enunciarsi  dicendo:  condurre  per /S' una  trasversale, 
che  formi  con  « ,  m'  un  y  di  data  area  (cfr.  142,  e). 

(^)  Conducendo  poi  punto  medio  0  di  AC  la  |1  ad  ^7^,  che  se- 
ghi BC  in  Pj  e  tagliando  sopra  BA  il  segmento  BP*  tale  che  sia 
L:JXBM'  =^BPXBP\  la  parallela  a  BC,  condotta  per  F,  J^^'- 
gherà  AC  nel  punto  0'  corrispondente  ad  0  in  P;  e  quindi  (l'>0, 
f  )  il  cerchio  ,  che  ha  per  centro  0  e  per  raggio  la  media  i>i'0- 
porzionale  tra  00'  ed  OC,  segherà  AC  nei  punti  uniti  di  P. 


I 
• 
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Si  determini  quello  E  dei  punti  comuni  a  ò  ed  alla  retta  AO^u 
che  è  in  parte  opposta  ad  A  rispetto  ad  0  ,  e  si  costruiscano  i 
vertici  S  ,  Sj  del  diametro  di  ^  J_^  ad  u:  tildi  si  determinino  i  punti 
SE  •  ASi  ^  F  ,  FO  •  ESj  ^  G,  non  che  quello  H  dei  punti  comuni 
a  ^  ed  alla  retta  AG  che  è  in  parte  opposta  ad  A  rispetto  alla 
retta  SS^  ,  e  il  punto  u  •  SH  ^  D:  la  ±  in  D  ad  u  segherà  ò  mi 
richiesti  punti  B,  C  (^). 

14.  Per  un  punto  S,  assegnato  nel  piano  di  due  date  rette  u,h' 
non  appartenenti  ad  S,  condurre  due  trasversali  che  determinino 
sopra  u  ,  m'  segmenti  uguali   rispettivamente  a   dati  segmenti  di 


u ,  li\ 


15.  Date  due  punteggiate  proiettive  in  un  piano  e ,  costruire 
1.0  due  segmenti  corrispondenti  uguali  rispettivamente  a  due  diri 
segmenti  di  u ,  w';  2.o  due  segmenti  corrispondenti  che  sieuo  ve- 
duti sotto   A    assegnati  da  due  punti  dati  in  e. 

16.  Dati,  in  un  piano  e,  un  punto  S  e  due  coppie  («)  e  (m'), 
(t?)  e  (v*)  di  punteggiate  proiettive ,  condurre  per  S  una  rett^  .? 
tale,  che  i  punti  su  ,  sv  abbiano  per  corrispondenti  in  (i/') ,  (l'ì 
due  punti  allineati  con  S. 

Si  può  supporre  che  i  sostegni  w' ,  v'  coincidano  rispettivamente 
con  u  ,  t; ,  o  che  v,u'jv'  coincidano  con  u.  Ma  in  quest'ultima 
ipotesi  il  problema  si  riduce  a  costruire  (142,  q)  una  coppia  co- 
mune alle  due  date  proiettività  di  punti. 

17.  Dati  due  punti  S,  V  e  due  rette  w  ,  w'  di  un  piano  o,  al- 


(^)  Se  si  vuole  il  cammino  AVEVA,  che  deve  percorrere  la  pall'^ 
A  per  ritornare  in  A  dopo  aver  percosso  tre  volte  in  U,Ef  Til 
bigliardo,  il  perimetro  di  un  V  equilatero  UE  V,  iscritto  in  (}/  ed 
il  cui  lato  UV  passi  per  A,  sarà  il  cammino  richiesto;  e  il  pro- 
blema sarà  risoluto  da  due  di  questi  V  ,  o  da  uno  solo,  secondo 
che  ^0  supera,  o  uguaglia,  la  metà  del  raggio  di  ^,  Inoltre,  quando 
è  AO  maggiore  di  un  terzo  del  raggio  di  J;,  si  avrà  un  altro  cam- 
mino AVEVA  ,  nel  quale  sarà  E  quello  dei  punti  comuni  a  '\  ed 
alla  retta  AO  che  è  in  parte  opposta  ad  A  rispetto  ad  0  ,  m^'i^" 
tre  i  punti  V ^  V  disteranno  da  A  per  la  media  proporzionale  tra 
AO  ed  AE. 
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iettivi  a  gruppi  dati,  si  vuole  che  i  segmenti  s^(12)  ,  .  .  .  ,.s'„^/il) 
sieno  uguali  a  segmenti  dati,  o  abbiano  dati  punti  medii. 

24.  Dato  un  ennagono  piano  semplice  A^A2  .  .  .  A^j  costruire 
un  altro  ennagono  semplice  circoscritto  al  primo  ed  iscritto  iu 
esso. 

E  facile  dimostrare  che  il  problema,  evidentemente  assurdo  per 
71  =  3,  è  tale  pure  per  7i  =  4,  ma  è  indeterminato  per  n  —  5. 

Di  vero,  se  ABCDE  è  un  dato  pentagono  e  si  vuole  che  i  lati 
successivi  del  pentagono  richiesto  passino  rispettivamente  per  i 
vertici  ADBECj  si  vedrà  che,  conducendo  per  A  una  trasversale 
arbitraria  a,  che  seghi  DE  ,  BC  ordinatamente  in  A',  B\  e  posto 
DB'  'EA^C  y  BC .  CD  =  D'  ,  ED'  •  AB  =  E',  la  rett^  CE'  yn<- 
sera  per  A'  (e  sarà  quindi  A'B'C'D'E'  un  pentagono  iscritto  ntl 
pentagono  ABCDE  e  circoscritto  ad  esso)  :  poiché,  variando  rt,  i 
punti  ^1',  CE' -DE  generano  una  proiettività,  che  si  verifica  avere 
tre  punti  uniti,  quando  per  a  si  assumono  le  rette  ABj  ACj  AD- 

Se  è  dato  un  quadrangolo  ABCDj  si  verificherà  che  è  cieliui 
di  3.0  ordine  quella  proiettività,  di  cui  ciascun  punto  unito  po- 
trebbe assumersi  come  un  vertice  del  quadrangolo  iscritto  nel  qua- 
drangolo ABCD  e  circoscritto  ad  esso. 

25.  Si  dimostri  la  seguente  costruzione  del  problema:  Lscrivero 
in  una  data  conica  ss  un  7  123,  i  cui  lati  12,  23,  31  passino  or- 
dinatamente per  i  punti  A^  Bj  C  assegnati  nel  piano  e  di  3. 

Si  costruisca  il  y  A'B'C  reciproco  di  ABC,  e  si  determinino 
i  punti  CC'A'B'^^L  ,  AA'-B'C'^M:  ciascuno  dei  punti  comuni 
a  C3  ed  alla  retta  LM  può  essere  assunto  come  vertice  1  di  uu-'» 
dei  due  y  che  in  generale  risolvono  il  problema. 

2G.  Date  quattro  rette  abcr,  sghembe  a  due  a  due,  costruire  Li 
coppia  di  punti  comuni  ad  r  ed  alla  quadrica  rigata  Q  deiiuiia 
dalle  sue  tre  direttrici  ahc, 

I  fasci  di  piani,  che  proiettano  da  a  ,  &  la  punteggiata  (e),  de- 
terminano sopra  r  una  proiettività,  la  cui  involuzione  unita  J  rap- 
presenta la  richiesta  coppia  di  punti. 

Se  J  ha  i  punti  doppi  reali  E  ,  I\  le  generatrici  di  Q,  elio  pas- 
sano per  E  ,  F  (ossia  le  rette  che,  passando  per  E  ,  F,  si  apj'Oij- 
giano  ad  «,6,  e  quindi  anche  a  e),  sono  le  rette  che  si  a|)poirjri:iJ»'« 
alle  quattro  rette  date  ahcr. 
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E  poiché  ogni  equazione  di  2.<>  grado  ad  una  incognita  e  a  coef- 
ficienti reali  può  ridursi  alla  forma  (o,  ne  segue  che  la  ricerLa 
delle  radici  di  un'equazione  di  2.'"»  grado  ad  un'incognita  e  a  C'^et- 
ficienti  reali  si  può  far  dipendere  da  quella  dei  punti  uniti  di  due 
punteggiate  proiettive  non  simili. 

28.  Se  una  trasversale  arbitraria  sega  ordinatamente  in  B'JJ\C' 
ì  lati  AB,  Al)  e  la  diagonale  AC  di  un  D  ABCD  ^  si  ha 
{AB\AB')+{AD  :  AD')  ^  AC  :  AC\ 

29.  Se  AA'  ,  BB'  sono  due  segmenti  finiti  reali  di  una  retta  u, 
si  ha  AB  +  A'B'  =  AB'  -(-  A'B  =  2AB. 


1  1 


Mediante  questa  relazione  si  deducano  le  (28'  del  n.o  132  dalla 
(16'  del  n.o  129. 

30.  È  noto  che,  se  tre  corde  sonore  formano  V accordo  per/dio 
maffijìore  (do,  mi,  sol) ,  le  loro  lunghezze  stanno  tra  loro  come  i 
numeri  1 ,  7 ,  f  ,  i  cui  inversi  sono  in  progressione  aritmetica  :  e 
perciò  gli  antichi  geometrici  dicevano  che  tre  numeri  erano  in 
progressione  armonica  ,  quando  i  loro  inversi  erano  in  progies- 
sione  aritmetica. 

Verificare  che,  se  si  hanno  sopra  una  retta  tre  segmenti  AIK 
AB  ,  AC  dello  stesso  senso,  le  cui  lunghezze  sieno  tra  loro  emue 
i  numeri  1  ,  *  ,   ^ ,  il  gruppo  ABCD  è  armonico. 

31.  Se  A  ,  A'  sono  i  punti  coniugati  di  un' involuzione  ellittica 
(w)  simmetrici  rispetto  al  pùnto  centrale  O,  ed  M ,  3/'  sono  dr.e 
punti  reali  qualunque  coniugati  in  («•),  il  segmento  J/Ji'èmaiC- 
giore  del  segmento  AAK 

32.  Dati  due  segmenti  reali  AA\  ISB'  di  una  retta  w,  costniir-^ 
il  luogo  dei  punti  M,  da  ciascuno  dei  quali  si  veggono  i  segnit^iri 
stessi  sotto    A    uguali  tra  loro  o  supplementari. 

33.  Date  due  rette  \\  u,v,  ed  assegnati  in  u  due  punti  rea.i 
al  finito  A  ,  Bj  per  un  punto  arbitrarie  S  del  piano  uv  si  tirine» 
le  rette  SA^  SB,  che  seghino  v  in  A',  B':  indi  si  ponga  AB'-BA'^U 
U'SL  =  C,  CA'AB'  =  M,  u  - S^f  =  A  J^A'AB'  =  N,  u-SX^f^^ 

e  cosi  via.  È  noto  (ol,/)  essere    AC="AB,e  si  deve  dimor^t ra- 
re essere  AD  =  .,  ABj  AE=  -■  AH,  e  cosi  via. 

34.  Se  AA'BB'   è    un   gruppo    armonico    di  punti  reali   di  nnu 
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esse;  e  se  il  quadrangolo  è  piano,  V  area  del  D  LMNP  sarà  metà 
deir  area  del  quadrangolo  ABCD. 

52.  Se  ABCDM  sono  5  punti  reali  al  finito  di  un  piano  e, 
si   ba 

sjMABXVMCD^-yMACX^MDB^-sjMADXvMBC^O 

53.  Se  AA^  ^  BB' ,  CC  sono  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  di 
un  quadrilatero  piano  completo,  1°  i  tre  cerchi  ^  ,  'V  ,  ^''  del  piano 
e  del  quadrilatero,  che  hanno  per  diametri  le  diagonali  AA',  BB\ 
OC  sono  coassiali;  2^  i  punti  medii  di  AA\  BB\  CC  giacciono 
sopra  una  retta  w,  la  quale  è  J_  ali*  asse  radicale  r  di  ^  ,i^' ,  'Y'\ 
30  il  cerchio  )[,  circoscritto  al  trilatero  diagonale  del  quadrilatero, 
è  ortogonale  a  ^  ,  ^' ,  ^'',  e  quindi  il  suo  centro  giace  sopra  r. 

Si  osservi  dapprima  che  se,  di  due  punti,  ciascuno  è  di  uguale 
potenza  rispetto  a  tre  cerchi,  la  retta  che  li  congiunge  è  il  loro 
comune  asse  radicale.  Ora,  il  punto  d' intersezione  P  delle  altezze 
AII,BK,CL  del  sj  ABC  è  il  centro  radicale  dei  cerchi  di  e, 
che  hanno  AB  ,  iiC  ,  C'A  per  diametri  (perchè  questi  cerchi,  con- 
siderati a  due  a  due,  hanno  AH ,  BK ,  C'L  per  assi  radicali)  ;  e 
quindi  sarà  PAxPH=  PBx  PK-  PC'xPL,  e  perciò  P  sarà  <li 
uguale  potenza  rispetto  a  ^  ,  ^' ,  4^''.  E  poiché  lo  stesso  può  dirsi 
dei  punti  delle  altezze  degli  altri  tre  v  contenuti  nel  quadrila- 
tero, ne  segue  che  4^ ,  ^' ,  ^''  sono  coassiali,  e  quindi  i  punti  me- 
dii .di  AA' ,  BB' ,  CC'j  che  sono  i  centri  di  questi  cerchi ,  giac- 
ciono (cfr.  es.  2  a  pag.  84  e  nota  a  pag.  133)  sopra  una  retta  uj. 
all'asse  radicale  r  dei  cerchi  stessi.  In  fino,  posto  BB'*CC'^E  ^ 
CC''AA'=F,  AA'-BB'=G,  siccome  i  gruppi  di  punti  AA'FG , 
BB'GE  ,  CC'EF  sono  armonici,  ne  segue  (130,  e)  la  terza  parte 
del  teorema. 

54.  Se  il/,  M'  sono  due  punti  bireciproci  rispetto  ai  cerchi 
(C)  ,  (C)  di  un  piano  e,  il  cerchio  di  0,  che  ha  per  diametro  il 
segmento  MM'j  sega  ortogonalmente  (C)  e  (C^);  e  quindi  il  punt'» 
medio  M  di  MM'  giace  sull'asse  radicale  r  dei  primi  due  cerchi. 

55.  Dati ,  in  un  piano  e ,  un  circolo  (C) ,  e  due  rette  r ,  fl  \p 
un  punto  A  al  finito  ed  una  retta  r)  costruire  un  altro  circolo, 
che  sia  tangente  ad  a  (0  passi  per-rl)  ed  abbia  con  (C)  la  retta  r 
per  comune  asse  radicale. 
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e)  Alle  forme  innanzi  ricordate  aggiungemmo  poi  //  fmm 
di  raggi,  che  consta  deir  insieme  di  tutte  le  retto,  clie  paesano 
per  un  punto  e  giacciono  in  un  piano. 

d)  Si  vede  dal  sin  qui  detto  ,  che  i  nomi  di  elemeìifo  e 
forma  hanno  un  significato  semplicemente  relativo;  poiché  ^li 
enti  puntOj  jnaiio  e  retta  possono  essere  a  vicenda  elemtnio  i' 
forma,  secondo  "che  uno  di  essi  si  sceglie  per  elemento  g"»'m- 
ratore. 

e)  Le  forme,  che  sono  sistemi  costituiti  da  una  infinità  di 
elementi  fa)]  succodentisi  con  continuità  si  chiamano  alcuiw." 
volte  fipazli;  dando  così  alla  parola  spazio  un  significato  più 
ampio  di  (juello  ordinariamente  attribuitogli. 

Così ,  la  punteggiata  può  dirsi  lo  spazio  dei  punti  di  una 
retta  ;  la  stella  di  raggi  i)uò  denominarsi  lo  spazio  delle  rette 
che  passano  per  un  punto;  ecc. 

144.  Parleremo  ora  delle  condizioni  (elementari,  o  semplici i 
imposte  agli  elementi. 

a)  Quando  un  punto  è  assoggettato  alla  condizione  di  <ri«^ 
cere  in  un  piano  dato ,  o  quando  un  piano  è  assoggettato  a 
quella  di  passare  per  un  dato  punto ,  diremo  che  il  punto ,  o 
il  piano,  è  sottoposto  ad  ìina  condizione, 

li)  Un  punto  di  un  dato  piano  (o  un  piano  di  un  dato  punto., 
che  si  assoggetta  ad  appartenere  a  una  data  retta  del  piano 
(o  del  punto),  si  sottopone  ad  una  condizione;  a  quella  cioè  di 
appartenere  a  un  altro  dato  piano  (o  punto)  della  retta. 

e)  Una  retta  di  un  dato  piano  (o  punto),  che  si  assoggetta 
ad  appartenere  a  un  dato  punto  del  piano  (o  a  un  dato  piano 
del  punto),  si  sottopone  a  una  condizione  ;  a  quella  cioè  eli*' 
un  altro  piano  (o  punto)  della  retta  appartenga  al  dato  ptint" 
(o  piano). 

d)  Se  un  punto  (o  un  piano)  è  obbligato  ad  appartenere  a 
una  retta  data,  ciò  equivarrà  a  due  condizioni  imposte  al  punto 
(o  al  piano):  poiché  il  punto  (o  il  piano)  deve  appartenere  a 
due  dati  piani  (o  punti)  della  retta. 

e)  Così  pure,  se  una  retta  è  assoggettata  ad  appartenere  a 
un  dato  punto  (o  piano),  s'impongono  alla  retta  dite  condizio- 
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questo  elemento,    ed  esso  è  ora  già   sottoposto   a  due  condi- 
zioni (144,  d). 

' g)  Una  retta  obbligata  a  giacere  in  un  piano  dato,  ed  n 
passare  per  un  punto  assegnato  del  piano  stesso^  è  indlvidmta 
da  una  condizione:  poiché,  ad  individuare  questo  elemento,  oc- 
corrono quattro  condizioni  [d)],  ed  esso  è  ora  già  assoggettato 
a  tre  condizioni,  cioè  alle  due  condizioni  del  passare  pel  dato 
punto  (144,  e),  ed  all'altra  unica  (144,  a)  che  un  altro  suo  punto 
giaccia  nel  piano  dato. 

h)  Perchè  una  retta  appoggiata  ad  una  retta  datxi  *m  de- 
terininata^  occorrono  ulteriorìì\,ente  tre  condizioni:  poiché  occor- 
rono quattro  condizioni  per  dare  una  retta,  ed  essa  è  ora  assoL'- 
gettata  ad  una  condizione  (144,  f). 

146.  Ci  siamo  occupati  delle  condizioni  semplici ,  alle  (jiiali 
potevamo  assoggettare  il  punto ,  il  piano  e  la  retta  \  ma  (luesti 
elementi  possono  essere  assoggettati  a  condizioni,  o  vincoli,  di 
natura  più  complicata. 

Adduciamone  degli  esempii. 

a)  Un  punto  di  un  piano,  il  quale  dovesse  trovarsi  alia  in- 
tersezione dei  raggi  corrispondenti  variabili  di  due  dati  fa>ci 
proiettivi  (o  la  retta  di  un  piano ,  che  dovesse  congiuii^'TC  i 
punti  corrispondenti  variabili  di  due  date  punteggiate  proiet- 
tive), si  assoggetterebbe  ad  una  condizione  più  complicata,  dir 
non  sia  quella  di  appartenere  ad  una  data  punteggiata  (o  ad 
un  dato  fascio);  poiché  due  di  queste  intersezioni  (o  di  questa 
congiungenti)  possono  trovarsi  in  una  data  retta  (o  passare  per 
un  dato  punto),  mentre  è  uno  il  punto  di  una  punteggiata  '  <» 
il  raggio  di  un  fascio),  che  giace  in  un'  altra  data  puntep:^iaia 
(o  in  un  altro  dato  fascio  di  raggi). 

b)  Un  raggio  di  una  stella,  il  quale  dovesse  trovarsi  all'in- 
tersezione di  due  piani  corrispondenti  variabili  di  due  fasci  di 
piani  proiettivi  (o  un  piano  di  una  stella  che  dovesse  coii^iun- 
gere  i  raggi  corrispondenti  variabili  di  due  fasci  proiettivi  di 
raggi),  sarebbe,  egualmente  che  il  punto  o  la  retta  dell'esempi'» 
precedente,  sottoposto  ad  una  condizione  più  complicata  cIh' 
non  sia  quella  di  giacere  in  un  dato  piano  della  stella  -o  pas- 
sare per  un  dato  raggio  della  stella)  :  perchè,  mentre  è  uno  il 
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h)  Dunque: 

Lo  spazio  di  rette,  o  rigato,  è  (145,  d)  uno  spazio  a  qnatfra 
dimensioni: 

Lo  spazio  di  lìunti,  e  quello  di  piaiii^  sono  (145,  a,  b)  due  ispn- 
zii  a  tre  dimensioni: 

lì  piano  2^if diteggiato  e  la  stella  di  piani,  il  piano  riijaU»  f 
la  stella  di  raggi,  sono  (145,  e,  e)  quattro  spazii  a  due  dirnar 
sioni  ; 

La  punti'ggiaia,  il  fascio  di  piani,  e  il  fascio  di  raggi,  *'^'«" 
(145,  f,  g)  tre  spazii  ad  una  dimensione. 

e)  Si  vede  da  quanto  è  detta  in  ^  ) ,  che  le  forme  foiida- 
menrali  furono  distinte  in  forme  di  /.«,  2.«  e  5.«  specie^  anche 
avuto  riguardo  al  numero  delle  dimensioni  degli  spazii  rifiativi 
a  queste  forme;  e  clie  (luindi  lo  spazio  rigato  può  denominarsi 
forma  di  -/.«  specie, 

d)  8i  noti  pure  die ,  tenendo  conto  appunto  del  numiru 
delle  condizioni  necessarie  a  determinare  un  elemento  qualun- 
(lue  in  uno  di  questi  spazii  (  e  per  esprimere  niente  altro  cIh 
ciò),  suol  dirsi,  che  le  forme  suddette  contengono  ordinatamontr' 
x^,  X-,  co^  e  X"*  elementi;  o  che  esse  sono  semplice  mente,  tlq'- 
piameìite,   triplamente  e  quadruplamente  infinite. 

l'USTL'LATl    FONDAMENTALI  —  DL'ALITÀ. 

148.  a)  ÌAi  gentu-azione  dello  spazio,  mediante  gli  elementi 
punto,  piano  e  retta,  conduce  a  tre  rami  della  geometria,  cIk' 
potrebbero  chiamarsi  geometrie  dello  spazio  dei  punti,  d-ll" 
spazio  dei  piani  e  dello  spazio  delle  rette. 

Ma,  le  prime  due  geometrie,  le  quali  non  si  distinguono  che  per 
la  natura  di^U'  ehMiiento  generatore,  ubbidiscono  ad  una  le^^p' 
assai  semplice  ed  inq)nrtante,  mediante  la  quale  si  corrisj'on- 
dono  una  figura,  o  forma,  della  prima  ed  una  della  secon'lJi' 
e  quindi   le  proprietà  si  corrispondono  in  modo  analogo. 

La  terza  geometria  i)0i  si  distingue  dalle  prime  due,  non 
solo  per  la  natura  dell'  elemento  generatore  e  pel  numero  «.h 
dimensioni  dello  spazio  a  cui  essa  si  riferisce,  ma  anche  P'  r 
altre  dit!erenze  notevoli. 


—  3G8  — 
e  pianoy  conservando  inalterato  V  elemento  retta,  e  sostitueiid.» 
ad  eleraenti  che  si  appartengono,  ancora  elementi  che  si  appar 
ttnigono.  Si  ottiene  in  tal  modo  immediatamente  una  nuova  più- 
posizione,  che  in  alcuni  casi  potrà  coincidere  colla  prìniiiivii. 
È  chiaro  però  che,  col  ragionamento  ora  fatto,  questa  lep 
di  dualità  vien  dimostrata  per  un  qualunque  teorema  gratic", 
solo  quando  essa  regge  per  tutta  la  dimostrazione  di  qu'^t" 
teorema-,  sicchò  cesserebbe^  ad  esempio,  di  essere  dimostrata. 
(quando  il  teorema  si  provasse,  servendosi  di  proposizioni  w- 
triche:  ma  più  tardi  questa  restrizione  sarà  tolta  (*j. 

d)  Segue  da  ciò  un  modo  di  ottenere  dagli  elementi  di  1, 
gli  elementi  di  I.  detto  coneiatloità  o  dualità,  e  la  coesistenza 
di  figure  due  a  due  dette  correlatlre  o  duali, 

e)  Ad  una  pnìitegijiatcfy  ad  un  fascio  di  inani  e  ad  un  fa- 
scio di  raf/fjij  appartenenti  ad  uno  dei  due  spazii  correlativi 
Dp  ,  Ij. ,  corrisponderanno  ordinatamente  nell'altro  ini  p^^ci^> 
di  pianiy  una  punte</fjiata  od   un  fascio  di  raggi. 


(')  In  una  qualunque  delle  due  forme  i)p  ,  ii^  di  5.«  specie,  due  fcruif 
omonime  fondamentali  di  2.(^  specie  hanno  comune  una  forma  fonda- 
mentale di  y.«  specie:  due  elementi  stanno  in  una  forma  fouda  menta  Io 
«li  i.o  specie,  e  tre  (o  un  elemento  ed  una  forma  fondamentale  di  l."* 
specie)  in  una  forma  fondamentale  di  2.^  specie;  tre  di  queste  formi- 
di  2.0  specie  (o  pure  una  forma  fondamentale  di  /.«  specie  ed  una  «ii 
:?.")  hanno  comune  un  elemento;  o  due  formo  fondamentali  di  1."  spe- 
cie non  hanno  in  generale  un  elemento  comune,  ma,  so  posseggono  un 
tale  elemento,  esse  apparterranno  ad  una  stessa  forma  fondainentalt^  'li 
2/^  spe«'ie. 

Dunque,  negli  enunciati  delle  proposizioni  di  geometria  di  posiziona 
possiamo  sostituire  ordinatamente  elemento  ,  forma  fondamenfale  «»f  ^■'^ 
i^pecle  o  forma  fondamentale  di  2/'-  specie  alle  parole  y^uw^o  (o  pw/jw.i  n"" 
o  plano  (o  2)unto).  Si  giunge  cosi  a  dare,  a  tutta  qviella  geometria,  uni 
forma,  che  rende  evidente  il  principio  di  dualità;  poiché,  sostitupuao, 
in  ogni  sua  proposizione,  all'elemento  indeterminato,  prima  il  piiii^^ '' 
poi  il  piano,  si  otterranno  due  proposizioni  duali. 

Ma  di  più  si  otterrebbe  in  tal  modo  una  teoria  di  qualunque  "/'fl:' ' 
lineare  a  tre  dimensioni;  iìitondendo  con  questa  espresLiione  un  sis^teni^i 
infinito  di  enti  qualumjui*,  chiamati  elementi^  nel  quale  sieno  due  H'^ 
eie  di  sistemi  infiniti  di  tali  enti,  chiamati  forme  fondamentali  ili  ^• 
e  2.«  specie,  in  modo  che  tra  gli  elementi  e  queste  forme  passim»  tutte 
le  relazioni   fondamentali   di   sopra  enunciate. 
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'sezione  di  due  piani.  E  cosi  si  potrà  dalla  figura  costituita  da 
un  insieme  delle  prime  rette,  e  da  certe  sue  proprietà,  dedurre 
una  figura  correlativa,  e  le  correlative  sue  proprietà. 

149.  a)  Considerando  un  sistema  piano  [o],  e  la  sua  stella 
correlativa  [S%  il  sostegno  e  del  sistema  piano  segherà  [S''\ 
secondo  un  altro  sistema  piano  [a]'  sovrapposto  al  primo,  e  che 
dicesi  correlativo  di  [o]  nel  piano  o:  perchè  ai  punti  ed  alle 
rette  di  [o]  corrispondono  delle  rette  e  dei  punti  in  [e]';  e  se 
in  [o]  due  elementi  non  omonimi  si  appartengono,  gli  eleraoiiti 
corrispondenti  di  [e]'  si  appartengono  ancora 5  e  viceversa. 

b)  Ad  una  punteggiata  e  ad  un  fascio  di  raggi  di  [e]  - 
o  di  [e]'— corrisponderanno  ordinatamente  in  [e]' — o  [e]  — un 
fascio  proiettivo  di  raggi,  0  una  punteggiata  proiettiva  :  e  ciii 
1^  dire  che  i  due  sistemi  correlativi  [e]  ,  [e]'  sono  proiettai. 

Inoltre  a  due  forme  fondamentali  proiettive  di  i.«  specie  in 
[oj— 0  [g]' — corrispondono  in  [e]'— -o  in  [e]  due  forme  proiettivi- 
tra  loro;  involutorie,  se  le  prime  sono  involutorie. 

e)  Il  principio  di  dualità  nel  piano  consiste  dunque  nella 
coesistenza  di  due  figuro  correlative,  e  delle  loro  proprietà,  ot- 
tenute mediante  lo  scambio  degli  elementi  punto  e  retta,  con 
la  condizione  che  ad  elementi  che  si  appartengono  nell'una 
corrispondono  elementi  che  si  appartengono  neir  altra. 

d)  Proiettando  i  due  sistemi  piani  correlativi  da  un  cen- 
tro, assunto  fuori  del  loro  comune  sostegno,  si  hanno  due  stello 
concentriche  [S]  ,  [S]\  che  diconsi  correlative'^  e  che  si  otten- 
gono runa  dall'altra,  mediante  lo  scambio  degli  elementi  j;m/^<^ 
e  retta;  e  sostituendo  ad  elementi  che  si  appartengono  ancora 
elementi  che  si  appartengono. 

A  una  torma  fondamentale  di  /."  specie  neir  una  stella  cor- 
risponde nella  stella  correlativa  una  forma  proiettiva;  e  perciò 
due  stelle  correlative  diconsi  proiettive. 

Inoltre,  a  due  forme  fondamentali  di  L^  specie,  proiettive  in 
una  delle  due  stelle,  corrispondono  neir  altra  due  forme  pn> 
iettive  tra  loro;  in  involuzione,  se  le  prime  lo  sono. 

e^  Si  noti  clie  nel  piano  sono  postulati  fondamentali  ì  ì?e- 
guentì:  due  punti  individuano  una  retta  ;  due  rette  individuano 
un  punto.  E  nella  stella:  due  raggi  individuano  un  piano:  due 
piani  individuano  un  raggio. 
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ennaedro  ed  ennispigolOy  completi)':  nei  n.»  16,  17  e  18  a  sini- 
stra (o  a  destra)  le  definizioni  correlative  della  prospettività  ed 
omologia  di  queste  figure  correlative,  e  le  proposizioni  corre- 
lative che  ad  esse  si  riferiscono,  anche  per  n  =  3  ,  7i  =  4:  nel 
n.o  20  i  teoremi  correlativi  a)  a  sinistra  [o  h)  a  dritta]:  nel 
n.o  21  in  a)  a  sinistra,  q  in  b)  \  gruppi  armonici  correlativi  di 
punti  e  di  raggi  [o  in  a)  a  destra  e  in  6)  i  gruppi  armonici 
correlativi  di  piani  e  di  raggi]  ;  ecc. 

Si  noti  pure  che  nel  piano  sono  figure  duali  la  punteggiata  ài 
2,o  ordine  ed  il  fascio  di  raggi  di  2.o  ordine^  come  nella  stella 
sono  tali  il  fascio  di  piani  di  2.o  ordine  e  la  serie  di  rajgi  di 
2.0  ordine.  Nello  spazio  la  figura  duale  di  una  punteggintn  di 
2.0  ordine  è  un  fascio  di  piani  di  2,^  ordine ,  e  quella  di  un 
fascio  di  raggi  di  2 fi  ordine  di  un  piano  è  la  serie  di  raggi 
di  2.0  ordine  di  una  stella.  Mentre  la  schiera  rigata  è  una  figura 
duale  a  se  stessa. 

Si  osservi  in  fine  che  moltissime  proposizioni  correlative  si 
trovano  pure  disposte  in  due  colonne  in  tutti  i  §§  precedenti: 
anzi  molte  volte,  dimostrata  una  di  due  proposizioni  duali,  ab- 
biamo  lasciata  la  dimostrazione  dell'altra  allo  studioso,  non  per 
altro  scopo  che  di  esercitarlo,  fin  d'allora,  a  diventare  famigliare 
con  la  teoria  delle  figure  correlative,  di  cui  ora  trattiamo  in 
generale. 

■ 

Correlazione. 

161.  a)  Si  è  già  veduto  (148,  i)>  ^^e  nello  spazio  a  tre  di- 
mensioni sono  correlativi  un  sistema  piano  [o]  ed  una  stella 
[S']y  dove  il  centro  S'  della  stella  ò  il  punto  corrispondente  al 
sostegno  e  del  sistema  piano  •  e  che  queste  due  forme  correla- 
tive di  2.«  specie  si  dicono  proiettive,  perchè  sono  proiettive  le 
forme  fondamentali  di  /.»  specie,  che  in  esse  si  corrispondono. 
In  conseguenza,  a  due  punteggiate  (r)  ,  (?•,)  di  [a]  corrispondono 
in  [S']  due  fasci  di  piani  (?•') ,  {r\)  ordinatamente  proiettivi  ad 
(r)  ,  (r,);  ed  al  punto  rr^E^P,  comune  ad  {7*)  ed  (rj,  deve  cor- 
rispondere lo  stesso  piano  rr\  eih  tJ  nei  fasci  (r')  ed  '{r\\ 

b)  Inoltre,  data  una  retta  a  di  [0],  che  seghi  r  ,  fj   ris^pci- 
tivamente  in  A  ,  A^  y  ed  indicando  con  a' ,  a',  i  piani  dei  fa^ci 


punto  F*  e  una  retta  j)', 
la  condizione  clie,  6c  /'  e 
iippai'tcìifjono,  si  apparton, 
]iure  1"  e  p'. 

Il)  Un  sistema  piano  [i 
omiiffra/ti-i  (o  ev/linearì),  < 
t/iri/ia  fernariii,  se  a  ciast 
|c)  corri spumic  in  [A"]  un 
dizione  clic,  se  1'  e  p  si  ii 
p'  e  r.'. 

e)  Due  sùtrmi  pìinn 
[e'],  cor  ni  III  ivi  nd  un  feri 
mi  una  nti'llii),  sono  ama 
fici. 

(Jursii  due  evidenti  leoi 
costruire  due  stelle,  o  due 
forme  oniojirmficlie  jiossoui 

In  fatti,  per  i  sistemi  pi 
[fi]  due  puntejrgiate  arliitri 
proiettivamente  due  punte 
sefToate  in  [<:'],  ma  con  la 
corrispondano  nei  due  sist 
(|Uanlo  è  stiito  detto  sulla  i 
livi  e  delle  Stelle  correlati 
di  [cj,  o  |c'] ,  diil  corrlspoi 

Potrelil)ero  pure  assume 
e  riferirli  proleltivamente 
con  i?/.',  ,  A"/.",  per  raggi 

Due  stelle  omofoni  tic  !it(  [. 
pivdeMivameiite  due  fasci 
{•>,)  —  di  [S]  a  <hie  fasci  < 
(r''i)— di  [.s"],  con  la  cimdi 
sieiio  due  piani— o  due  ra 
rf)  Assnnte  due  coppii 
nei  sistemi  piani  omogralii 
Inno  i  |.unt.i  idi'infiinlo  de 
direttamente  Ufru.-di,  e  eoi 
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6  facile  vedere,  rirCTondosi  a  qt 
modo  dì  coBlruiri!  dirctliimoiilo 
rispondente  a  ciascun  demento 
E  si  vede  puro,  ciie  a  forme 
specie,  appartenenti  a  -,  cnri'isp 
e  clic  a  due  forme  fondameli  tali 
iettive  ili  1,  corrispoiidoMO  in  1' 
in  volli  torio,  se  le  prime  lo  sono. 

d)  La  con-iapoiKÌriiza  oìnn</\ 
dimennioni,  gi?i  deliiiita,  dietro  < 
finita  in  ìnotlii  vitifo,  dando  chi 
0  phiìii)  corrìgpoiidetili  in  11  ,  1' 
eìe.ìneìiti  omonimi,  nHstijnaH  in 
quattro  ap/iarteiu/iino  ad  una  fot 

e)  Questa  corrispondenza  o 
modo  unico,  dando  in  -  i  verlio 
un  tetraedro,  od  un  piano  s,  che 
ABCD  (o  un  punto  B,  non  situa 
c  facendo  loro  corrispondere  i 
A'B'C'I)'  f  n  le  facce  a'^'v'ò' )  ( 
piano  e',  che  non  passi  per  alcii 
punto  E',  non  situato  sojira  alci 

Ma  il  problema  6  assurdo,  o  i 
tre  punii  ABC  e  duo  piani  5  ,  e 
D,  E),  e  si  vojrliano  far  loro  corri 
e  duo  piani  5'  ,  e'  (o  tre  piani  a 

f)  In  consefi;ucnzii,  dv:  sjia 
■mensiotu,  non  identici,  ìioii  poss 
(o  piani)  uniti,  col  quali  sia  2>os 
pentaedro). 

g)  Al  piano  al!'  iuiinito,  coni 
"-'  fo  a  I),  corrispondo  in  £  (o  i 
iicralo  al  finito,  e  die  dicosi  pia 


IH  («■),(«',), 
mto  UH,. 

f)  Due  stel 
■cndo  i  centri 
>ponde  il  pian 
E  le  sezioni  e 
bitrarii  o,c'  e 

162.  An(.1iam( 
cui  godono  d 

a)  Cliiamjini 
nili,  il  rappor 
.  che,  se,  u,  v 
ovdeiiti  (pure 
jgìafe  simili  { 
'.ale  a  quello  i 
Di  vero,  cond 
V  nelle  coppif 
;llti  !■',  s'  in  [f, 
',  N'  e  P',  Q 

onde 

ì  che  diinostr; 
E  si  noti,  clic 
,  o  di  sensi  e 
3t!S0  senso,  o  > 

b)  Il  teoren 
Due  segmi'uU 

\a] ,  etanno  t 
D'  m  |o'l  (■). 

(')  Di  qui  risi 
ini  [«)  ,  [o'|.  - 
;',//?/'  ài  rette, 
ilinatameute  in 
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lun'jiie  di   [e]    gtannu    tra   loro,    come 
di  lo'J. 

Assunti  in  [o]  due  □  ABCD,  EFGIi 


un  sistema  piano  correlativo  [e']  in.vila[ 
dicesì  correlativa  di  di;  e  il  punto  dice 
il  punto  di  [5*]  corrispondente  alla  tang 

In  re^ltii  alle  forme  di  punti  e  di  re 
[a],  coirispondouo  correlativamente  le  fc 
generate  da  ^'  e  i"  in  [a']. 

Ad  un  puuto  doppio,  stazionario,  o  e 
in  [a']  una  tangente  doppia,  stazionaria, 

E  He  a  4'  possono  condursi  n  tangenl 
.  la  rotta  corrisiiondente  a'  di  A  in  [a']  i 
dinatamente  conisponilenti  a  quelle  tan 
{)  So  i  sistemi  piani  [e]  ,  [e']  sono 
un  punto  P  descrive  in  |c]  una  curva  ' 
P'  di  {c'J  descriverà  un'  altra  curva  iji', 
sega  ij*  in  n  punti,  !a  corrispondente  re 
negli  »  punti  corrispondenti  di  [e'];  e 
sì  possono  condurre  a  i  mì  tangenti,  di 
di  [e']  si  potranno  condurre  m  tangenti 
di  [o']  corrispondenti  a  quello  m  tangei 

Ad  un  punto  dojipio,  stazionario,  o  e 
in  [e']  un  puuto  doppio,  stazionario,  o  < 
k)  Se  [o]  ,  [o']  sono  sistemi  piaiù  a 
avranno  r|uindi  lo  stesso  numero  di  rai 
nei  punti  all' infinito  {assìnlotì]  dei  ran 
rette  corrispondenti. 

i)  Considerando  un  sistema  piano  | 
|iS'l,  mentre  un  punto  P  descrive  una  < 
spendente  piano  k'  di  [S'\  invilupperà 
vertire  S';  e  ;:'  sarà  tangente  a  *'  lung 
tilinoa  p',  che  è  il  raggio  della  stella 
tangente  p  dì  i]*  in  /'. 

Se  i*  è  un  punto  doppio,  stazionario, 
un  piano  tangente  di  ■*',  doppio,  staziot 
mia  tangente  doppia,  stazionaria,  o  erri 
neratrice  doppia,  xtttxionaria,  o  erriipia 
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6)  Due  spazii  affini  1  ,1'  a  i 

in  modo  unico,  assegnando  nelVu: 

tetraedro,  e  facendo  ad  esse  corri 

tamente  ìe  facce  di  vn  altro  dato 

e)  Negli  spazii  affini  1  ,  S'  (e 

elemento  unito)  ad  un  punto  e  ac 

l'uno  corrispondono  nell'altro  un 

nito;  e  quindi  due  imnteggiate  cor 

sistemi  piani  corrispondenti  sono 

Ad  un  a  (o  parallelepìpedo)  dei 

S'  un  □  (o  paraUélepipedo), 

d)  Si  ha  pure,  ragionando  co 
Le  distanze  di  due  punti  corrìf 

-  ,  1'  ((«  due  piani  corriepondent 
porto  costante. 

e)  Se  U  ,  V  sono  due  rette  ||  i 
spondenii  (pure  ||)  nello  spazio  a, 
glianza  delle  punteggiate  corrisp 
uguale  a  quello  delie  punteggiate 

La  dimostrazione  è  identica  a 
dove  r  ,  e  saranno  due  rette  ||  di 
s'  le  loro  corrispondenti,  pure  t| , 

Del  resto,  osservando  clie  ì  pia 
due  sistemi  piani  affini,  il  leorem; 
diala  di  quello  contenuto  nel  n." 

f)  Se  f  ,  Pi  sono  due  2>iani  |l 
spandenti  (pnre  |!)  nello  spazio  a, 
qualunque  F  ,  Fi ,  situate  ordinai 
loro  come  le  loro  corrispondenti  ] 

Di  vero,  indicando  con  T  un  ti 
p,  e  conducendo  per  i  suoi  tre  la 
direzione  (non  ||  a  p),  questi  dote 
gold  T,  uguiile  a  T.  I  i)iani  di  1 
condotti,  saranno  pure  ]i  ad  una 
neranno  sopra  '/  ,  p',  due  triango 
monte  corrispondenti  a  T,T,,  Or 
P,  :  F',  =  T,  <  T',  ;  e  quindi  F  :  F 


in  nn  rapporto  toUante;  ossi»,  i  Vi 
-  stantio  tra  loro  come  i  volumi  d 

neh'  altro  S'.  ' 
In  fatti,  indicando  con  P  ,  P,  du 

punto  P  di  i|i  è  in  generale  punto  d 
*   con  un  piano  coiid'.ilto  per  P, 

f)  Mentre  il  pnnto  .S"  ai  mnove, 
la  curva  gobba  '^,  k  tangente  *  e  il 
si  innoveranno  pure,  rotando  «  intori 
se  iV  passa  due,  o  n,  volle  por  uno 
clio  X  ò  un  punto  doppio,  o  ennuple 

Inoltre,  ogni  punto  di  fji,  poi  qunl» 
ria  di  senso,  dicesi  punto  stazionarìt 
ojjni  tangente  o  piano  osculatore  di 
st'iiKo  nella  sua  rota/.ione  intorno  ad 
zìonaria,  o  piano  osiiulatoro  sUizìona 
ij)  Una  superficie  qualunque  +  si 
mediante  una  linea,  piana  o  gobba 
e  m  logge  detcrminata. 

Le  tangenti  in  un  punto  5  di  t  a 
per  .S',  giacciono  ordinariamente  in  u 
t.iìKji-.iile  di  +  in  .9,  chiamandoci  poi  .S 

Si  snoie  poi  dire,  che  gli  inliniti  f 
inviluppo,  o  inriliippaiw,  questa  Slip 

Può  avvenire  che  in  un  punto  i^  e 
costi  tu  Iacono  in  vece  una  auperlicie 
punto  xin'jolare  di  +,  e  propriamente 
Sì  diranno  ])ci  j'ìanì  lan/irnti  a  t  in 
siiperKcie  fonica.  Kispetto  ai  varii  al 
l:i  distribuzicno  delle  tangenti  atlorn 
tìeie,  lo  studente  acquisterà  poi  altri 
hi  Un  piano  tangente  a  *  può  i 
tatto;  e  pnó  anche  avere  tutti  gli  ini 
per  jmnli  di  contatto:  in  tali  casi  il 

So  +  è  sviluppabile  [el],  ogni  suo 
di  eonlatto  tutti  i  punti  di  una  rettf 
golo  di  regresso  nel  punto,  in  cui  q 
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P',  P',,  P'*  i  paralloleijipedi  ordinatamente  eorrispomii'iiti  iti 
X',  sarà  P'j  compreso  tra  due  facce  opposta  di  P' e  dui;  l'jnv 
opposte  di  P',. 

Inoltre,  P  e  Pg,  avendo  hi  stessa  altezza,  stanno  tra  \-m 
come  le  rispeitivc  basi,  che  sono  situate  in  un  medesimo  piaiìi': 
e  Io  stesso  avviene  per  P'  e  P'^.  Ora  le  basi  di  P  e  Pj  staniin 
fra  loro  come  le  basi  (ad  esse  affini)  di  P'  e  P'^;  e  perciò  siri 
P  :  P2=P'  :  PV  Ma  similmente  si  ha  P,  :  Pj^P',  :  P'j.  Duininc 
sarà  P  :  P,=P'  :  P',  ;  ossia  resta  dimostrato  il  teorema  enun- 
ciato per  le  figure  parai  lelepipede. 

Questo  teorema  sarà  in  conseguenza  vero  pure  per  duo  tt- 
traedrì  corrispondenli  qualunque;  e  quindi  per  due  puli^'ilrl 
corrispondenti.  Esso  è  dunque  vero  per  i  volumi  di  (Un*  turili 
terminati  da  superficie  affini;  perchè  limiti  dì  quelli  di  polkiin 
iscritti,  o  circoscritti. 

li)  Se  il  rapporto  costante  dei  volumi  corrispondenti  ù  u- 
guale  .all'  unità,  gli  spazii  affini  2,1'  si  diranno  eqiiicHU'itH- 
affini. 

Si  noti  però,  che,  in  questi  spazii,  i  sistemi  piani  corrisin-n- 
denti  sono  in  generale  semplicemente  affini,  e  non  già  ei|uiva- 
lentl-affini;  e  duo  punteggiate  corrispondenti  sono  ìu  goiici':ili' 
simili,  e  non  già  uguali. 

165.  a)  Due  sistemi  omografici  S  ,  1'  a  tre  dimensioni  si  lii- 

cono  timUi,  se  due  angoli  corrispondenti  sono  sempre  utru^ili- 

b)  I  sistami  simi/i  1  ,  S'  snno  affini.  Poicliè,  a  due  eleiih'Uti 

paralleli  (piani  o  rette)  di  2,  corrispondono  in  -'  due  eleiin'iiii 

paralleli;  e  quindi  i  piani  all' in  lì  n  ito  sì  corrispondono. 


Se  S  genera  invece  una  superficie  qualunque  *  ,  S'  generfii  lii 
superficie  +'  omoijriifica  a  +  {affine,  se  S  ,  1'  souo  ftfSiii);  ^^  ' 
piani  tangenti  ili  +  ,  ♦'  in  ,9  ,  .S"  saranno  elementi  corrispnii'leu'i 

di  :; ,  I'. 

Due  piaui  i:  ,  ~',  che  si  corrispondono  in  1  ,  S',  segheraniic  "t- 
dinntaniente  +  ,  *'  in  curve  omografiche  (affini,  se  £  ,  E'  sono  nliiiii  ■ 

Se  iV  è  un  punto  conico  di  *,iS'  sarà  pure  un  punto  C"iii'" 
di  +'. 

Se   i  è  una  superficie  rigata,  saràptire  4'  una  superficie  rj>.M"'- 


Corrispondenti  elementi  dell'  altro,  e  e 
una  stessa  forma  fondamentale  di  1." 


167.  a)  Due  sistemi  piani  [5], 
[<i'],  riferiti  tra  loro  in  modo, 
che  le  rette  congiungentl  i  punti 
cori'i  spendenti  concorrano  in 
un  punto  S,  mentre  le  rette 
corrispondenti  si  Beghino  in 
punti  di  una  rotta  «,  si  dicono 
oinril'igici  nello  spazio,  o  nel 
piano,  secondo  che  i  piani  e, 
e'  sono  distinti,   0   coineidenti. 

Il  punto  5  e  la  retta  s,  di- 
consi  centro  ed  asse  di  omo- 
logia, 

I  sistemi  piani  omologici  [e], 
[a']  sono  evidentemente  omo- 
grafici. 

Inoltre,  quando  f  piani  0  ,  o' 
sono  distinti,  essi  diventano  se- 
zioni di  una  medesima  stella 
[S],  0  diconsi  pure  prospettivi 
(33,  d).  Essi  sono  alloi-a  definiti 
(lai  loro  sostegni  a  ,  a'  e  dal 
loro  centro  S  di  prospettiva. 


Due 

tra  lo 
corrisi 
piano 
rispon 
che  p 
si  chi 
spazio 
clic  ì  ( 
o  coir 

Il  p 
rainan 
logia. 

Les 
sono 
che. 

Ino] 

8'   801 

no  pr 
sistem 

prospt 
allora 
S,  S'  < 
spetti' 


6)  Le  rette  limiti  ]  ,  i'  dei  sistemi 
nel  piano  o  nello  spazio — sono  parali 
poiché  i  punti  js  ,  i's'  debbono  essere  0 
rette  all'  infinito  di  [e'] ,  [a\. 

Inoltre,  poiché  ad  un  punto  arbitra 
risponde  in  [c'[  il  punto  all'  infinito  .7 
bitrario  I'  di  i'  corrisponde  in  [al  il  p 
e  poiché  le  rette  corrispondenti  JI,  J'I 
un  punto  1'  di  s,  ne  scg'ue  clic  si  haiii 
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(lue  punti  corrispondcnli  variabili, 

saranno  sempre  prospettivi,  e  quim 

retta  variabile  MM'  passerà  sempre  ; 

II  teorema  a  dritta  6  correlativo 

e)  Se  uno  [a']  dei  due  sistemi 
all'asse  s  dì  omologia,  in  ogni  posiz 
sempre  omologici  [rf)],  il  centro  S 
circolo,  il  cui  piano  è  X  ^^  *i  ^  il 
limite  j  di  [oj:  come  può  dedursi  ( 
detto  in  6). 

f)  Si  noti  clic,  se  ì  sistemi  pi. 
posti,  essi  hanno  per  punti  uniti,  e 
di  omologia,  anclie  il  centro  S  di 
s  ed  i  raggi  de!  fascio  (S)-  Nò  pò 
altro  elemento  unito,  senza  coincit 

Analoglie  osservazioni  saranno  1 
die  sovrapposte. 

ff)  Due  sistemi  piani   [e], 

[e'],    omografici   e    sovrapposti,  fici 

che    hanno    uh   fascio   (H)    di  vn 

raggi  uniti,  sono  omologici,  ed  so; 

S  è  il  toro  centro  di  omologia,  pe 

Proiettando  [e]  e  [o']  da  un  pun 

piano  a,  si  ottengono  due  stelle  oi 
scio  di  piani  uniti;  e  clic  quindi  [< 
un  fascio  di  raggi  uniti.  In  consce 
zìont  di  ([ueste  stelle  col  piano  o, 
punti  uniti,  e  saranno  perciò  omol 
Il  teorema  a  destra  è  correlativi 
dimostrato;  ed  amcnduc  questi  te 
quelli  contenuti  in  ri),  quando  è  a 
desima  ipotesi  poi,  il  teorema  a  sii 
nel  piano  {nella  stella)  di  quello  < 
dritta).  In  base  a  ciò  avremmo  pò 
s  trazione. 

k)  Due  siHfemi  piani  [e]  ,  W\ . 
si  possono  sempre  situare,  in  mot 
piano  e  nello  spazio. 
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retta,  nella  quale    coincidono    le   rette    limili    dei   due  sbtcnii 
omologici. 

Due  fasci  proiettivi,  che  hanno  il  loro  centro  in  un  pimrs 
K  di  s,  saranno  pure  involalorii,  coi  raggi  doppi  «  e  A')  'i 
che  due  rette  corrispondenti  a,  a'  saranno  sifarate  arni  n 
camentc  da  S  ed  g. 

Dunque  due  rette,  o  due  punti,  corii'ipondenii  si  t  rr 
spondono  involutoriamente,  e  sono  separati  aimjnicaTiieite  ia 
S  ed  «. 

Questa  particolare  omologìa  dicesi  armoni  a    o    tnv  ì  I 
d)  Reciprocamente,  due  sistemi  piani  [a]    [o]     omnj  njt 
e  sovrapposti,  nei  quali  si    hanno    due    coppif    di    puah 
appartenenti  ad  una  stessa  punteggiata,  fo  due  coppie    l    re 
te,  non  appartenenti  ad  uno    stesso    fascio    di    laggt),    eh 
eorrixpondonj  in  doppio  mido,  costituiscono    un'  omoloyìn    tir- 
manica. 

Ai  punti  A,  C  di  [e]  corrispondano  (fig.  100.'*)  i  punti  A',  C'ili 
[a'],  ed  ai  punti  A',C',  considerali  come  punti  B,D  di  [<;] curri- 
spondono  in  [a')  i  punti  B',D',  coincidenti  con  A,C:  saranno 
AB,  CD  due  rette  unite,  e  quindi  AB-CD^S  sarà  un  punto  uui- 
lo.  Inoltro  i  due  punti  AC-liD=^A'  C'-B' D=K ,  A!)-JìC= 
A'D'-B'C"=5L  saranno  uniii;  e  la  retta  KL^s  sarà  unita,  e  se- 
gherà AB  ,  CD  in  due  punti  uniti,  mentre  SK,  SL  saranno  <!iie 
rette  unite.  Dunque,  essendo  f.'-'j 
fig.  lOOA  ed  ig-^  yn  fascio  di  raggi  uni" 

K; .*B. jjjj'  ed  una  punteggiata  di  punti  uiii- 

"■■^'^;.:7; -i^j/ /  ti  nei    sistemi    [s]  ,  ['l'I,  i|Ui^'i 

^{"--•■jc'd  ~'  risultano    in  omologia  arnioiii- 

\!  ca,  poicliè  il  centro  S  e  l'aiJS'.' 

S  s  separano   armonicamoiiie  le 

coppie  AA' ,  ce  di  eleniniii 
corrispondenti,  in  virtù  delle  proprietà  armoniche  del  qua- 
drangolo completo  ABCD. 

Altrimenti.  Le  4  coppie  AA' ,  BB'  ,CC' ,  DD'  di  punti  ci>rri- 
spondenti  individuano  (158,  t)  un'omografia  piana:  ma  m  omo- 
grafi.-i,  che  soddisfa  a  questi  d.ati,  è  appunto  l' omologia  arim>- 
nica  di  centro  S  e  di  asse  s:  questa  sarà  dunque  l'omoirraiia 
individuata  dai  dati  stessi. 
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iVN'  avrà  una  costante  lunghezza  :   sicché  N^  descriverà  il 
circolo  di  centro  M*  e  di  raggio  M'N\ 

h)  Viceversa,  due  circoli  (M),  (M');  situati  in  uno  siem 
piano  Gj  80710  sevipre  omotetici  ed  in  doppio  modo. 

Di  vero,  conducendo  due  raggi  ||  qualunque  MN^  M'N'j^  po- 
nendo MM'  •  NN'^  S,  la  linea  omotetica  del  circolo  {M),  quando 
si  assume  S  come  centro  di  omotetia,  ed  MM'  come  coppia  dì 
punti  corrispondenti ,  è  il  circolo  (3/'). 

Noi  abbiamo  considerato  MN  \\  ad  M'N',  senza  aver  riguardo 
al  senso.  Segue  da  ciò  che  se  èM'N^  \\  e  dello  stesso  verso  di 
MN,  si  avrà  in  S  il  centro  di  omotetia  diretta  dei  due  circoli 
dati;  mentre  che,  indicando  con  A^^  il  punto  diametralmente  op- 
posto ad  Nj  e  ponendo  MM'-N^N'^S^,  si  avrà  in  S^  il  ceutru 
di  omotetia  inversa  degli  stessi  due  circoli. 

i)  Ire  circoli  (A),  (A,),  (A^)  di  un  piano,  considerati  a  due 
a  due,  danno  luogo  a  tre  coppie  di  centri  di  omotetia,  che  sono 
le  tre  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrilatero  completo. 

In  fatti,  conducendo  i  raggi  AB,  A^B^^  A^B^^  paralleli  e  di- 
retti nello  stesso  senso,  i  v  AA^A^,  BB^B^  sono  prospettivi, 
e  quindi  i  punti  AAy^'BB^=D^  .A^^A^B^B^^D ,  A,A'B,B^l\ 
giacciono  in  una  retta  d,  che  dicesi  asse  di  omotetia  diretta 
dei  tre  circoli. 

Indicando  poi  con  B^ ,  B\  i  punti  diametralmenti  opposti  a 
B,B^,  e  posto  B'B^'AA^=r^y  B^B^'AA^I^,  B\Bi'A^A,^l 
si  vedrà  similmente,  che  le  terne  di  punti  DI^l^,  DJ^I,  D^Il^ 
giacciono  sopra  tre  rette,  che  diconsi  assi  di  omotetia  inversa 
dei  tre  circoli. 

k)  Se  in  a)  si  suppone  8  air  infinito,  o  nel  n.®  98,  a)  ck 
8  vada  air  infinito  ,  si  hanno  due  sistemi  piani  omologici,  che 
possono    dirsi    congruenti-omotetici ,    o    congruenti  affini. 

E  si  noti ,  che  questo  è  un  caso  particolare  di  quello  con- 
siderato nel  n.o  168,  /). 

172.  Sia  direttamente,  sia  dalla  dualità  (poiché  a  due  stelle 
omologiche  sovrapposte  corrispondono  correlativamente  dr 
sistemi  piani  omologici  sovrapposti),  sia  mediante  la  proie- 
zione da  un  centrO;  si  trae  dai  n.*  168  e  169  quanto  segue  in 
questo  numero. 

a)  Due  stelle  omologiche    I ,  IS  ^*  comune  centro  S,  JOrti» 
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forma  fo7id amentale  di  U^  specie   ai  corrispondano  in  doppio 
modo. 

g)  È  mutile  accennare  alle  relazioni  esistenti    tra  due  su- 
perfìcie coniche  omologiche. 

173.  a)  Se  due  sistemi  omografici  2  ,  S'  a  tre  dimensioni 
hanno  un  sistema  piano  [e]  di  elementi  uniti ,  essi  avranno 
pure  una  stella  [8]  di  elementi  uniti:  e  viceversa. 

In  fatti,  nella  proposizione  diretta,  se  a  ,  a'  sono  due  piani 
corrispondenti  di  2  ,  2' ,  la  retta  ac^a  è  unita,  e  tutti  i  suoi 
punti  sono  uniti.  In  conseguenza  il  piano  a'  deve  passare  per  d, 
e  i  sistemi  piani  corrispondenti  [a],  [a']  sono  [167,  d)  a  sinistra] 
omologici  nello  spazio,  rispetto  ad  un  centro  che  indicheremo 
con  S.  Dunque,  ogni  raggio  r  (o  piano  p)  della  stella  [S]  è  un 
elemento  unito  ;  poiché  contiene  Telemento  unito  ra  (o  fo)  e 
due  elementi  corrispondenti  ra  ,  rd'  (o  pa  ,  pa'). 

Che  se  poi  [S]  è,  per  ipotesi,  una  stella  di  elementi  uniti, 
indicando  con  B  ,  J5'  due  punti  corrispondenti  di  2  ,  2',  il  rag- 
gio SB=b  è  unito,  e  tutti  i  piani  appartenenti  a  b  sono  uniti. 
Quindi  il  raggio  b  deve  passare  per  B,  e  le  stelle  coiTispon- 
dentì  [B]  ,  [B']  sono  [167,  d)  a  dritta]  omologiche  nello  spazio, 
rispetto  ad  un  piano  di  omologia,  che  diremo  e.  Dunque,  ogni 
retta  l  (o  punto  L)  del  sistema  piano  [o]  è  un  elemento  unito: 
poiché  appartiene  all'elemento  unito  Is  (o  LS)  e  a  due  elementi 
corrispondenti  IB  ,  W  [o  LB  ,  LB']. 

b)  Due  sistemi  omografici  2  ,  2'  a  tre  dimensioni,  che 
hanno  una  stella  [S]  ed  un  sistema  piano  [a]  di  elementi  uniti, 
diconsi  omologici  (o  prospettivi)  ;  e  si  danno  al  punto  S  ed  al 
piano  e  i  nomi  di  centro  e  piano  di  omologia  (o  di  prospettiva). 
e)  Essendosi  dimostrato  in  a) ,  che  nei  sistemi  omologici 
2,2'  due  punti  (o  rette)  corrispondenti  qualunque  giacciono 
in  un  raggio  (o  piano)  della  stella  [S],  e  che  due  piani  (o  rette' 
corrispondenti  qualunque  si  segano  sul  piano  e,  ne  segue  che 
non  può  esistere  in  2  ,  2'  alcun  altra  stella,  o  alcun  altro  si- 
stema piano,  i  cui  elementi  sieno  tutti  uniti — oltre  la  stella  [S]  e 
il  sistema  piano  [e]. 

Del  resto,  che  oltre  agli  elementi  della  stella  {S)  o  del  sistenia 
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oeranno  in  un  piano  ^*,  che  segherà  evidentemente  y  sul  piano 
o;  poiché  ce',  dd',  ee' ,.  . .  sono  punti  di  o. 

AltrimentL  Le  corrispondenze  „  rr  rr  r    a^    (dove    HKL  è 

b  H  K  Li  A 

un  V  di  Cj  i  cui  lati  non  segano  la  retta  SA)  individuano  una 
omografia  a  tre  dimensioni,  nella  quale,  posto  SA'C^À^yì 
punti  HKLAq  sono  punti  uniti,  ed  8{HKLA^  sono  rag^  uniti; 
ossia  (173,  a,  6)  essa  è  una  omologia  di  centro  S^  e  di  piano 
di  omologia  o. 

e)  È  evidente  che  nei  sistemi  omologici  2  ,  1',  i  piani  li- 
miti (160,  g)  y  ;  1^'  di  2  ,  V  sono  paralleli  a  g,  mentre  poi 
r  uno  dista  da  o  per  quanto  V  altro  dista  da  Sj  ma  in  senso 
contrario  (167,  h), 

d)  Se  in  a),  in  vece  della  coppia  AA'  di  punti,  è  data  una 
coppia  aa'  di  piani  corrispondenti  distinti  (necessariamente 
segantisi  in  o,  e  dei  qu^li  ninno  coincide  con  a,  o  passa  per 
S),  o  è  dato  uno  dei  piani  limiti  (  necessariamente  parallelo  a 
a),  l'omologia  è  pure  individuata,  ed  è  facile  vedere  come  si  co- 
struisca r  elemento  e'  ,  y'  o  C  di  1',  corrispondente  ordinata- 
mente   air  elemento  e  ,  y  o  C  di  S  [cfr.  167,  e,  f\. 

e)  È  chiaro  pure  che  nulla  cangia  nel  sin  qui  detto,  se 
S  e  a  sì  appartengono.  In  questo  caso  però  i  piani  limiti  y ,  r^ 
saranno  simmetrici  rispetto  a  o. 

f)  E  facile  in  fine  vedere,  come  si  costruisca  una  omologia 
a  tre  dimensioni,  senza  far  uso  del  piano  di  omologia,  quando 
sono  dati  il  suo  centro  S  e  quattro  coppie  di  punti  corrispon- 
denti [19,  d)  a  sinistra],  o  senza  far  uso  del  centro  di  omo- 
logia, quando  sono  dati  il  piano  di  omologìa  e  quattro  coppi»* 
di  piani  corrispondenti  [19,  d)  a  destra]. 

g)  Due  sistemi  omografici  2  ^  2'  a  tre  dimensioni  si  ^^' 
ducono,  V  uno  dalV  altro  ,  mediante  un  numero  finito  di  omo- 
logie. 

Sieno  A  ,  A'  due  punti  conùspondenti  di  2  ,  I'.  Assunti  ar- 
bitrariamente un  punto  S^  della  retta  AA'  (non  coincidente  con 
A  0  A')  ed  un  piano  o,  (che  non  passi  per  A  o  A'),  la  omologìa 
di  centro  S^  e  piano  di  omologia  0|,  nella  quale  A  ,  i'  si  cor- 
rispondono,  trasformerà  2  in  un  sistema  2,,  omografico  a  -  e 
col  punto  unito  A', 


176.  a)  Neir  omologia  a  tre  dimensioni,  definita  come  nel 
n.o  174,  a)  ,  o  rf),  posto  AA^-g^Aq  ,  olol*-S^7q,  il  gruppo 
SAqAA'  di  punti,  0  oot^aa'  di  piani,  è  proiettivo  ad  ogni  altro 
gruppo  analogo  [cfr.  n.^  169,  b)] ,  e  si  ha  pure  evidentemente 
SA^AA^AGOL^aa*, 

Si  osservi  però  che,  se  iS'  e  a  si  appartengono,  A^  coincide 
con  8  e  a^  con  o. 

Noi  chiameremo  ciascuno  dei  gruppi  SA^AA^ ,  goLqOlol'  gruppo 
caratteristico  dell'  omologia,  poiché  la  caratterizza,  e  può  ser- 
vire a  classificare  le  omologie  a  tre  dimensioni. 

b)  Così,  p.  e,,  se  SAqAA'^  o  oa^aa',  è   armonico  (e  T  una 


■^ij^*«<- 
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Se  tutte  le  rette,  appartenenti  ad  A',  sono  unite,  o  se  esiste 
un  piano  di  punti  uniti  per  A\  S,  e  1'  saranno  sistemi  omolo- 
fifici  (173,  a  ,  ò);  e  quindi  2)  sarà  trasformato  in  2  mediante 
due  omologie. 

In  contrario,  sieno  (r,)  ,  (r')  due  punteggiate  distinte  che 
si  corrispondono  in  ^^  ,  2',  e  i  cui  sostegni  passano  per  A'  ; 
queste  punteggiate  saranno  prospettive,  rispetto  ad  un  centro 
che  indicheremo  con  óg.  Conducendo  per  A'  un  piano  g^  (che 
non  contenga  r,  o  r') ,  la  omologia  di  centro  S^  e  piano  di 
omologia  Og,  nella  quale  si  corrispondono  le  rette  r, ,  r',  trasfor- 
merà 2,  in  un  sistema  Sg  )  omografico  a  S'  e  con  la  punteg- 
giata (r')  di  punti  uniti. 

Se  tutte  le  rette,  appartenenti  ad  A'y  sono  unite  in  -g  >  ^'7 
questi  due  sistemi  saranno  omologici  ;  e  quindi  si  dedurrà  2' 
da  £  mediante  tre  omologie. 

Se  ciò  non  avviene,  sieno  (sg)  ,  («')  (Jue  punteggiati  distinte, 
che  si  corrispondano  in  Sg ,  2',  e  i  cui  sostegni  passino  per  A^  (0 
per  un  altro  punto  qualunque  di  r')  :  queste  punteggiate  sa- 
ranno prospettive,  relativamente  ad  un  centro  S^.  Conducendo 
per  r'  un  piano  Og ,  che  non  passi  per  s^  o  s',  V  omologia  di 
centro  ^3  e  piano  di  omologia  Cg,  nella  quale  si  corrispondano 
«2 ,  s'j  trasformerà  Ig  in  un  sistema  Ig  omografico  al',  con  le 
punteggiate  (r') ,  (s')  di  punti  uniti;  ossia  in  un  sistema  2ig  omolo- 
gico a  S',  poiché  tutte  le  rette  e  tutti  i  punti  del  piano  r's', 
saranno  uniti.  Sicché  si  dedurrà  I'  da  2  mediante  quattro  omo- 
logie. 


■4' 


^4" 
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ipotesi  è  conseguenza  deir  altra),  tutti  gli  elementi  corrispon- 
denti di  2  ,  E'  si  corrisponderanno  in  doppio  modo,  e  tutte  le 
forme  corrispondenti  sovrapposte  di  i."  e  di  2.«  specie  saranno 
involutorie  o  identiche. 

Questa  particolare  omologia  a  tre  dimensioni  denominasi  ùt- 
monica  o  involutorta]  e  il  punto  ^  e  il  piano  e  diconsi  pure 
centro  e  piano  d'  involuzione  (^). 

176.  a)  Se  nel  ri.o  174,  a)  si  suppone  a  al  finito  e  S  all'in- 
finito nella  direzione  AA'EBr,  i  sistemi  omologici  -  ,  £'  si  de- 
nomineranno omologici-afflni,  mentre  ad  S  ed  a  a  si  daranno 
i  nomi  di  centro  e  piano  di  affinità, 

E  questi  sistemi  omologici  sono*  realmente  affini;  poiché  i  piani 
della  stella  [8]  sono  uniti,  e  tra  essi  vi  è  il  piano  all'  infi- 
nito. 

b)  È  chiaro  quindi  .che  i  piani-limiti  vanno  air  infinito;  ma, 
dei  punti  all'infinito,  solo  il  centro  e  quelli  di  direzioni  parallele 
a  a  sono  uniti. 

e)  Tutte  le  proprietà  dimostrate  nel  n.o  164,  per  due  si- 
stemi affini  a  tre  dimensioni,  valgono  evidentemente  nel  caso 
attuale;  le  costruzioni  date  nel  n."  174  reggono  anche  per  qiu- 
sta  particolare  omologia;  e  regge  pure  quanto  è  stato  detto  nel 
n.o  164. 

d)  Dunque,  neW  omologia-affine  a  tre  dimensioni^  dm p^tn- 
teggiate  corrispondenti  (b)  ,  (b')  sono  sempre  simili:  ma,  ff-  <' 
b  II  0  (e  quindi  b'  \\  b),  le  punteggiate  (b)  ,  (b')  saranno  dirti- 
tamente  uguali. 

Se  è  poi  b  un  raggio  di  [S]^  e  perciò  6'=&,  sarà  bo  il  punt'^ 
unito  al  finito  delle  punteggiate  simili  sovrapposte  (b)  ,  (ft'l- 

Nella  stessa  omologia  affine,  due  sistemi  piani  corrispondniH 
[^]  9  [^'ì  *^^^^  sempre  affini;  ma,  se  è  a  \\  a  {e  quindi  o!  ||  o),  i  «i* 
stemi  [a]  ,  [a']  saranno  congruenti, 

e)  Si  noti  pure  che,  nelV  omologia  affine,    il   rapporto  co- 


(^)  Per  i  sistemi  omografici  a  tre  dimensioni,  vedremo  che  non 
è  y  omologia  armonica  il  solo  caso  d'involuzione,  come  per  i  ^^' 
stemi  piani  omografici,  o  per  le  stelle  omografiche  [n.*  160i  ci  ^ 
172,  f)]. 
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sempre  paralleli,  il  rapporto  di  due  segmenti  rettilinei  corri- 
spondenti 6  costante,  ed  uguale  ad  SA  :  SA',  dove  A  ,  A'  souo 
due  punti  corrispondenti. 

e)  Questo  rapporto  costante  dicesi  rapporto  di  omotetia, 
e  secondo  che  esso  è  positivo ,  o  negativo  (ossia  secondo  che 
A  ,  A^  giacciono  dalla  stessa  parte  di  Sj  o  in  parti  opposte), 
la  omotetia  si  dirà  diretta,  o  inversa. 

f)  Questi  sistemi  omotetici  souo  un  caso  particolare,  in 
quanto  alla  loro  scambievole  posizione,  dei  sistemi  simili,  con- 
siderati nel  n.o  165. 

g)  Che  anzi ,  due  sistemi  simili  a  tre  dimensioni  D  ,  V  si 
possoìio  sempre  situare  in  posizione   omotetica. 

Di  vero,  considerando  due  stelle  corrispondenti  [S\  ,  f^']  di 
2  ,  S',  queste  stelle  hanno  i  raggi  corrispondenti  paralleli  [rf,/. 
e  perciò  si  può  trasportare  l' in  modo  che  [S*\  coincida  con  [S[ 
il  che  dimostra  V  enunciato  (173,  a,  b). 

lì)  Se  il  gruppo  caratteristico  S^AA^  è  armonico  (ossìa 
SQ  S  h  punto  medio  di  A  A',  e  quindi  il  rapporto  di  omotetia 
è  — 1)  i  sistemi  £  ,  2'  risultano  simmetrici  rispetto  al  punto  S. 
e  sono  anticongruenti  (165,  d\ 

178.  a)  NelV  omotetia  a  tre  dimensioni,  la  figura  omotetica  [^! 
di  una  sfera  —  o  circolo  —  (ilf)  è  un  altra  sfera— o  circo- 
lo—(^V),  dove  i  centri  M  ,  M'  sono  punti  corrispondenti  (e  i 
piani  dei  circoli  sono  i|  ). 

b)  Reciprocamente,  due  sfere— o  circoli— (ilf)  ,  {M')  situati 
in  piani  ;[  si  possono  sempre  far  corrispondere  omoteticamente 
in  doppio  modo. 


(*)  Poiché  due  sistemi  omologici  a  tre  dimensioni  -,*'  ^coi 
loro  casi  particolari  dell'  omologia-affine,  deli'  omotetia,  della  con- 
gruenza e  dell'anticongruenza)  sono  sistemi  omografici  in  nna  par* 
ticolare  posizione  relativa,  ne  segue  che  regge  per  due  linee,  o 
superficie,  omologiche  quanto  fu  detto  nella  nota  al  n.o  160  g)V^^ 
due  linee,  o  superficie,  omografiche. 

Reggono  pure  in  conseguenza  nelle  linee,  o  superficie,  omolo- 
giche, proprietà  analoghe  a  quelle  indicate  nella  nota  n.^  171,  J/' 
per  due  linee  omologiche  nel  piano. 


,  1 
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(lue  piani  ir  ,  r'  ||  rispettivamente  a  y  ,  >)'  (e  quindi  è  verifi- 
cata per  tutte  le  coppie  di  tali  piani) ,  i  sistemi  2  ,  I'  si  po^- 
sono  disporre  in  posizione  omologica,  col  seguente  procedi- 
mento. —  Si  trasporti  2'  in  modo  che  >]'  risulti  ||  a  X,esi 
faccia  rotare  I'  sino  a  che  1  sistemi  piani  [t:]  ,  [rJ]  risultino 
omotetici.  Assunto  poi  in  /  un  trilatero  abc,  si  conducano  per 
a  ,  6  ,  e  i  piani  a  ,  p  ,  y  rispettivamente  ||  ai  loro  corrispon- 
denti a'  ,  f  ' ,  7'  in  X'  (il  che  si  può  sempre  fare,  poiché  ai  fasci 
di  piani,  di  assi  a  ,  b  ^  Cj  corrispondono  in  2'  fasci  di  piani  ||  a 
tre  fisse  giaciture,  le  quali  sono  ||  ordinatamente  ad  a^bj-Cy 
e  si  trasporti  1'  in  guisa  che  il  triedro  a'g'v'  coincida  col  trie- 
dro a^^.  Il  punto  a^'^=S  sarà  il  centro  dì  una  stella  di  ele- 
menti uniti  in  1,2'  (neir  attuale  posizione);  poiché  sono  uniti 
i  piani  a  ,  p  ,  Y  ed  il  piano  condotto  per  S  parallelamente  » 
7  :  ed  in  conseguenza  (173,  a ,  6)2  ,  2'  saranno  in  posizione  omc»- 
logica. 

6)  Alla  condizione  a  )  può  evidentemente  sostituirsi  cbf 
due  fasci  di  raggi  corrrispondenti ,  i  cui  piani  sono  ||  rwj>ef- 
tivamente  a  y^  ,  r/ ,  sieìio  uguali;  o  l'altra  che  due  triedri 
corrispondenti  in  2  ,  2'  sieno  segati  da  j^  ,  Xj'  in  triangoli 
simili. 

TEOREMI  DIVERSI   ED    APPLICAZIONI. 

180.  Andiamo  ora  a  dimostrare  alcune  altre  proporzioni  ed  a 
fare  qualche  importante  applicazione  alle  coniche  dei  teoremi 
contenuti  in  questo  paragrafo. 

a)  In  una  omografia  Q  tra  due  sistemi  piani  [0]  ,  [0']  ?  »^' 
curva  corrispondente  ad  una  conica  C3  è  un'  altra  conica  s  .* 
poiché  o  può  immaginarsi  generata  da  due  fasci  di  raggi  clie 
la  proiettano  da  due  suoi  punti  S ,  S^  (e  che  sono  perciò  proiet- 
tivi) e  a  questi  corrisponderanno  in  ù  due  fasci  proiettivi  01 
raggi  {S')  ,  (/S",)  che  genereranno  cs'. 

Inoltre,  poiché  ad  un  gruppo  armonico  corrisponde  in  Q  ^^ 
gruppo  armonico ,  ad  un  punto  e  la  sua  polare  rispetto  a  5 
corrisponderanno  un  punto  e  la  sua  polare  rispetto  a  e'. 

Sicché ,  indicando  con  j  la  retta  limite  di  [a]  e  con  j'»  *^ 
retta  all'infinito  di  [e'],  alla  involuzione  (j)  di  a  corrisponderii 
la  involuzione  {j',^)  di  c3' :  quindi  C3    sarà   una   iperbole^  «"'^ 
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f)  Supponendo  che  x'  sia  un  circolo  (87  ,  6),  e  facendo 
rotare  o  di  un  a  qualunque  intorno  air  asse  di  omologia  «  di 
ù  ,  le  rette  congiungenti  i  punti  di  ca'  ai  punti  corrispondenti 
di  C3 ,  nella  novella  posizione ,  costituiranno  un  cono  la  cni 
base  è  il  circolo  cs';  e  quindi  C3  è  una  sezione  piana  di  questo 
cono    [cfr.  n.o  87,  e)]. 

^f)  Dei  problemi  risoluti  nel  n/J  79,  e)  si  può  dare  nna 
novella  soluzione,  graficamente  assai  semplice,  avvalendosi  del 
teorema  dimostrato  in  d). 

Si  voglia ,  p.  e. ,  costruire  la  conica  o  circoscritta  al  qua^ 
drangolo  SS'MN  (o  iscritta  nel  quadrilatero  ss'mn),  e  tangente 
in  S  ad  una  data  retta  a  (o  tangente  ad  s  in  un  punto  dato  A], 

Si  descriva  un  circolo  53^  tangente  ad  a  in  S  {o  tangente 
hd  8  in  A)  j  e  si  costruiscano  i  secondi  punti  d' intersezione 
S\  ,  Afi  ,  Ni  di  «1  con  le  rette  SS^ ,  8M ,  SN  (  o  le  seconde 
tangenti  8\  ,  m,  ,  n^  a  Wj  ,   condotte  pei   punti  ss' ,  $m  ,  sn  ), 

e  mediante  V  omologia  «  «!*^'^*  (o  *  *^^»^i^  si  costruirà r, 

^      88'MN  \    8  8^  m  n  J 

come  figura  corrispondente  al  circolo  a^ 

181.  a)  In  due  sistemi  piani  affini  [a] ,  [e'],  due  coniche  cor- 
rispondenti V3  ,  n'  (161,  a)  sono  della  stessa  specie,  ossia  esse 
sono  amendue  ellissi ,  o  parabole ,  o  iperboli  :  poiché  ai  punti 
air  infinito  di  [a]  corrispondono  (161,  6)  i  punti  all'infinito  di  [o']. 
h)  Viceversa,  dice  coniche  della  stessa  specie  o,»'  pos^otio 
inferirsi  in  modo  da  corrispondersi  in  un'  affinità  0. 

In  fatti,  se  C3  ,  o'  sono  due  iperboli ,  Ù  si  otterrà  dalla  co- 
struzione data  in  180,  e)  facendo  che  le  rette  BC  ,  B'C  ivi 
considerate  siano  le  rette  air  infinito  di  due  piani;  e  se  a, e' 
sono  due  parabole  facendo  invece  che  BC  sia  un  diametro  dì 
a  e  B'C'  un  diametro  di  zs'. 

Se  C3  ,  C3'  sono  due  ellissi  di  centri  0^0',  indicando  con 
AjB  ì  vertici  di  due  semidiametri  coniugati  di  n,  e  con  A\B' 

i  vertici  di  due  semidiametri  coniugati  di  o',  sarà  ^^r/j^ff  ì 

perchè  ù  muta  c3  in  un  ellisse  di  centro  0'  e  di  semidiametri 
coniugati  O'^' ,  O'jB',  ossia  in  o'. 

e)  Siccome  poi  indicando  con  {MN)  il  segmento  finito  di 
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Le  due  iperboli  ct  ,  e'  diconsi  coniugate  V  una  neir  altra. 

183.  a)  In  un'ellisse  n  di  centro  0  (fig.  103.^), 

1.0  se  dai  vertici  A,A'rfi 
ng.  103.^  ^^g  semidiametri  coniugati  « 

conducono  due  \\  arbitrarie, 
queste  segheranno  di  nuovo  e 
nei  vertici  B ,  B'  di  due  altri 
semidiametri  coniugati: 

2.0  il  D  costruito  sopra  dm 
semidiametri  coniugati  ha  un'a- 
rea costante;  ed  è  qtiindi  equi- 
valente al  rettangolo    costruito 
sui  semiassi  di  C3. 

3.0  il  □  costruito  sopra  due  semidiametri,  non  coniugati ^ 
è  equivalente  a  quello  costruito  sui  semidiametri  coniugati  ai 
due  primi. 

Sia  OX'  il  diametro  [|  alle  corde  AB,A^B',  il  cui  coniugato 
OX  bisecherà  in  M,M^  queste  corde.  L'  affinità  involutoria  0 
{170,  f)  ,  che  ha  OX  e  il  punto  all'  infinito  di  OX^  per  asse  e 
centro  di  affinità  (170,  a),  ossia  la  simmetria  obbliqua  alFasM; 
OX  secondo  la  direzione  0X\  trasforma  e  in  C3  stessa,  mu- 
tando A  ,  A^  ordinatamente  in  B ,  B',  e  lasciando  inalterato  0. 
In  conseguenza  OB  ,  OB^  saranno  due  semidiametri  coniugati 
in  zz,  e  il  sjOAA*  sarà  equivalente  (170,  g)  al  v  OB'B:  ciò  che 
dimostra  i  primi  due  teoremi. 

Inoltre,  la  stessa  Q  muta  A ,  B'  rispettivamente  in  B ,  A' : 
e  perciò  (170,^)  il  y  OAB^  ò  equivalente  al  v  OA'B,  —Ma, 
pel  primo  dei  due  teoremi  ora  dimostrati,  la  ||  a  BA' ,  con- 
dotta per  B'j  deve  segare  di  nuovo  vs  nel  secondo  vertice  A^ 
del  diametro  AOA^  coniugato  ad  OA'  (^)  :  e  quindi,  ragionando 
sopra  le  nuove  corde  ||  ,  come  si  è  fatto  sopra  AB ,  A^B\  si 
proverà  che  il  y  B*OA^  è  equivalente  al  y  BOA^^  e  che  qumdi 


(^)  Non  può  la  ||  a  BA\  condotta  per  JB',  segare  di  nuovo  e 
in  ^4  :  poiché  ABA'B*  risulterebbe  un  D  iscritto  nella  conica  :  e 
quindi  la  sua  diagonale  AA^  dovrebbe  passare  per  O:  assurdo, 
essendo  OA  ,  OA*  due  dati  semidiametri  coniugati. 
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torìa  fl,  ,  che  ha  f,  e  il  punto  air  infinito  di  t  per  asse  e  per 
centro  di  affinità ,  e  perciò  sono  equivalenti  ;  e  tali  saranno 
pure  in  conseguenza  i  V  BOA ,  B'OA', 

Dunque,  i  teoremi  2»  e  5o,  enunciati  in  a),  reggono   ancora 
nelV  iperbole  (^)  [cfr.  n.o  142  d)]. 

d)  Poiché  il  D  OANA^ ,  descritto  sopra  due  semidiametri 
coniugati  OA  ,  OA^  di  un'  iperbole  n,  ha  la  diagonale  ON  si- 
tuata suir  assintoto  t  (108  d),  ed  è  equivalente  al  v  formato 
dagli  assintoti  * ,  ^|  e  dalla  tangente  NN^^  in  A ,  questo  7  sarà 
di  area  costante  [e)),  al  variare  della  tangente  NN^. 

Dunque ,   in  un^  iperbole   C3 ,  una   tangente   variabile  forma 
con  gli  assintoti  di  u  un  y  di  area  costante   [cfr.  n.^  142  Cjj. 

e)  L'ellisse  o  di  semiassi  OA ,  OB  (fig.  i05.«),  ed  il  cerchio 

e'  di  centro  0  e  di  raggio  0.4, 
che  seghi  in  B*  la  retta  GB,  so- 
no figure  corrispondenti  nell'af- 
finità   ii  =  Q  ^  ;^M   ossia  sono 

figure  omologiche  affini ,  con 
Tasse  di  affinità  OA  e  col  centro 
di  affinità  (  all'  infinito  )  nella  direzione  di  OB.  Inoltre,  posto 
0^  =  a  ,  05  =  g  ,   il   rapporto  di  simiglianza  delle  punteggiare 


OB 


? 


simili  sovrapposte,  coi  sostegni  ||  ad  OB^  è        ,  —    . 

OB       OL 

Ora,  se  OM ,  OM^  sono  due  semidiametri  coniugati  di  e ,  le 
jl  ad  OB,  condotte  per  3/,3/^,  danno  in  OM\OM\  due  raggi 
ortogonali  di  n',  perchè  semidiametri  coniugati  di  a':  e  poiché 
.  V  rettangoli   OM'P ,  OM\P^    sono  uguali ,   si  ha  OP,  =  P^^'^ 

PtM\=  OP.  Ma   è  PMz=PM'^  ^  ,  P.M,  =  P,M''^=  OP  •  - 

— "     '     ri 


2         2         2        8         : 

In  conseguenza  si  ha  OiW  =  OP  -f  PM  =  PO  -{-  PM* 


*         V 


(^)  Si  può  pure  dedurre  che,  date  due  iperhoU  coniugate  C.s'' 
un  settore  di  C3,  intercetto  tra  due  semidiametri  qualunque^  è  equf 
valente  al  settore  di  cs',  compreso  tra  i  semidiametri  coniugati  fl* 
primi  due,  osservando  che  l'affinità  Q^  muta  C3  in  »'. 

(^)  Questa  relazione  può  mettersi  sotto  la  forma 


.2 


2 


8  9  9^9 

OM  =z'dP  -^PM'  ^^Lllt.pMi  =a«- 


a 


«—  pi 


P' 


a^ 


a 


PM'   (1. 


^^ 
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3.  Per  dualità  (nel  piano,  nella  stella  e  nello  spazio  a  tre  di- 
mensioni) all'insieme  di  due  figure  omologiche  corrispondono  dae  fi- 
gure omologiche. 

4.  Date  due  forme  omografiche  sovrapposte,  p.  e.  due  sistemi 
piani  [Cf] ,  [Cg]  j  se  di  un  elemento  m  si  trovrino  i  corrispondenti 
iiii,m9  in  [5,],[a2],  questi  genereranno  due  novelli  sistemi ^iani 
omografici,  che  hanno  coi  dati  gli  stessi  elementi  uniti. 

5.  L'esercizio  4  a  pagina  39  paò  enunciarsi,  dicendo:  dati  in 
un  piano  t:  un  quadrangolo  completo  ABCD  ed  una  retta  «,  le 
coppie  LV  ,  MM^  ,  NN^  dei  poli  di  5,  rispetto  alle  coppie  di  vertici 
sulle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo,  sono  allineata  con 
uno  stesso  punto  S^  e  sono  separate  armonicamente  da  S  ed  s. 

Mediante  la  dualità  si  deducano  altri  teoremi. 

6.  Quale  relazione  esiste  tra  V  esercizio  1  della  pagina  84  e 
r  esercizio  9  della  pagina  144? 

7.  Dati  5  elementi  omonimi  abcda'  di  una  forma  fondamentale 
di  2.a  specie,  si  costruiscano  gli  elementi  b'c'd',  per  modo  che  sìa 
bcdaa'Acdabb'Adabcc'Aabcdd^aràb'c'd'a'aAc'd'a'b'bAd'abVcAa'b'c'^^^ 

Ne  segue  che^  se,  ripetendo  4  volte  una  proietti  vita,  si  ritoma 
da  un  elemento  dato  a,  non  unito,  ad  K  stesso,  si  ritornerà  pure  da 
un  elemento  qualunque  m  ad  m  stesso. 

Si  generalizzi  questa  proposizione,  e  si  estenda  alle  forme  fon- 
damentali di  5.»  specie. 

8.  Date  due  stelle  omografiche  [S\  ,  [^'1 ,  vi  sono,  in  gene- 
rale, al  più  tre  giaci ture^  tali,  che  un  piano,  il  quale  abbia  una  di 
queste  giaciture,  seghi  le  due  stelle  in  sistemi  affini.  In  qual  caso 
ve  ne  sono  infinite  ? 

9.  Dati  in  un  piano  tre  punti  i4  ,  J5 ,  P  e  tre  rette  a ,  6 ,  j» , 
in  quale  caso  è  possibile  una  correlazione,  nella  quale  si  abbiano 

le  corrispondenze  ^   ,  ^  ,   ^    ì  a'  P 
Allorché  si  verifica  la  relazione 

'AB{ABabp)7:oh{ahBAP). 

10.  In  due  sistemi  piani  correlativi  [e]  ,  [e'],  se  la  punteggiata 
di  sostegno  *,  considerata  come  punteggiata  (s)  di  [e],  è  prospet- 
tiva al  fascio  di  raggi  (^')  che  le  corrisponde  in    [c'J,    ad    essa. 
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sieno  ^"  ed  6"  le  posizioni  di  4'  ed  8j  quando  hanno  rotato  del- 
l' ^'  a,  ordinatamente  intorno  ad  ^  e  i?:^|;"sarà  omologica  a  4^'? 
col  centro  S**  e  con  Tasse  r  di  omologia. 

Di  vero,  indicando  con  P",Q'^  le  posizioni  dei  punti  P',Q' (quan- 
do hanno  rotato  con  ^'  intorno  ad  A)  sarà  Q"P"\\  r,  e  si  avrà 
B8''  :  ^Q"  =  B8  :  AQ'  =  BQ:  AQ;  sicché  i  punti  S"  ,  Q",  Q  giace- 
ranno per  diritto.  Inoltre  è  QP:  Q"P"  =  QP:  Q'P'  =  SQ:SQ'  = 
BQ:BA  =  S"Q  :  S"Q",  e  quindi  i  punti  8'' ,  F\  P  sono  allineati. 
In  fine,  posto  8'P-r=P,^,  8"Q'r=Q^,  si  ha  8"PqPP"a8"QoQQ'\ 
e  perciò  anche  proiettivo  al  gruppo  fisso  A(8'^QqQQ'');  d'onde  ri- 
sulta che  ^''  è  omologica  a  c|;,  col  centro  8"  e  con  Tasse  r. 

13.  La  correlatività  tra  un  sistema  piano  [e]  ed  una  stella  [6"j 
è  definita,  dando  in  [e]  due  punti  A^A^    ed  una  punteggiata  (m), 
e  facendo  loro  corrispondere  in  [^S^'J    ordinatamente  i  piani  à',a\ 
ed  un  fascio  (w')  di  piani,  proiettivo  alla  punteggiata  (m),  e  con  la 
condizione  che  al  punto  AA^-m  corrisponda  il  piano    a'a\*«»'- 

In  questa  correlazione,  a  due  punteggiate  proiettive  di  [a],  che 
hanno  A  ,  A^  per  punti  corrispondenti  ed  m  per  asse  di  collinea- 
zione,  corrisponderanno  due  fasci  di  piani,  che  avranno  a*,a'|  per 
piani  corrispondenti  ed  m'  per  asse  di  collineazione. 

14.  Se  a  tre  fasci  di  piani ,  aventi  per  assi  i  lati  a  ,  6  ,  e  di 
un  trilatero,  corrispondono  proiettivamente  le  punteggiate,  che  hanno 
ordinatamente  per  sostegni  gli  spigoli  a'  &',  e'  di  un  trispigolo, 
con  la  condizione,  che  al  piano  abc  corrisponda  il  punto  a'b'c'  in 
ciascuna  di  queste  tre  proiettività,  allora  il  punto  comune  a  tre  piani 
dei  dati  fasci,  ed  il  piano  che  contiene  i  tre  punti  corrispondenti  delle 
date  punteggiate,  genereranno  due  sistemi  correlativi  S,  -'  a  tre 
dimensioni. 

15.  Ad  una  stella  [*S^j,  e  ad  un  fascio  di  piani  (m)  non  appar- 
tenente ad  [S\j  si  riferiscano  proiettivamente  un  sistema  piano  [o*] 
e  una  punteggiata  (rn)  non  appartenente  a  ['3'],  con  la  condizione, 
che  al  piano  8m  corrisponda  il  punto  o'wi':  il  punto  comune  ad  un 
raggio  di  [8]  e  ad  un  piano  di  (771),  e  il  piano  comune  agli  ele- 
menti corrispondenti  di  [0']  e  (w'),  genereranno  due  sistemi  corre- 
lativi a  tre  dimensioni. 

16.  I  due  centri  di  omotetia  di  due  circoli  (o  sfere)  separano 
armonicamente  i  loro  centri. 

Si  esaminino  le  posizioni  dei  due  centri  di  omotetia,  sia  relati- 
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quest'  ultimo  caso    le   rette  corrispondenti  saranno  perpendicolari 
tra  loro. 

26.  Costruire  un'  omologia  piana,  senza  far  uso  dell'  asse  di 
omologia,  conoscendo  il  centro  S  e  due  coppie  aa'  j  bb'  di  rette  cor- 
rispoudeuti ,  o  senza  far  uso  del  centro  di  omologia ,  conoscendo 
1'  asse  s  e  due  coppie  AA' ,  Bff  di  punti  corrispondenti. 

A  quali  condizioni  debbono  soddisfare  i  dati  del  problema? 

27.  Costruire  un'  omologia  a  tre  dimensioni,  senza  far  uso  d<4 
piano  di  omologia,  conoscendo  il  centro  ^e  due  coppie  aa',  ^V  di 
piani  corrispondenti,  o  senza  far  uso  del  centro  di  omologia,  cono- 
scendo il  piano  e  di  omologia  e  due  coppie  A  A' ,  BB^  di  punti  cor- 
rispondenti. 

A  quali  condizioni  debbono  soddisfare  i  dati  del  problema? 

28.  Se  due  sistemi  piani  (o  a  tre  dimensioni)  sono  simili,  ad  nn 
circolo  (o  ad  una  sfera)  dell'  un  sistema  corrisponde  un  circolo  U* 
una  sfera)  nell'altro. 

29.  Dei  tre  tetraedri  considerati  nell'esercizio  11  a  pagina  41 
{tetraedri  di  un  sistema  desmico),  se  due  si  corrispondono  involuto- 
riamente  in  due  sistemi  omografici,  o  correlativi,  il  terzo  corrispon- 
derà a  se  stesso. 

30.  Assegnato  un  punto  B  nel  piano  u  di  un  dato  ennilattro 

«)  Chiainando  armonica  di  B,  rispetto  al  bilatero  a^  a^,  la  con- 
iugata armonica  B.\^^  della  retta  B'a^a„,  rispetto  ad  a|a^,  le  ar- 
moniche a'23  ,  a', 3  ,  a'i2  di  B,  rispetto  ai  bilateri  che  si  ottengono 
dal  trilatero  afa^^a^  sopprimendo  successivamente  a|  ,  a^  ,  a^,  costi- 
tuiranno un  trilatero  omologico  ad  a,a2a3,  col  centro  di  omologìa 
in  B;  e  V  asse  h^  di  omologia  si  dirà  ^armonica  di  B,  rispetto  al 
trilatero  a,aj,a3  [cfr  n.»  28,6)]: 

b)  Le  armoniche  a'^  ,  a'2  ,  a  3  ,  a'^  di  B,  relativamente  ai  trila- 
teri che  si  ottengono  dal  quadrilatero  a^a^aga^  sopprimendo  succes- 
si vaìnetite  a^  ,  a.,  ,  ag  ,  a^  ,  costituiranno  un  quadrilatero  omol4>givo 
ad  aja^aga.!;  e  Vasse  h^  di  omologia  si  dirà  ^armonica  di  B,  rispetto 
al  quadrilatero  aja^aga^  [cfr.  esercizio    12  a  pag.  60]: 

e)  Così  continuando,  si  avrà  l'analogo  enunciato  di  un  teorema 
generale  per  Vennilatero  (l,  e  la  definizione  delVarmonicahg^di  "R. 
rispetto  a  questo  ennilatero, 

a)  Basterà  dimostrare  [17,  a)  a  sinistra],  che  due  vertici  cor- 
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(3,  è,  omologico  ai  due  (n— 2)-lateri 

col  comune  centro  B  e  con  gli  assi  di  omologia  a\  ,  a\. 

In  conseguenza  B  ed  un  vertice  qualunque  aga^^  di  (6*  giacciono 
per  diritto  coi  vertici  corrispondenti  a'iga'ik  e  ahga*hk  di  (7  e  (ò; 
e  quindi  i  due  trilateri  cigCi%cL\g  ^cLìia\iJoi.\}iy  essendo  prospettivi, 
saranno  omologici;  ossia  le  rette  a' ^agaUg  »  a^^a  ^^  ,  a'/^^agahg-^k^*k,kj 
^'i  1  ^'h7  ^'ìg^àg'd'ik^hk^s  concorreranno  in  uno  stesso  punto. 

Ma,  pel  significato  di  a'ig  ,  a'/ig  e  per  la  ipotesi  fatta,  il  punto 
(i'igct'fig  di  s  giace  sulla  retta  B'a^aj^,  e  per  le  stesse  ragioni  anche 
il  punto  o,\*a^i^^  di  s  giace  sulla  retta  A^a^af^,  Dunque  i  tre  punti 
lì  ,  a^ag ,  a^^a^g  sono  situati  per  diritto;  ossia  il  teorema  è  ancor 
vero  [18,  h)  a  sinistra]  per  V  ennilatero  (/. 

31.  a)  NelV  esercizio  30,  conducendo  per  B  in  z  una  retta  qua- 
lunque r  ;  e  posto  ra^^E^A^j  ,  ra'/j=A'/j ,  rb^^^B,! ,  le  punteggiate 
A^Ag  .  • .  A„  ,  A'jA'a  .  •  •  A'„ ,  secondo  cui  r  sega  le  figure  omolo- 
giche a,aj  . . .  a,, ,  a^a'o  .  .  .a',„  saranno  proiettive,  e  coi  punti  uniti 
B  ,  B„. 

h)  Ora,  se  i  lati  a,  ,  a^, .  .  .  ,  a„  rotano  in  i:  ordinatamente  in 
torno  ai  punti  fissi  A,  ,  A^  ,  . . . ,  A,^  T  armonica  b^  roterà  intomo 
al  punto  fisso  B„  di  r;  e  il  punto  B„  si  dirà  armonico  di  B,  rispetto 
ai  punti  Al  ,  Ag  ,  .  .  .  i  A,^. 

In  fatti,  questo  teorema  è  vero  pel  bilatero  a^a^]  poiché  B^  è 
il  coniugato  armonico  di  lì,  rispetto  ad  ^,,-4^.  E  se  si  ammette 
vero  il  teorema  per  1'  (71— l)-latero,  i  punti  il',  ,  A^^  ;  •  •  •  »  -^'«  sa- 
ranno fissi,  poiché  tali  sono  i  punti  A^  ,  A^  j , , .  j  A^  ,  Bj  e  si  ha 
[a)]  A^A^  .  . .  A^BaA\A'^  . . .  A',,B. 

e)  Segue  da  ciò  che,  se  per  un  punto  B,  assegnato  nel  piano 
u  di  un  eìinilatero  ajag  . . .  a,,  {1,  si  conduce  una  trasversale  r,  e^ 
posto  T'Q>i=Af^,  si  costruisce  V armonico  B„  di  B  rispetto  ai  punti 
AjAg  . . .  A„  ,  il  luogo  di  B„ ,  al  rotare  di  r  intorno  a  B  ,  sarà 
V  armonica  di  B  relativamente  alV  ennilatero  {1. 

32.  a)  Dati  un  punto  B  ed  un  ennaedro  «ja^  . . .  a„  {1.  le  ar- 
moniche di  B  rispetto  a  tutti  gli  ennilateri,    che    i  piani  condotti 
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In  fatti,  indicando  con  a^  e  a^  ,  b^  e  Ò^  ,  c^  e  Cj  le  coppie  di 
rette  di  [a^]  e  [o^] ,  che  corrispondono  ordinatamente  alle  rette 
a,  ,  ò|  ,  e,  di  [g,]  ,  i  triangoli  a^\c^  j  ^3^3^  sono  prospettivi  ;  poi- 
ché le  coppie  di  punti  a^b^  e  a^h^  ,  h^c^  e  Ò3C3  ,  c^a^  e  c^a^  gia<^- 
ciano  ordinatamente  stille  rette,  che  da  8  proiettano  i  punti  a,ò,f 
7>,c,  ,  e, a,.  Quindi  [17,  a)  a  sinistra]  i  punti  a^a^  ,  hjb^  ,  c^c,  sono 
situati  in  una  stessa  retta  /r,  ,  la  quale  non  varia,  al  variare  di 
r,  ,  rimanendo  fìsse  a^h^  y  ed  è  perciò  V  asse  di  omologia  di  [c^] 
e  [Cg].  —  Inoltre,  poiché  i  punti  a^h^  ,  a^òg  y  ^\  giacciono  in  un 
raggio  del  fascio  {S)^  i  trilateri  a^a^a^  ,  h^hjb^  sono  prospettivi  : 
e  quindi  [17,  6)  a  sinistra]  le  rette  a^a^'h^h^=8^^  a^^^hjb^s^  ^ 
^3^1*  ^3^1^*9  concorrono  in  un  punto  P.  —  E  facile  poi  vedere, 
che  si  possono  costruire  [e,]  ,  [g^]  ,  [G3]  in  guisa,  che  i  tre  assi  di 
omologia  coincidano. 

Viceversa,  se  gli  assi  di  omologia  «|  >  «2  *  ^i  concorrono  in  un 
punto  P,  i  triangoli  a^a^a^  ,  b^hjb^  sono  prospettivi;  e  quindi  [17, 
a)  a  sinistra]  i  punti  »|ò,  ,  a^h^  ,  agòg  giacciono  in  una  rettA  r, 
che  contiene  i  tre  centri  S^  ,  S^  ,  /S'j  di  omologia.  E  potendosi  si- 
milmente avere  un'  altra  retta  r,  ,  distinta  da  r  (^),  che  contenga 
S^  ,  82  ,  Sq  y  ne  segue  che  questi  tre  centri  debbono  coincidere  in 
un  punto  8. 

h)  La  dualità  fornisce  altri  teoremi.  Cosi,  p.  e.,  supponendo 
in  a)  che  i  piani  e,  ,  G^  ,  g,,  coincidano,  dalla  dualità  si  trae  che, 
sCj  con  lo  stesso  asse  s  di  omologia  e  coi  centri  di  omologia  Sj  ^ 
Sg  ,  si  costruiscono  due  sistemi  piani  [c^]  ,  [Gj]  amologici  ad  un 
ferzo  sistema  piano  [g,],  i  primi  due  saranno  pure  omologici  con 
Tasse  s  (quando  si  faranno  corrispondere  in  fog]  ,  [cg]  due  ele- 
menti qualunque  corrispondenti  ad  un  medesimo  elemento  di  [c^]]i 
e  il  loro  centro  S,  di  omologia  giacerà  sulla  retta  S^Sj  («w,  se 
S*  coincide  con  S3  ,  anche  S,   coinciderà  con  S3.  E  viceversa. 


sufficiente,  che  la  corrispondenza  delle  terne  di  elementi,  nel  modo 
indicato  dalT  enunciato,  si  verifichi  per  due  sole  terne. 

(M  Assumendo  in  [gJ  una  retta  e,,  la  quale  seghi  a^  fuori  di  r. 
e  costruendo  le  rette  c^  e  C3  ,  che  corrispondono  a  c^  in  [g^]  e  [g^'. 
a,c,  ,  a^C2  ,  flsCg  giaceranno  in  una  retta  r,,  la  quale  contiene  <S,, 
8.»  ,  aSvj,  ed  è  distinta  da  r,  poiché  passa  pel  punto  a^c^^  supposto 
fuori  di  r. 
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§  vin. 

Olassiflcazlone  di  oniogr^afle  e  polarità  ('). 

OMOGRAFIE   TERNARIE. 

18 J.  a)  So  (r  ò  un  punto  unito  in  una  omo^jrafia  piana  Q , 
la  quale  non  sia  un  omologia  di  centro  G ,  le  coppie  di  pun- 
teggiate corrispondenti  distinte  (a)  e  (a')  ,  (6)  e  (6') ,  (ri  e 
(e') ,  .  .  .  ,  i  cui  sostegni  passano  per  G^  avendo  in  G  un 
punto  unito,  sono  prospettive.  Ora  indicando  con  .4  ,  B.C.... 
i  loro  centri  di  prospettiva  (*) ,  se  due  di  essi,  p.  e.  ^,5,  coin- 
cidono in  un  punto  8^  ogni  retta  r,  appartenente  ad  S,  ^arà 
unita  in  Q;  poiché  rn  e  ra^  ,rh  e  rh*  sono  coppie  di  punti  cor- 
rispondenti nelle  coppie  di  punteggiate  (a)  e  (a') ,  (&)  e  (6's  •' 
quindi  pure  in  Q.  Dunque  Q  (173,  a,  6)  sarà  un  omologuHli 
centro  i%  il  cui  asse  s  di  omologia  passerà  per  (r,  (e  gli  ^^^^'^ 
centri  di  prospettiva  C,..,  coincideranno  quindi  anch'essi  in  >'  • 

Lo  stesso  caso  si  presenta ,  se  si  suppone  che  V  uno  A  di^i 
centri  A,B,C,...  di  prospettiva  sia  un  punto  unito  di  Q;  poiché 
allora  ogni  retta  r,  condotta  per  Ay  conterrà  i  punti  A.m 
ed  i  loro  corrispondenti  A  ,  ra\  e  sarà  perciò  unita. 

b)  Escludendo  quindi  V  omologia,  i  centri  di  prospettiva 
A  ,  B  ,  C  ,...  saranno  tutti  distinti,  e  ninno  di  essi  sarà  punt" 
unito  di  Q;  e  perciò  ad  A  corrisponderà  in  Q  un  puntoci', rt^* 
stinto  da  A, 

Inoltre,  se  vi  è  in  Q  una  retta  unita  g,  che  non  passi  y^'" 
G,  le  coppie  ga  e  ga' ,  gh  e  gb*^„.    di  punti  corrispondenti  in 


(^)  Nel  seguito,  oltre  alla  parola  omografia  noi  useremo  anche 
qualche  volta,  quella  dì  proiettìvità  ,  sebbene  questa  si  rifensc* 
tanto  alle  omografie  propriamente  dette  che  alle  correlazioni. 

(*)  Se  a\a  coincidono,  per  A  deve  prendersi  il  punto  unito  àm 
punteggiate  corrispondenti  sovrapposte  (a)  ,  (<i')  ,  distinto  in  ge- 
nerale da  6r,  ma  che  può  coincidere  con  G. 
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e)  Dunque: 
Se  un  omografia  piana  0,  non  omologica j  ha 


un  pnnto  unito  G,  essa  avrà 
ancora  una  retta  unita  g  (as- 
sociata a  G  e  che  può  passare 
per  G)j  la  quale  è  il  luogo  dei 
centri  di  prospettiva  di  tutte 
le  coppie  di  punteggiate  cor- 
rispondenti  in  ù,  i  cui  soste- 
gni lìassano  per  G. 


una  retta  unita  g,  essa  avrh 
ancora  un  punto  unito  G  !/»*- 
sodato  a  ^,  e  che  può  giacere 
in  g)  f  pel  quale  passano  (jli 
assi  di  prospettiva  di  tutte  U 
coppie  di  fasci  di  raggi  cor- 
rispondenti in  0,  i  cui  centri 
giacciono  in  g. 


La  dualità  nel  piano  fa  dedurre  il  teorema  a  dritta  da  quello 
a  sinistra;  perchè  ad  un'  omografìa  piana  corrisponde  correla- 
tivamente un'  omografia  piana. 

rf)  6r  e  //  si  denomineranno  elementi  uniti  associati  in  Q: 
e  nell'  omologia  piana  chiameremo  così  il  centro  e  V  asse  di 
omologia. 

e)  Data  una  omografia  piana  qualunque^  ed  assegnato  nn 
suo  elemento  unito,  V  elemento  unito  associato  è  unico,  t  ^i 
costruisce  linearmente  [e)]. 

f)  Se,  in  nn'  omografia  piana  ù,  si  hanno  un  punto  ««/^' 
G  ed  una  retta  unita  g,  che  non  si  appartengano,  G  e  g  soiv* 
elementi  uniti  associati  in  Ù. 

g)  Conservando  le  notazioni  vsate  in  a)  ,  b),  si  ha  la  rr 
lazione  abc  .  .  .  a'b'c'  ...  a  ABC  .  .  .  A'B'C  .  .  , ,  prolettività  ca- 
ratteristica mista,  che  indicheremo  con   \G , gì. 

Di  vero  (fig.  106.»),  se  r  r'  sono  due  rette   corrispondenii  in 

0  ,  che  non  passano  per  a, 
posto  ra=M ,  r-a'=M*,  e  suppo 
nendo  che  la  coppia  aa^  vani 
diventando  successi vanieiitei»6*, 

ce',  . . . ,  a  a*',  b'b",  c'c", . . . ,  i^ 
punto  MM'g^A  verrà  succes- 
sivamente   in    yy ,  r , .  . .  1  '4'  ? 

■ij        )     ^         y     .      ■     •     • 

Ora,  essendo  proiettive  le  punteggiate    descritte    da    J/,J'' 
sulle  r ,  r,  ed   essendo    g    una    delle    congiungenti  duo  punii 


—  448  — 

e)  Ciò  premesso,  dimostriamo  il  teorema  a).  Essendo  Q  non 
omologica,  essa  non  può  avere  (166^  a)  più  di  tre  punti  uniti, 
nò  più  di  tre  rette  unite ,  senza  essere  un*  identità  :  e  perciò 
possiamo  assumere  tre  punti  distinti  A^A^A*^  successi vamento 
corrispondenti  in  fì ,  e  non  situati   sopra  una  retta  unita. 

Ora ,  le  due  coppie  {A^)  ,  (A2)  e  {A^) ,  (^3)  di  fasci  di  raggi 
corrispondenti  in  Q  (e  quindi  proiettivi)  generano  due  coniche 
C3,  ^  Ojj ,  clic  toccano  rispettivamente  le  rette  distinte  ^^^3,  ^iJ^ 
nel  comune  punto  A^  ;  e  perciò  [b)]  avranno  almeno  un  ahru 
punto  reale  comune  G.  Ma  ai  raggi  A^G  ,  A^G  dei  fasci  (.4^  , 
{A2) ,  corrispondono  i  raggi  A^G ,  A^G  dei  fasci  (A^)  ,  {A^) ,  e 
(juindi  a\  punto  A^G-A^G  corrisponde  in  Q  il  punto  A^G-A^a. 
Dunque  (7  è  un  punto  unito  di  Q. 

d)  Indicando  con  \G\  ,  \g\  le  proiettività  di  Q,  che  hainio 
G  j  (j  per  sostegni,  e  con  {G)  ,  (g)  le  rispettive  involuzioni  unite, 
si  osservi  che,  se  0  ,  g  non  si  appartengono^  jG;  ,  -gì  «<>»" 
jìvospettive,  nel  senso  che  due  raggi  corrispondenti  di  \G\  pas- 
sano per  due  punti  corrispondenti  di  j^j,  e  viceversa.  —  X^'W" 
similmente  2)rospettice  le  involnzioni  (G)  ,  {g). 

Siccliò,  dando  una  delle  proiettività  jG^t  7  i^^ì — ^  delle  invo- 
luzioni (G)  ,  (^)  —  e  il  sostegno  dell'  altra ,  questa  è  data  an- 
ch' essa:  e  noi  le  chiameremo  amendue  proiettività  —  o  i«ro- 
ìuzioni — caratteristiche  associate  dell'  omografia  0. 

é?)  Se  6r ,  ^  non  si  appartengono,  proiettando  da  G  la  pro- 
iettività del  n.o  183,  g),  o  8ezion<andola  con  ^,  si  ha  la   proict- 

^.  .^,    ,  ^^    ,  ab  e  ...  a'  b'  e'...     ^  ,  ^    ,         g(aòc...  a'b'e'...^ 

tività  Koi/i,j=r/(.i/iC'...^'/i'o'...)'  "*  !<^'^',-  AhC...A'B'c:.: 

la  prima  delle  quali  ha  (O)  per  involuzione   unita,   mentre  la 
seconda  ha  (g)  per  involuzione  unita. 

In  fatti,  \G  j  g\  muta  la  coppia  aa*  di  raggi  corrispondenti 
in  j6-|  nella  coppia  AA^  di  punti  corrispondenti  in  j^!,  mcnin* 
è  G{AA')  una  coppia  di  raggi  corrispondenti  in  {6ri,ed  è  ^flt'V 
una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  \g\. 

f)  Le  involuzioni  unite  associate  ((?)  ,  {g)  sono  della  stess» 
specie  (ossia  amendue  ellittiche,  paraboliche ,  o  iperboliche; . 
quando  g  non  passa  per  G\  e  g  non  può  passare  per  G,  se  ((',' 
<ì  ellittica,  perchè  altrimenti  g  sarebbe  un  raggio  doppio  di  (0)- 
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4.0  Se  G  ,  g  si  appartengono  (nella  quale  ipotesi,  delle  dne 
proiettività,  o  involuzioni,  caratteristiche,  non  può  Tuna  do- 
dursi  dair  altra),  e  (G) ,  (g)  sono  paraboliche  (fìg.  109.*) ,  12 
avrà  i  soli  elementi  uniti  G  ,  g  ,  ciascuno  contato  tre  voUr 
(convenzionalmente). 

Poiché  //  deve  coincidere  coir  unico  raggio  doppio  di  ((j  i.  e 
V  unico  punto  doppio  di  (</)  deve  coincidere  con  G. 

h)  Si  noti  che,  quando  g  passa  per  G,  le  due  involuzitmi 
(G)  ,  (g)  debbono  essere  aviendue  parabolichey  o  iperboliche;  e 
siamo  incondotti,  nel  primo  caso,  a  quello  considerato  in  g\  4.". 
nel  secondo  a  quello  considerato  in  g)y  3.o 

In  fatti,  se  {G)  è  parabolica,  poiché  g  passa  per  6r,  ciò  vuol 
dire  (183,  b)  che  0  non  ha  alcuna  retta  unita,  diversa  da  g. 
E  ne  segue  che  ù  non  ha  alcun  punto  unito  diverso  da  ^': 
altrimenti  vi  sarebbe  più  di  un  punto  unito  associato  a  ^;  «s- 
surdo  (183,  e).  Dunque  anche  (jj)  è  parabolica. 

La  dualità  mostra  poi  che. 
se  {g)  è  parabolica,  tale  dev>>- 
sere  pure  {G). 

Siamo  quindi  ricondotti  al 
caso  considerato  in  g)  4.® 

Se  (6?)  è  iperbolica,  g  deve 

.  coincidere  (fig.  HO.**)  con  l'uno 

f  dei  raggi  doppi  e ,  f  di  [G)\  <* 

((/)  non  può  essere  parabolica,  poiché  allora    dovrebbe  essere 

parabolica  anche  {G).  Dunque  dev'  essere  (</)  iperbolica. 

Dalla  dualità  si  ha  che,  se  (g)  é  iperbolica,  tale  sarà  pun* 
((f)\  ed  indicando  con  E  il  secondo  punto  doppio  di  Cr/),  siamo 
ricondotti  al  caso  considerato  in  g),  3.o,  scambiando  G^  ed  £. 
y  ed  e. 

i)  Del  resto,  dal  teorema  del  n.o  183,  g)  discende  immediata- 
mente, che  due  proiettività  caratteristiche  associate  \(j\  ,  1^' 
di  una  omografia  piana  0  sono  sempre  proiettive  tra  loro: 
e  di  qui  segue,  che  le  invohtzioni  (G)  ,  (g)  sono  sempre  dello 
iiiessa  specie;  ossia  si  dimostra,  in  nuovo  modo,  il  teorema  V.. 
k)  Da  quanto  precede  possiamo  conchiudere,  che  una  mo- 
grafia  piana  ù  (non  omologica)  ha  sempre  un  triangolo  i  J  ^^ 
f tementi  vnitij  reale  e  non  degenere,  degenere^  o  immaginano. 


-JW"F-% 
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Q  è  definita  dalle  rette  m,  m',  per  ottenere  le  rette  n' ed  ì  puliti 
A'' ,  corrispondenti  in  0  alle  date  rette  n  ed  ai  dati  punti  X. 

e)  E  chiaro  che,  in  quando  precede,  può  sostituirsi  a  é- 
scuna  delle  proiettività  \G\  ,  \g\  la  relativa  involuzione  nniu 
Poiché  dandosi  pure  in  MM^ — o  in  wim'— -una  coppia  di  el^ 
nienti  corrispondenti  di  £ì ,  si  danno  due  raggi  G{M  j  M'- 
due  punti  g{m  ,  m') —  che  si  corrispondono  in  \G\—o  l^'-^ 
la  individuano  (72,  a);  mentre  poi  delle  involuzioni  unite  fG , 
(g)  V  una    si  deduce  dall'  altra. 

d)  Se  però  G  ,  g  sì  appartengono,  quando  (G) ,  (g)  sono  p» 
rabolichcj  la  costruzione  b)  regge,  se  sono  dati  i  due  ponti 
M ,  M*  e  la  proiettività  )^|,  o  le  due  rette  m  ,  w'  e  la  proiet 
tività  \G\. 

Quando  poi  (G)  ,  (g)  sono  iperboliche ,  la  proposizione  M 
n.o  183,  g)  farà  costruire  una  delle  proiettività  caratteristiche* 
i^!  j  \9\ }  allorché  l'altra  è  data;  e  si  rientrerà  cosi  nella  co- 
struzione ò). — P.  e.,  se  si  danno  \g\  ed  M ,  3f' ,  indicando  con 
E  ed  A  ,  A'  il  secondo  punto  unito  e  due  punti  corrispondent: 
di  (^j,  il  secondo  raggio  unito  e  dì  \G\  si  costruirà  medianu 
la  relazione  G{egMM^)7\  EGAA\ 

e)  Da  ciò  segue  che,  assegnate  G  ,  g  (si  appartengano  <■ 
no),  il  dare  una  delle  proiettività  jG^j  ,  \g\  equivale  a  dare  tre 
coppie  di  elementi  corrispondenti  di  ù  ;  mentre  il  dare  nna 
delle  involuzioni  unite  {G) ,  {g),  equivale  a  dare  due,  o  tre  cop- 
pie di  elementi  corrispondenti,  secondo  che  G  ,  ^  si  apparten- 
gono, o  no. 


186.  a)  Mediante  la  dualità,  si  estende  immediatamente  allt' 
omografie  nella  stella  quello  che  è  stato  esposto  per  le  omo- 
grafie piane  nei  n.»  183,  184  e  185. 

Cosi,  per  esempio,  si  ha,  che  : 

Una  omografia  ù,  non  omologica ,  di  una  stella  [S]  ha  .ff»»- 
pre  almeno 

un  piano  unito  y,  «  quindi  an-    un  raggio  unito    g ,   e  quindi 
cora  un  raggio  unito  g   (asso- 
ciato a  Y,  e  che  può   giacere  in 
T))  P^^  quale  passano  i  piani 


ancora  un  piano  unità  7  '^' 
sodato  a  17,  e  che  può  passar»' 
per  g),  nel  quale  giacciono  <jli 
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f)  La  potenza  ennesima  di  ttu  omografia  piana  Q,  cicìiot 
di  ordine  pn^  è  un'omografia  ciclica  di  ordine  p. 

Applicando  infatti  successivamente  j^  volte  F  omografia  0". 
da  un  elemento  a^  del  ciclo  (a^ag . . .  a^,„)  si  hanno  successiva- 
mente gli  elementi  a«+i  ,  a^^+i  , .  . . ,  a^^.^.+i  ,  a^„+i=a,;  ossia 
fi*,  applicata  successivamente/?  volte,  riconduce  da  a,  la  prima 
volta  ad  a^ 

g)  Un'omografia  piana  ciclica  Ù,  di  ordine  n  maggiore  di 
2,  ha  due  soli  elementi  uniti  associati  [reali)  G  ,  g,  che  non$i 
appartengono. 

Di  vero,  la  proiettività  lG\f  di  Q  essendo  evidentemente  ci- 
clica, e  in  generale  di  ordine  maggiore  di  2  (non  però  neces- 
sariamente uguale  ad  n) ,  basterà  dimostrare  che  quando  \(i\ 
fosse  ciclica  di  ordine  2,  ossia  fosse  un'involuzione,  questa 
sarebbe  ellittica.  Ora,  supponendola  iperbolica,  ù  avrebbe  un 
7  EFG  di  elementi  uniti:  e  le  proiettività  \E\  y  \F\  sarebbero 
involuzioni  iperboliche.  Ma  allora,  indicando  con  M y  M'  duv 
punti  corrispondenti  di  0,  dovrebbero  essere  armonici  i  tre  gruppi 
G{EFMM')  ,  E{FGMM')  ,  F^GEMM")  ;  assurdo   evidentemente. 

h)  Supponendo  p  =  2  nel  teorema  /"),  e  tenendo  conto  del 
teorema  d),  si  ha  il  seguente: 

La  potenza  ennesima  di  un'omografia  piana  Q,  ciclica  di 
ordine  2n,  è  Pomologia  armonica  [G  ,  g]. 

i)  Dal  teorema  h)  segue  che  : 
nel  poligono  semplice,  il  quale  ha  per  vertici  (o  lati]  successici 
gii  elementi  successivi  di  un  ciclo  qualunque  di  una  omografia 
Juana  ciclica  0,  di  ordine  pari  {maggiore  di  2),  tutte  le  coppie 
di  vertici  opposti  e  di  lati  opposti  sono  separate  armonicamente 
dagli  elementi  uniti  associati  G  ,  g  di  Q. 

E,  in  particolare,  V  esagono  semplice^  che  ha  per  vertici  [o 
lati)  successivi  gli  elementi  successivi  di  un  ciclo  qualuiiqM  di 
un^  omografia  piana  ciclica  di  6.^  ordine^  è,  ad  un  tempo,  un 
esagono  Pascal  ed  un  seilatero  Brianchon. 

k)  La  jìotenza  emmesima  di  una  omografia  piana  Q,  ciclica 

di  ordine  n,  è  un'  omografia  ciclica  di  ordine  -,  se  àt  il  na^- 
Simo  comun  divisore  tra  m  ed  n  [cfr.  n.o74,  c)|. 
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muta  in  GAA^  a  GA^A\  e  il  ragionamento  regge  ugualmente. 
Ma  del  resto,  essendosi  dimostrato  che  A^,  A\j  G  sono  allineati 
ciò  basta  per  conchiudere  immediatamente  che  A^  ,  A\  bì  cor- 
rispondono in  ù, 

189.  a)  Due  omografie  piane  commutative  {non  omologiche} 
Q  ,  Q'  hanno  gli  stessi  elementi  uniti  (reali  o  immaginarii). 

Ciò  risulta  dalle  seguenti  considerazioni. 

Se  Q  ha  tre  punti  uniti  (reali  e  distinti)  E^F^G  [184,  g). 
2.0],  non  può  ù'  trasformare  E  in  F ^  F  in  G,  e  quindi  G  in 
E:  poiché  allora  ù'  sarebbe  un'omografia  ciclica  di  3.»  ordine, 
e  perciò  (187,  g)  con  un  solo  punto  unito  reale  Gì ,  mentre  poi 
ù  trasformerebbe  G^  in  un  altro  punto  unito  di  ù\  distinto  da 
G^:  assurdo. 

Né  può  Q'  trasformare  E  in  F  ed  F  in  E,  a  quindi  Gin  G, 
ed  EF=g  in  FE~g. 

In  fatti,  in  tale  ipotesi,  la  proiettività  caratteristica  J^i',  dì 
0'  sarebbe  un'involuzione  con  i  punti  coniugati  E,  F,  mentre 
questi  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione  unita  della  proietti- 
vità caratteristica  j^j  di  Q,  Dunque,  dovendo  j^l  essere  trasfor- 
mata in  se  stessa  da  j^J',  e  non  potendo  1^]'  coincidere  con 
l'involuzione  unita  di  \g\,  dovrebbe  (68,  g)  essere  j^l  un'invo- 
luzione armonica  a  j^j  '  ;  mentre  noi  andremo  a  dimostrare  che, 
se  le  proiettività  caratteristiche  \g\  ^  |g!' —  e  quindi  anche  |G|. 
JGj'  —  di  due  omografie  piane  sovrapposte  0,0'  sono  due  i»- 
voluzioni  armoniche,  le  omografie  0,0'  non  sono  commutativa' 

Di  vero,  supponendo  0,0'  commutative,  poiché  una  almeno 
delle  involuzioni  j6rj  ,  \Gy  é  iperbolica,  possiamo  supporre  che 
questa  sia  \G\,  e  che  E,  F,  G  sieno  i  punti  uniti  dì  0.  Indi- 
cando allora  con  M^^M^  una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  % 
situati  sulla  retta  unita  GÈ  di  0,  l'omografia  0'  deve  trasfor- 
mare il/,  ,  M^  in  due  punti  N^  ,  N^  della  retta  GF,  che  corri- 
sponder deve  a  GÈ  in  0',  mentre  ^^^2  dev'essere  un'altra 
coppia  di  elementi  corrispondenti  di  0.  Dunque,  le  rette  J^,3r,, 
^/jjiVg  si  corrispondono  in  0,  e  passano  per  quel  punto // della 
retta  EF,  che  é  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate  de- 
terminate   da    0  '   sulle    rette    GÈ ,  GF,    E    poiché    al    punio 


f  •• 
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due  proiettività  caratteristiche  \G\  ,  \g\  di  tì,  muta  pure  h 
coppia  M^M^  nella  coppia  t^^'N^y  vale  a  dire  è  Q' commutati vn 
con  Q,, 

Il  solo  caso  di  eccezione  si  ha  quando  G^  g  sono  i  soli  ele- 
menti uniti  di  Q  e  Q';  ciascuno  contato  tre  volte  [184,  ry),  4.»): 
allora  possono  Ì2  ed  0'  non  essere  commutative. 

Di  vero  (fig.  iM.o),  supponendo,  in  tal  caso,  che  0  ,  Q'siono 

commutative,  ed  indicando  cou 
fig.  114.<»  j^^  ^  j^^   jj^g   punti    corrispon- 

^/^ AjL  ^v^  ^ t'—=  denti  di  ù,  ai  quali  corrispon- 
dano N^  y  N2  in  Q',  questi  sì 
debbono  corrispondere  in  Q. 
Quindi  le  rette  -ft/j-^j ,  ^i^i" 
e  ancora  i  punti  M^N^  .fifsJ,  ? 
M^N^-g  ^  iig  —  si  corrisponderanno  in  Q  ,  la  quale  sarà  defi 

GaM  A 
nita   [185,  d)\   dalle  corrispondenze    ry   tìia^^    mentre,  posto 

M^M^-g^  By  ,  NyN^-g^B^y  le  corrispondenze  W^y^B*  ^^'^"^ 

ranno  Q'.  Ora,  supponendo  data  la  Q,  ben  potrebbe  supponi 
che  in  a'  il  punto  corrispondente  a  B^  sia  distinto  da  i^,.- 
Se  però  Q'  trasforma  una  coppia  M^^M^  di  £ì  in  un'altra  coppia 
N^N^  di  0,  le  omografie  0  ,  tì'  sono  commutative:  poiché  l'o- 
mografia Q",  nella  quale  Q'  trasformerà  Q,  ha  comuni  con  i2 

le   coppie    Qi  ^^j  2/  ®  ^^  coppia  (72,  e),    nella   quale  *4i^  è 

trasformata  da  j^}';  ossia  Q"  coincide  con  £t. 

e)  Segue  dalle  cose  precedenti,  che  una  omografia  commu- 
tativa ad  una  data  omografia  Q,  Qion  omologica,  è  individmin 
da  una  coppia  di  elementi  corrispondenti. 

190.  a)  Indicando  con  \\G\  ^  \g]\  V  insieme  di  due  prinetticit*^ 
caratteristiche  associate  in  un' omografia  piana  fi,  e  con«i"j' 
njHg  due  coppie  di  elementi  omonimi  coi*rispondenti  in  fl,  f^ 
avendosi  quindi  \  jGj  ,  jg|  |  niiiii  A  |  fG|  ,  tgl  |  m^iig,  si  avrà  pn- 
^«  \\G\  ,  igll  m^iii.AllGi  ,  \g\\  n^iig. 

Di  vero,  la  seconda  relazione  è  data  dairomografia  fi', com- 
mutativa con  Q,  e  nella  quale  ad  nii  corrisponda  n,  ;  e  quindi 
ad  nij,  corrisponde  n^. 
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corrispondono  in  Q,  la  retta  g\  che  proietta  dal  punto  m^m^^iR 
il  punto  unito  G,  e  1*  involuzione ,  secondo  cui  da  R  si  pro- 
ietta r  involuzione  céirattcristica  (g)  di  Q]  formano  un  gruppo, 
che  rimane  proiettivo  a  se  stesso,  al  variare  della  coppia  M^M^ 
[o  m^mj ,  e  che  chiameremo  perciò  grappo  caratteristico  di 
2.»  specie  in  0. 

Di  vero,  se  ^^^^2  ^  >  P-  ^n  un'altra  coppia  di  punti  comspon- 
denti  in  Q,  roraografia  0'  commutativa  con  Q,  nella  qaale  ad 
M^  corrisponda  N^ ,  trasformerà  questo  gruppo  in  quello  rela- 
tivo alla  coppia  N^^N^. 

g)  Di  qui  segue  che,  se  ù  ha  le  rette  unite  distinte  efg, 
posto  re==E' ,  rf^F' ,  rg^G',  il  gruppo  caratteristico  di  2.« 
specie  in  Q  sarà  E'h'^&MyM^]  e  questo  diventa  F'G*M^M^j  se 
è  c^/".— Nel  caso  di  e^/=^,  il  gruppo  diverrà  (r'^Vj^Vg,  enon 
sarà  più  caratteristico ,  perchè  in  due  punteggiate  due  terne 
di  punti  sono  sempre  proiettive. 
Ti)  Si  noti  pure  che: 

Se  una  retta  r^  di  una  omografia  piana  ù  non  è  unita,  ni 
passa  per  un  punto  unito j  in  Tj  esiste  sempre  una  coppia  MjM* 
di  punti  distintij  che  si  corrispondono  in  0. 

Di  vero,  se  r,  è  la  retta  (distinta  da  rj  che  corrisponde  ad 
r, ,  posto  r^r^^M^ ,  il  punto  M^ ,  a  cui  corrisponde  M^  (per  ipo- 
tesi non  unito),  insieme  ad  M^  darà  la  coppia  richiesta.  Nò  può 
sulla  retta  r,  aversi  un'altra  coppia  di  punti  corrispondenti,  al- 
trimenti rj  sarebbe  unita. 

Se  r,  passasse  per  un  punto  unito,  questo  dovrebbe  essere 
M^ ,  ed  allora  in  rj  non  potrebbe  trovarsi  un*  altra  coppia  di 
punti  corrispondenti,  senza  che  r^  sia  unita. 

La  dualità  fornisce  un'  altra  proprietà  analoga. 

191.  a)  Se  di  due  elementi  omonimi  a  e  b  si  costruiscono  i 
corrispondenti  a'  e  b',  a"  e  b",  a'"  e  b'", . . .  ordinatameìite  ntlh 
date  omografie  piane  commutative  tì',  H",  Q '",...,  si  avrà 
aa'a'^a'" ...  a  bb'b"b'"  ...  ;  e  quesf  ultima  omografia  sarà  pure 
commutativa  con  le  date  (cfr.  72,  ì). 

In  fatti,  indicando  con  Q  queir  omografia  commutativa  con 
le  date  nella  quale  ad  a  corrisponde  b  ,  Q  deve  trasformare , 
p.  e.,  la  coppia  aa'  di  Q'  in  un'altra  coppia  di  Q^  ma  lì  tra- 
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Ciò  risulta  dal  teorema  a),  sostituendo  in  esso  ad  ù',  Q'V  ^'Vm 
ù  ^^  ordinatamente  QyU^,Q^;...Q'';e  può  anche  dimostrarsi 
direttamente. 

è)  Come  caso  particolare  della  precedente  proposiziooe,  si 
ha  che  : 

In  una  omografia  piana  0^,  cinque  elementi  ^i^l^^ì^ì^l^j  suc- 
cessivamente corrispondenti  in  Q,  costituiscono  un  gruppo^  che 
rimane  proiettivo  a  se  stesso^  al  variare  del  primo  dei  stwi  ele- 
menti (e  quindi  degli  altri  quattro),  e  che  diremo  gruppo  ca- 
ratteristico di  Q,  di  S.O'  specie.  Esso  definisce  Tomografia  0,  se 
Q,  non  è  omologica,  o  ciclica  di  3.°  ordine. 

f)  Dal  teorema  d)  segue  che,  in  una  omografia  piana  Q, 
ciclica  di  ordine  n>3,  due  cicli  qualunque  di  elementi  omonim 
costituiscono  due  ennagoni  proiettivi  [cfr.  n.o  76,  6)]  \  e  la  n'a- 
vella proiettività  è  commutativa  con  Q. 

Per  H  =  3  si  hanno  infinite  omografie  che  fanno  corrispondere 
fra  loro  due  cicli  qualunque  di  Q,  Fra  esse  quelle  sono  com- 
mutative con  Q  le  quali  hanno  comune  con  Q  uno  degli  ele- 
menti uniti  (e  quindi  anche  gli  altri). 

19*2.  a)  Due  omografie  piane  Q^ ,  Og ,  si  diranno  proiettioe^ 
se  esiste  un'omografia  0,  la  quale  trasformi  Qj  in  0^;  e  sì  dirà 
pure  che  Qj  ,  Q^  si  corrispondono  in  Q. 

b)  Un^ omografia  Q,  che  trasforma  0|  in  Q2*  ^^^^f^^^^  ^*^' 
che  evidentemente  un  gruppo  caratteristico  di  Q,  nel  gruppo 
caratteristico  della  stessa  specie  di  Q^:  viceversa,  se  i  gruppi 
caratteristici  della  stessa  specie  di  due  omografie  Q,  ,  Q^  sono 
jn'oieftivi,  vi  sono  infinite  omografie ,  rispetto  a  ciascuna  delle 
quali  Qj  e  Q^  **  corrispondono. 

In  fatti,  se  i  gruppi  caratteristici  che  sì  suppongono  proiet- 
tivi sono  quelli  della  /.»  specie,  (0  se,  essendo  della  5.«  specie, 
0,  ,  Q^  ^^^  s^^^  omologiche  né  cicliche  del  3.o  ordine),  sicco- 
me ciascuno  di  essi  individua  V  omografia  corrispondente  (185 
e  190,  h),  così  risulta  senz'  altro  evidente  il  teorema.  Se  dettii 
gruppi  caratteristici  sono,  invece,  della  2.«  o  della  5.*  specie, 
siccome  la  loro  proiettività  ha  per  conseguenza  quella  dei  gruppi 
caratteristici  della  /.»  specie,  così  il  teorema  ò  vero  anche  in 
questo  caso. 


.f*,' 
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e)  Due  omografie  piane  sovì^apposte,  e  cicliche  di  3.o  o  di 
d.o  ordine,  sono  sempre  proiettive;  poiché  evidentemente  tali 
sono  sempre  i  loro  gruppi  caratteristici  di  3.«  specie. 

d)  Due  omologie  piane  armoniche  soìio  sempì'e  proiettive. 

e)  Dati  due  elementi  ni(  ;  m'|  e  due  omografie  proiettive  e 
sovrapposte  Q^  ,  Q^f  ^^  ^^^  omologiche,  esiste  una  sola  omo- 
grafia Q,  in  cui  ad  Qj  corrisponda  Q^  e  ad  nij  corrispondn  m\. 

In  fatti,  se  Iii^iii2m3m4  ,  m^m'^m'sm'^  sono  due  gruppi  di  4  ele- 
menti successivamente  corrispondentìsi  in  Q,  ,  Q. ,     /  "f  "?  A   , 

'^  i  7     z  7  m'jiii  gin  gin  4  ' 

sarà  la  cercata  omografìa  ù\  poiché  £t  ha  in]m\  per  coppia  di 
elementi  corrispondenti ,  mentre  trasforma  le  coppie  niim^  ? 
n^m,  ,  m^m^  di  ù^  nelle  coppie  m^m',  ^  m'ani's  «  ^\^\  ^^  ^s  ì  ^ 
quindi  anche  (per  la  proiettività  supposta  di  fi|  ,  ù^  la  coppia 
11141115  di  Q|  nella  coppia  m  401^5  di  ù^  (essendo  m^  e  m'5  i  corri- 
spondenti di  in4  e  in'4  in  ù^  e  Q^). 

/)  Se  (ì^  ,  U2  sono  cicliche  di  3.o  ordine  (e  quindi  proiet- 
tive), la  costruzione  precedente  di  Q  non  regge  ;  poiché  si  ha 
in4^mi  ;  RI  4^in'|.  Ma,  indicando  con  Gr,  il  punto  unito  reale, 
che  sempre  esiste  in  0^ ,  e  con  G^  l'analogo  punto  di  Q^,  sarà 

Q  =  "f  "*f  "*  ^*. 

n  jRI  jlH  3^7^ 

193.  La  legge  di  dualità  dà,  per  le  omografìe  nella  stella, 
r  analogo  a  ciò  che  si  é  da  noi  dimostrato  per  le  omografìe 
piane  nei  n.*  188,  189,  190,  191  e  192. 

Ma  d'  ordinario  noi  trasanderemo  anche  di  accennare  a  quello 
che  lo  studioso  può  dedurre  da  sé,  facendo  uso  della  legge  ora 
ricordata. 

OMOGRAFIE   QUATERNARIE. 

194.  a)  Se  r  é  una  retta  di  punti  uniti  (')  in  una  omografia 


(^)  Per  brevità,  diremo  piani  di  R,  0  di  r,  i  piani  che  passano 
pel  punto  i?,  o  per  la  retta  r;  e  diremo  pure  che  r  è  una  retta 
di  piani,  o  punti  uniti,  in  un'omografia  Q,  se  i  piani,  o  punti, 
di  r,  sono  elementi  uniti  di  0. 
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Q  a  tre  dimensioni,  mentre  la  proietti vitÀ  \r\  di  piani  corri- 
spondenti in  fì  non  è  identica ,  indicando  con  aa' ,  a'a"  due 
coppie  di  piani  corrispondenti  in  |rj,  le  coppie  [a]  e  [aT,[a'] 
e  [a'']  di  sistemi  piani  corrispondenti  in  Q  sono  [167,  d)  a  si- 
nistra] coppie  di  sistemi  prospettivi.  Inoltre,  i  relativi  centri 
A,A'  di  prospettiva  sono  due  punti  corrispondenti  di  ù:  poiché, 
assumendo  in  a  due  punti  arbitrarii  L  ,  M,  ed  indicando  con 
LL'L'^  j  MM'M'*  due  terne  di  punti  successivamente  corri- 
spondentisi  in  0  (dove  è  evidente  che  L' ,  M'  giacciono  in  a', 
ed  V  ,  M^'  in  a"),  le  rette  LL' ,  MM'  passeranno  per  A,  e  le 
loro  corrispondenti  L^L"  ,  M'M"  in   Q  passeranno  per  A\ 

Sicché,  se  A  ,  A'  coincidono  in  un  punto  S  (ossia  se  i  è  un 
punto  unito  S  di  Q),  ogni  retta  Z,  condotta  per  S,  è  unita  in  ù^ 
perchè  contiene  i  punti  Sfloieì  loro  corrispondenti  Sj  1%':  e 
quindi  (173,  a^  b)  Q  è  un^  omologia  di  centro  S,  il  cui  piano  e 
di  omologia  passerà  per  r.  In  conseguenza  allora  tutt*  i  centri 
di  prospettiva  dei  sistemi  piani  corrispondenti  in  0,  i  cui  so- 
stegni passano  per  r,  coincideranno  con  8. 

b)  Escludendo  dunque,  come  noi  intendiamo  fare,  il  caso 
di  Q  omologica,  i- punti'  A  ,  A'  sono  distinti;  e  ciascun  piano  p, 
condotto  per  la  retta  AA  =s,  è  unito  in  Q,  perchè  contiene  le 
coppie  pa  e  pa',  pa'  e  pa"  di  rette  corrispondenti  in  £2,  e  quindi 
s  è  una  retta  unita  in  Q:  ma  i  punti  della  retta  s  non  sono 
unitiy  perchè  s  contiene*  i  punti  corrispondenti   distinti   A  ^  A\ 

e)  Le  rette  unite  r  ,  s  possono  essere  sghembe  (cioè  non  si- 
tuate in  un*  piano),  o  pur  no.  Ma,  in  ambedue  i  casi,  indìcand»» 
con  p^'f"  un'  altra  terna  qualunque  di  piani  corrispoudentisi 
successivamente  nella  proiettività  |rj,  e  con  B  ,  B^  i  centri  di 
prospettiva  delle  coppie  di  sistemi  piani  [^]  e  [g'],  |^'J  e  [g"]j 
che  si  corrispondono  in  0,  i  punti  B  ,  B'  apparterranno  alla 
retta  s  :  poiché  ogni  piano  (unito)  p  di  «  sega  [^]  e  [y] ,  [3'j 
e  [^"J  in  due  coppie  di  rette  corrispondenti  di  questi  sistemi 
piani  ;  e  perciò  B  ,  B'  apparterranno  ad  ognuno  dei  piani  ?; 
ossia  apparterranno  ad  s. 

Né  può  esistere,  sia  s  sghemba  ad  r  o  pur  no,  un'altra  retta 
unita  11  di  Q,  che  eia  sghemba  con  r:  perchè  si  avrebbero  in 
uoL  e  uà',  ux'  e  ita"  due  coppie  di  punti  corrispondenti  in  [i] 
®  [^'1  f  \'^']  ®  [*"]  ^  ^  quindi  u  dovrebbe  contenere  i  centri  di 
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e)  Quando  le  rette  unite  associate  r  ,  «  sono  sghembe  (nel 
quale  caso  Q  non  ha  [e)]  alcun'altra  retta  unita  sghemba  ad  r), 
se  la  proiettività  \r\  di  piani  ha  due  piani  uniti  distinti  £  ,  s, 
i  punti  8i^E ,  «cf^F  sono  due  altri  punti  uniti  di  Q,  fuori  di  r. 
(e  perciò  centri  dello  omologie,  che  ù  determina  nei  piani  £,  z): 
sicché  i  raggi  dei  fasci  Er  ,  Fr  Q)  saranno  rette  unite  di  Q. 
Ed  è  facile  vedere  che  non  vi  sarà  in  ù,  oltre  quelli  già  con- 
siderati, alcun  altro  elemento  unito. 

Se  è  9^c,  coincideranno  i  punti  uniti  F ,  E ,  ed  i  fasci  Er^ 
Fr  dì  raggi  uniti. 

Se  la  proiettività  \r\  non  ha  piani  uniti  (reali),  non  vi  saranno 
in  Q  altri  elementi  uniti  (reali),  che  le  rette  r  ,  s,  ì  punti  di  r 
e  i  piani  di  s. 

f)  Quando  poi  le  rette  unite  associate  r  ,  8  giacciono  in  un 
piano  £,  sulla  retta  unita  s  si  ha  il  punto  unito  rs^F.  e  quindi 
la  proiettività  di  punti,  che  Q  determina  sulla  retta  «,  avrà  in 
generale  un  altro  punto  unito  E\  ed  E  yV  saranno  perciò  il 
centro  e  V  asse  deir  omologia  determinata  da   0    nel  piano    £. 

Ora,  se  E  non  coincide  con  F,  le  due  stelle  di  centro  J5,  che 
si  corrispondono  in  Q,  avranno  uniti  i  piani  di  «,  e  saranno 
perciò  [167,  d)  a  destra]  omologiche,  col  piano  di  omologìa  s, 
nel  quale  giace  il  fascio  E^  di  raggi  uniti  delle  stelle  medesime. 

ù  determinerà  perciò  sopra  un  piano  qualunque  o  di  «  (di- 
stinto da  e)  un'  omografìa  coi  soli  punii  uniti  E ,  F,  perchè,  so 
vi  fosse  un  altro  punto  unito  G  la  GÈ  sarebbe  retta  unita 
sghemba  ad  r.  In  questa  omografia  la  retta  unita  e,  associata 
al  punto  E  (183,  e),  sarà  distinta  da  s,  che  è  la  retta  unita  as- 
sociata ad  Fj  perchè  se  la  s  fosse  associata  ad  E^  la  retta  as- 
sociata ad  F  passerebbe  per  E  e  sarebbe  sghemba  ad  r.  Dun- 
que essa  passerà  per  F.  Sicché  il  piano  re^^  risulterà  distinto 
da  E,  e  sarà  il  secondo  piano  unito  della  proiettività  -rj.  —  In 


quest'  ultima  ipotesi  si  verifica  in  d)^  dove  la  retta  MM^  sega   i?, 
ma  non  sega  r. 

(*)  Useremo  i  simboli  Er  ,  Ei  per  indicare  il  fascio  di  raggi, 
che  da  E  proietta  i  punti  della  retta  r,  o  del  piano  s;  e  non  rare 
volte  abbiamo  fatto,  e  faremo  uso  di  nuove  convenzioni,  rese  chian» 
dal  nostro  discorso,  senz'  altro. 
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Dunque,  quando  un*  omografia  quaternaria  {non  omologica) 
Q  ha  7tna  retta  r  di  punti  e  piani  uniti,  se  ù  ha  pure  un  punto, 
o  piano,  unito  non  appartenente  ad  r,  essa  avrà  ancora  un'al- 
tra retta  6  di  2^unti  e  di  piani  uniti,  sghemba  ad  r. 

Questa  particolare  omografìa  la  indicheremo  con  ir  ,  «!,  e  la 
chiameremo  assiale,  denominando  assi  le  rette  r  ,  s,E  evidente 
poi,  che  V  omografia  |r  ,  s|  ha  per  elementi  uniti  solamente  i 
punti  e  i  piani  dei  suoi  assi  r  ,  s ,  e  le  rette  r  ,  s ,  insieme  a 
quelle,  che  si  appoggiano  ad  v  e  ^, 

k)  Sicché  ad  ogni  punto  M  (o  piano  pi)  non  appartenente 
ad  uno  degli  assi  r  ^  8  appartiene  una  sola  retta  unita — quella 
che  si  appoggia  ad  r  ,  $  —  :  ma  se  M  (o  pi)  appartiene  ad  uno 
degli  assi,  p.  e.  ad  r,  ad  M  (o  ix)  apparterranno  le  infinite  rette 
unite  che  da  M  proiettano  i  punti  di  s  (a  dal  punto  jjls  proiet- 
tano i  punti  di  r). 

Inoltre,  una  retta  m  non  appoggiata  ad  alcuno  degli  assi  è 
sghemba  alla  sua  corrispondeìite  m'. 

Poiché  se  m  ,  m'  si  segassero,  al  punto  (non  unito)  mm'^M 
di  m  corrisponderebbe  un  punto  distinto  M'  di  w';  e  quindi  m' 
sarebbe  [h)\  una  retta  unita. 

l)  NelV  omografia  assiale  \r  ,  s],   due  punti  corrispondenti 

qualunque  (fig.  115.^)  A  ,  A'  e 
i  punti  R  ,  S,  in  cui  r,  s  sonn 
segati  dalla  retta  (unita) AA'^a^ 
costituiscono  un  gruppo ,  cht 
rimane  proiettivo  a  se  stesso^ 
al  variare  dei  punti  corrispon- 
denti X  ,  A!  \  gruppo,  che  di- 
remo perciò  caratteristico  nel- 
r  omografìa  Ir  ,  «'. 

Di  vero,  se  Aj  ,  A/.sono  due 
altri  punti  conlspondenti  arbi- 
trari deir  omografia,  situati  in  un'  altra  retta  unita  Mj,  la  quale 
seghi  r  ,  s  in  B^  ,  S_^ ,  indicando  con  B  ,  i?'  due  punti  corrispon- 
denti situati  sulla  retta  unita  R^S^v,  l'omografìa  \r  ,  s\  deter- 
minerà sui  piani  (uniti)  uv  ,  u^v  due  omologie,  Tuna  di  centro  7? 
ed  asse  s,  l'altra  di  centro  8^  ad  asse  r.  Si  avrà  dunque  {Ì6\K 
b)  BSAA' 7\  ESiB B'  K  B^S^A^A\, 
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raggi  tiniti,  il  cui  centro  M  giace  in  r  ;  ed  ogni  punto  {luiitoj 
M  di  T  è  centro  di  un  fascio  (M)  dì  raggi  uniti,  il  cui  piano  '^ 
passa  per  r.  Poiché  romografia  in  esame  determina  nel  piano 
unito  [X  un'  omologia  di  asse  r  [167,  d)  a  sinistra],  il  cui  centro 
M  è  un  punto  unito,  e  giace  quindi  sopra  r. 

2.0  Ti^a  i  punti  Mei  relativi  piani  yi  si  ha  una  corri- 
spondenza proiettiva.  Poiché,  se  (tì)^ABC , ,  ^ ,  (u')^A'B^C'... 
sono  due  punteggiate  corrispondenti  deiromografia  in  quistione. 
i  cui  sostegni  u  ,  u'  sono  sghembi  con  ?•,  le  rette  (unite)  AX\ 
BB' ,  CC'j,..  incontrano  la  retta  r.  Ciò  posto  i  fasci  di  piani 
che  proiettano  AA' ,  BB* ,  CC  j . . ,  da  r  e  da  u'  sono  proiei- 
tivi,  perchè  prospettivi  alla  punteggiata  ABC...,  mentre  il  fa- 
scio («')  è  prospettivo  alla  punteggiata  determinata  sopra  r. 

Da  ciò  segue  un  modo  di  costruire  V  unica  rett^  unita,  che 
appartiene  ad  un  punto  K  (o  piano  yj  assegnato,  quando  sia 
data  la  proiettività  tra  i  punti  3/  e  i  piani  \l  ;  poiché ,  po>io 
rÀ=;i  (o  ry=EM)  e  detto  M  (o  |Ji)  il  punto  (o  il  piano)  corrispon- 
dente di  \L  (o  M)  sarà  KM  (o  yjji)  la  retta  richiesta. 

195.  a)  Neir  omologia  armonica  Ù,  di  centro  /S^  e  di  piano 
di  omologia  o  (175,  &),  ogni  retta  unita  r,  se  appartiene  a  «, 
è  sostegno  di  punti  uniti  e  di  un  fascio  involutorio  di  piani, 
mentre  se  r  appartiene  ad  S,  essa  è  sostegno  di  piani  uniti  o 
di  una  involuzione  di  punti. 

Annunziammo  però  nella  nota  al  n.o  175,  6),  e  risulta  gfà  da 
quanto  si  è  detto  in  194,  in),  n]  che  questa  non  è  la  sola  omo- 
grafia involutoria  a  tre  dimensioni. 

b)  Perciò,  esamineremo  ora  i  diversi  casi  d'involuzione  che 
può  presentare  un'  omografia  nello  spazio,  cominciando  a  dimo- 
strare che  scj  in  un'omografia  involutoria  Q  a  tre  dimensioni^ 
una  retta  unita  è  sostegno  di  punti  uniti  e  di  una  invoìuzionf 
di  piani j  o  è  sostegno  di  plani  uniti  e  di  un^ involuzione  di  punti 
Q  è  un'omologia  armonica, 

.  Si  osservi  dapprima  che,  in  una  forma  involutoria,  la  rett(i 
u,  che  ajypartiene  a  dite  punti  A  ,  A'  (o  piani  a  ,  a')  corrispon- 
denti distinti,  è  una  retta  unita;  perchè  ad  u  appartengono  k 


—  472  — 

r.«?  ;  il  che  non  può  essere,  perchò  la  rctt^   A  A',   non  giacendo 
in  questo  piano,  è  sostegno  di  un'  involuzione  di  piani  in  Q. 

Adunque  T  omografia,  così  ottenuta,  è  assiale  (194,  t);  e  poi- 
ché essa  è  involutoria,  il  suo  gruppo  caratteristico  (194,  /)  sarà 
armonico. 

e)  Se  V  involuzione  di  pianiy  di  asse  AA',  è  ellittica^  allora 
l'omografia  involutoria  £t  non  avrà  alcun  punto,  o  piano,  uìuto 
(ideale)  ;  e  quindi  due  rette  unite,  o  corrispondenti,  sono  sempre 
sghembe, 

Poicliè,  se  jjL  fosse  un  piano  unito,  non  appartenente  alla  retu 
A  A',  ogni  piano  condotto  per  la  retta  unita -^^4' e  per  un  punto 
unito  deiromologia  involutoria,  che  Q  determina  in  ;j,  sarebbe  un 
piano  unito  ;  contro  T  ipotesi  fatta. 

E  se  M  fosse  un  punto  unito,  ogni  piano,  condotto  per  due 
raggi  corrispondenti  della  stella  involutoria  [i/],  sarebbe  unito. 

In  fine,  se  due  rette  unite  (o  corrispondenti)  avessero  un  punu» 
comune  P,  questo  sarebbe  unito  (o  P,  che  non  è  unito,  e  il  su«"» 
corrispondente  in  Q  giacerebbero  sopra  una  delle  due  rette 
corrispondenti,  e  questa  sarebbe  unita). 

/')  Da  quanto  ò  detto  innanzi  risulta  che,  nello  spazio  a 
tre  dimensioni  vi  sono  due  sole  specie  di  omografie  involuto- 
rie,  cioè  le  involuzioni  omologiche  (175,  b)  e  le  involuzioni,  cbf 
diremo  rigate,  e  che  sono  quelle  considerate  in  d),  e). 

g)  Le  involuzioni  rigate  si  suddividono  ancora  in  due  sot- 
tospecie, cioè  in  quella  considerata  in  d),  che  diremo  ijwrboìica, 
ed  in  quella  considerata  in  e),  che  diremo  ellittica. 

h)  In  ciascuna  delle  due  involuzioni  rigate,  le  rette  con- 
giungenti due  punti  corrispondenti  {coniugati),  e  le  rette  intrr- 
sezioni  di  due  piani  corrispondenti  {coniugati),  sono  [b)]  unii* 
(doppie!)  e  formano  tino  stesso  sistema  [cfr.  nota  a  n.®  194,  r/]. 
Inoltre,  ad  un  punto  A,  o  piano  a,  arbitrario,  ap^partiene  hwi 
retta  doppia,  ed  in  generale  una  sola;  poiché,  se  A^ ,  a'  sono 
gli  elementi  coniugati  di  A,  a,  questa  retta  è  AA',  o  aa'.  Quindi, 
ciascuna  di  queste  rette  doppie  è  sostegno  di  un'  involuzione 
di  punti  (o  piani)  coniugati  nell'  involuzione  rigata:  involuzioni* 
di  punti  (o  piani),  che  ò  sempre  iperbolica,  o  sempre  ellittica, 
secondo  che  l' involuzione  rigata  è  iperbolica,  o  ellittica  ;  ed 
ha,  nel  primo  caso,  per  punti  (o  piani)  doppi,  due  punti  (o  piani 
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e  vi  è  sempre  tuia  retta  del  sistema^    che   passa  per  un  dato 
puntOy  0  giace  in  un  dato  piano; 

2.0  La  coppia  di  rette  sghembe  costituisce  gli   assi  di  una 
determinata  involuzione  rigata,  nellxi  quale  due  punti  (o  piani 
coniugati  qualunque  sono  coniugati  armonici,  risjìetto  a^la  cup- 
pia  di  punti  (o  piani),  che  la  loro  retta  congiungente  (o  la  loro 
retta  d'intersezione)  deterviina  con  la  coppia  degli  assi. 

l)  E  evidente  che,  se,  in  una  involuzione  rigata  iperbolicii 
di  assi  r  ,  s,  V  uno  s  va  all'  infinito,  la  retta  congiungente  due 
punti  coniugati  qualunque  A  ,  A'  b  bisecata  dall'  altro  r,  ed  è 
parallela  al  piano,  la  cui  giacitura  individua  s.  Questa  involu- 
zione rigata  si  dirà  allora  simmetria  obliqua,  secondo  Za  giaci- 
tura di  s,  rispetto  alla  retta  r.  Se  poi  la  giacitura  di  «  è  per- 
pendicolare ad  ?•,  la  particolare  involuzione  rigata,  che  si  ot- 
tiene, si  dirà  simmetria  ortogonale  rispetto  alla  retta  r. 

196.  a)  Essendosi  già  trattato  di  tutti  i  casi,  in  cui  (come, 
p.  e.  neir  omologia)  l'omografia  ha  un  numero  infinito  di  piuiil 
uniti  reali,  dobbiamo  ora  esaminare  quelli,  nei  quali  ve  ne  un 
numero  finito,  o  non  ve  n'  è  alcuno  (^). 


{})  I  casi,  nei  quali  1'  omografia  quaternaria  ha  infiniti  punii 
uniti  reali,  sono  l'omologia,  l'omografia  assiale  (ed  in  particolare 
l'involuzione  rigata  iperbolica),  le  omografie  considerate  nel  n.®  li*4, 
e),  f),  e  quella  trattata  nel  n.o  194,  o),  p)>  Ora,  delle  prime  ab- 
biamo data  la  costruzione  nei  numeri  174  e  194,  n),  e  dell'ultima 
daremo  la  costruzione  in  seguito.  Assumendo  poi  due  punti  arbi- 
trarli A,  B  di  una  retta  qualunque  r,  un  piano  arbitrario  a,  che 
seghi  r  in  E,  e  due  coppie  di  punti  LL'  ,  MM',  tali  che  le  retie 
LL^ ,  MM'  sieno  sghembe  tra  loro  e  ad  r,  e  quindi  seghino  a  in 

due  punti  distinti  E,  S,  sarà  Qz^.^  ^  /  ^j^,     Tomografia  studiata 

nel  n.o  194,  /),  o  nel  n.o  194,  e),  secondo  che  la  retta  i?S  passi 
pel  punto  E,  o  pur  no. 

Di  vero,  avendo  0  i  punti  uniti  A,  B,  avrà  in  AB^r  una 
retta  unita,  e  perciò  in  ra^E  un  terzo  punto  unito;  sicché  sarà 
r  una  retta  di  punti  uniti,  ma  non  di  piani  uniti  in  ù  (essendo 
rL  e  rL'j  rM  e  rAV  due  coppie  di  piani  corrispondenti  distinti;. 
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h)  Se  una  omografia  quaternaria  Q  possiede  un  punto  unito 
reale  i>,  e  se  Q  non  è  un'  omologia  di  centro  D,  tutte  le  di- 
verse coppie  (a)  e  (a'),  (ò)  e  (6'),  (e)  e  (e') , . .  •  di  punteggiate 
corrispondenti  in  Q,  i  cui  sostegni  passano  per  Z>,  sono  pro- 
spettive. Indichiamo  ordinatamente  con  ^,  5,  C,...  i  loro 
centri  di  prospettiva  (^). 

Se  due  di  essi,  p,  e.,  ^ ,  5 ,  coincidono  in  un  punto  8  i  si- 
stemi piani  corrispondenti  [ah\ ,  [a'ò']  saranno  evidentemente 
omologici  rispetto  al  centro  S:  e  quindi  la  loro  retta  d'interse- 
zione sarà  una  retta  di  punti  uniti  in  ù,  la  quale  passa  per  D\ 
e  questa  omografia  avrà  inoltre  (194,  d)  una  retta  di  piani  uniti, 
che  passerà  per  S,  poiché  ogni  piano  unito  sega  i  piani  ab,  a'b' 
in  rette  corrispondenti  di  [ab]  ,  [a*b'\ ,  e  quindi  passerà  por  S. 
Sicché  £2  sarà  T  omografia  del  n.o  194,  rf),  o  sarà  un'  omologia 
di  centro  8,  il  cui  piano  di  omologia  passerà  per  l'intersezione 
dei  piani  db  ,  a'6'. 

Se  tre  di  essi,  p.  e.  A,  B,  C,  coincidono  in  un  punto  8y  ed 
a,  b,  e  (e  quindi  anche  a',  ò',  e')  non  stanno  in  uno  stesso 
piano,  ogni  piano  p,  condotto  per  ^S^,  è  unito  in  Q  ;  perchè  con- 
tiene le  tre  coppie  pa  e  pa',  p/;  e  pb',  pc  e  pc'  di  punti  corri- 
spondenti nelle  coppie  di  punteggiate  (a)  e  (a'),  (6)  e  (6'),  (e) 
e  (e'),' e  quindi  anche  tali  in  Q.  Sicché  Q  è  allora  (171,  rt,  b) 
un'  omologia  di  centro  8,  il  cui  piano  o  di  omologia  passerà 
per  Z>  ;  e  in  conseguenza  anche  gli  altri  centri  delle  indicate 
coppie  di  punteggiate  prospettive  coincideranno  con  8, 


In  conseguenza  Q  (che  non  paò  essere  omologica,  senza  che  i 
punti  i?,  ^S'  coincidano:  perchè  MM',  LL'  dovrebbero  passare  pel 
centro  U  di  omologia,  ed  U  dovrebbe  appartenere  ad  a)  avrà  an- 
cora (194,  d)  una  retta  di  piani  uniti,  e  non  di  punti  uniti:  e 
questa,  sarà  la  retta  KSe^s,  perchè  s  deve  trovarsi  nel  piano 
unito  a,  e  deve  |194,  d)  in  fine]  appoggiarsi  alle  retto  LL',  MM', 
Dunque  Q  sarà  l'omografia  del  li."  194,  /),  o  quella  del  n.«  195, 
'),  secondo  che  s  passa  per  E,  o  pur  no. 

(')  Si  noti  che,  quando  i  sostegni  a,  a'  sono  sovrapposti,  per  il 
centro  A  di  prospettiva  delle  punteggiate  corrispondenti  sovrap- 
poste (a)  ,  (a)  deve  prendersi  il  loro  secondo  punto  unito,  distinto 
da  D  in  generale,  ma  che  può  pure  coincidere  con  D, 
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Escludendo  dunque  V  omologia,  e  il  caso  in  cui  per  D  passi 
una  retta  di  punti  uniti,  a  due  coppie  distinte  (a)  e  (a'),  (6)  e 
{b')  di  punteggiate  corrispondenti,  i  cui  sostegni  passano  per  i), 
corrisponderanno  due  centri  distinti  A,  B  di  prospettiva  ;  e  vi- 
ceversa. 

e)  Se,  prendendo  a,  6,  e  non  in  uno  stesso  piano,  risaltas- 
sero A,  Bj  O  situati  in  una  retta  s  (non  appartenente  a  -D), 
ogni  piano  p  di  s  sarebbe  unito  in  Q  (perchè  conterrebbe  le 
tre  coppie  di  punti  corrispondenti  pa  e  pa\  p6  e  p&-,  pc  cfc'i; 
e  quindi  [194,  d)  a  dritta]  V  omografia  ù  avrebbe  pure  una 
retta  di  punti  uniti,  appartenente  a  D. 

d)  Escludendo  V  omologia,  e  il  caso  che  per  D  passi  una 
retta  di  punti  uniti ,  ossia  supponendo  che  D  sia  un  punto 
unito  isolato ,  vi  saranno  dunque  tre  centri  A  ,  ^  ,  C  di  pro- 
spettiva, non  coincidenti  e  non  per  diritto.  Il  piano  o^iBC, 
se  non  passa  per  D,  conterrà  le  tre  coppie  di  punti  corrispon- 
denti oa  e  òa'  ,  òb  e  o6' ,  oc  e  So/,  e  sarà  perciò  unito  in  U. 
Viceversa  un  piano  unito  6  di  Q,  che  non  passa  per  Z>,  con- 
terrà il  centro  di  prospettiva  L  di  una  coppia  qualunque  di 
punteggiate  {l) ,  (V)  corrispondenti  in  Q,  i  cui  sostegni  passano 
per  D;  perchè  6  contiene  i  punti  òl ,  5Z*,  che  si  corrispondono 
in  ù. 

Né  vi  sarà  in  conseguenza  alcun  altro  piano  unito  di  Q,  che 
non  passi  per  D. 

E  se  o^ABC  passa  per  Z),  non  vi  sarà  alcun  piano  unito  di 
Q,  che  non  passi  per  D:  ma  anche  in  tal  caso  5  sarà  un  piano 
unito. 

In  fatti,  si  noti  dapprima,  che  anche  allora  3  conterrà,  oltre 
ad  i4  ,  i?  ,  C,  tutti  gli  altri  centri  L  di  prospettiva:  poiché,  se 
il  punto  L  non  giacesse  nel  piano,  ò^ABC,  vi  sarebbe  un  pia- 
no, non  appartenente  a  D,  e  che  conterrebbe  L  e  due  dei  punti 
A,B,C\  sicché  questo  piano  conterrebbe  tutti  i  suddetti  centri 
di  prospettiva  ABC,..,  e  coinciderebbe  poi  con  6  assurti^. 
In  conseguenza  o  conterrà  pure  i  centri  di  prospettiva  A* ,  B\ 
a  delle  coppie  di  punteggiate  («')  e  (a")  ,  (&')  e  (&") ,  (e')  e  (c^ 
che  si  corrispondono  in  Q,  e  si  dimostrerà,  come  alla  fine  (l<i! 
n.o  183,  b],  che  AA^ ,  BB* ,  OC  sono  coppie  di  punti  corrispon- 
denti in  fi. 
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associati  ordinatamente  ai  punti  uniti  isolati  F  ,  E  ;  e  se  è 
<p^3,  e  quindi  F^E,  al  punto  lenito  E  è  associato  in  ù  il  piano 
unito  £. 

Ciò  è  evidente,  dietro  quanto  è  detto  in  h)  ;  poiché,  nel  primo 
caso,  non  si  appartengono  gli  elementi  uniti  isolati  s,  F,  nò  gli 
altri  due  9  ,  i5;  e,  nel  secondo  caso,  sono  ^,  s  i  soli  elementi 
uniti  isolati  di  fi. 

k)  Per  V omografia  Q  poi,  considerata  nel  n.^  194,  f)  se  i 
piani  e  ,  9  sono  distinti  si  vedrà,  come  in  i),  che  il  piano  z  è 
associato  al  punto  E  ;  ma  il  luogo  dei  centri  di  prospettiva  delle 
jmnteggiate  corrispondenti  di  Q,  i  cui  assi  passano  per  F  (an- 
che quando  è  9^5,  e  quindi  E^F),  è  la  retta  s;  poiché 
questi  centri  coincidono  coi  centri  di  prospettiva  dei  sistemi 
piani  corrispondenti  in  ù,  i  cui  sostegni  passano  per  r. 

l)  Si  noti,  che  il  luogo  dei  centri  di  prospettiva  delle  cojfpit 
di  punteggiate  corrispondenti^  i  cui  sostegni  passano  per  uw'» 
stesso  punto  qualunque  di  r,  è  là  retta  s,  in  ciascuna  dtUt 
omografie  considerate  nel  n,o  194,  e),  f)  {}), 

m)  Conservando  le  notazioni  adoperate  in  questo  numero  e 
facile  provare  che,  in  una  omografia  quaternaria  ù  (non  omo- 
logica) y  la  quale  possiede  un  punto  unito  isolato  (reale)  D ,  éi 
ha  la  relazione  abc  . . .  a'b'c' ...  a  ABC  . . .  A'B'C  . ,, ,  omografia 
caratteristica  mista^  che  indicheremo  con  jJ9  ,  8j. 

Si  osserverà  dapprima  che,  se  i  raggi  abc  appartengono  ad 
un  fascio,  i  imnti  ABC  saranno  in  linea  retta:  poiché  un  piaiK» 
qualunque  p,  condotto  per  la  retta  AB  (^),  sega  i  piani  corri- 


Q)  In  generale,  in  un'omografia  quaternaria  Q,  i  centri  di  pro- 
spettiva delle  coppie  di  punteggiate  corrispondenti,  i  cui  assi  pa?:- 
sano  per  uno  stesso  punto  unito  Z>,  se  Z>  è  isolato,  hanno  p<*r 
luogo  un  piano  unito  6  ;  se  X>  appartiene  ad  una  retta  r  di  punti 
uniti,  hanno  per  luogo  una  retta  s  di  piani  uniti,  associata  ad  r 
(in  particolare  V  altro  asse,  se  Q  è  un'  omografia  assiale  di  a-^hi 
?•  ,  6-)  ;  e  se  i)  appartiene  ad  un  piano  di  punti  uniti,  i  centri  a: 
prospettiva  coincidono  tutti  nel  centro  dell'  omologia  Q. 

(^)  Negandosi  che  i  tre  punti  ^l^Csieno  per  diritto,  certamente 
due  tra  essi,  p.  e.  A^  7i,  debbono  essere  tali,  che  la  reità  AB  uou 
passi  per  D. 
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Ciò  posto,  Vunivocltà,  già  dimostrata  in  6),  della  corrispon- 
denza tra  abc ...  e  ABC  ... ,  e  quanto  si  è  ora  provato,  dimo- 
strano (158,  b)  la  verità  dell'  enunciata  relazione. 

E  si  noti,  che  dalla  relazione  ora  dimostrata  si  trae,  che  ogni 
punto  ^  di  0  è  centro  di  prospettiva  di  una  coppia  di  pun- 
teggiate corrispondenti  in  Q  ,  i  cui  sostegni  a ,  a'  passano 
per  Z>. 

n)  Si  noti  che  AA*y  BB\  . . .  sono  coppie  di  punti  corrispon- 
denti in  ù  (e  quindi  in  jòj),  poiché,  p.  e.,  indicando  conL,  I', 
L"  tre  punti  ordinatamente  di  a,  a',  a",  che  si  corrispondono 
successivamente  in  0,  al  punto  LL' ^ò^A  corrisponderà  il  punto 
VL'''l=A\ 

o)  In  fine  se  Z> ,  5  non  si  appartengono,  proiettando  da /) 
la  omografia  caratteristica  jZ> ,  5( ,  o  sezionandola  cenò;  si  ha 

la  omografia  ^^^^^       ^,^,^,     ^ ,  o    ^^^      ^,^.^,    ;  ,  1» 

prima  delle  quali  è  commutativa  con  \D\,  e  la  seconda  è  com- 
mutativa con  j6|. 

In  fatti  \D  ,  ò\  muta  la  coppia  aa'  di  raggi  corrispondenti 
in  \D\  nella  coppia  AA'  di  punti  corrispondenti  in  jòj,  mentre 
D(AA^)  è  una  coppia  di  raggi  corrispondenti  in  \D\  e  ò^aa!)^ 
una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  [5|. 

191.  a)  Se  in  un'omografia  quaternaria  ù,  che  non  ha  un 
numero  infinito  di  pumi  uniti  reali,  esiste  un  punto  unito  (reale) 
Dj  e  quindi  anche  [196,  f)  a  sinistra]  il  piano  unito  associato 
(reale)  ò,  neiromografia  piana,  che  Q  determina  in  5,  vi  saranno 
almeno  (184,  a)  due  elementi  uniti  associati  (reali)  G ,  g» 

Ora,  se  si  suppone,  che  gli  elementi  6  ,  g  non  appartengano 
ai  loro  rispettivi  associati  D  y  G,  g  che  la  proiettività  caratte- 
ristica j^!  della  suddetta  omografia  piana  abbia  i  punti  uniti 


il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate  corrispondenti  {a%  («'  '• 
il  piano  di  prospettiva  delle  stelle  [A]  ,  [A']  passa  evidentemenre 
per  a\  e  perciò  anche  per  D,  Dunque  ognuno  dei  detti  piani  oi 
prospettiva  passa  per  D  ;  ossia  D  sta  sulla  retta  di  punti  uniti, 
e  non  è  quindi  un  punto  unito  isolato. 
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Irreali  e  distinti)  E,  F,  l'omografia  Q 
uuiti  nei  vertici  del  tetraedro 
'.fondameaUde)  DEFG\  4  piani 
uniti  nelle  facce  EFG^ò , 
FQiy^i,  GDE=!f,  DEF=-i 
ili  iiueato  tetraedro,  e  6  rette 
unite  nei  eaoi  spigoli  FO  ^  e, 
J)E=e;  GE=f,  DFsf,'EF=g, 
nG=g\ 

b)  Se  M ,  M'  sono  due  punti  corrispondenti  dì 
ninno  sia  situato  in  una  delle  facce   del   tetraedro 


costruzione  di  ù,  oltre  al  modo  indicato  nel   n."  1 
eseguirei  facilmente  come  segue. 

l'osto  DM=m,  DM'  =  m',  m5sil/„,  m'ò  =  M'a, 
p.  e,,  il  punto  N'  in  Q,  corrispondente  ad  un  pan 

.V,  si  costruiranno  nelle  proiettivitii  ternarie  \D'\^ 

■Ì\  s  ^,  „  ^  w  "  ''  ^^^^i"  "'  ®  "  punto  H',  corrispondi 
e  Ìfyò=H,  e  sarà  H'M'-h'bsN'. 

e)  Non  può  supporsi,  che  la  retta  MM'^u  pas 
D  dei  vertici  del  tetraedro  fondamentale  di  Q  ;  pc 
hero  ue'f'if  4  raggi  uniti  della  stella  {D\  ;  e  quind 
2  sarebbe  un'omologia,  che  avrebbe  D  per  centro,  e 
di  omologia. 

rf)  N6  può  aupporsi  che  la  retta  u   seghi   due 
posti  <),g'  del  tetraedro;  poiché  por  ciascuna  delh 
passerebbero  tre  piani  uniti  di  il,  ed    ù    sarebbe 
assiale  di  assi  g  ,  g'. 

e)  Né  che  u  seghi  on  solo  spigolo  g  del  tetrae 
sarebbe  g  una  retta  di  piani  uniti,  e  quindi  g'  ur 
punti  uniti  in  il;  mentre,  non  essendo  g'M^g'M', 
non  sarebbero  uniti,  e  quindi  non  risulterebbero  ui 
di  g.  Sicché  Q  sarebbe  l'omografia  considerata  nel 
nella  quale  la  proiettività  di  piani  \g'\    avrebbe   i 

SiiKU  —  0eoni«/ria  prnìfUira. 
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g'F ,  g'E,  e  la  proiettività  di  punti  |^{    avrebbe    i   pumi  uniti 
F,  E. 

f)  Deve  dunque  supporsi  che  m  non  seghi  alcuno  degli  spi 
geli  del  tetraedro  fondamentale  ;  ed  allora  ù  non  avrà  alcun 
altro  elemento  unitOj  oltre  ai  vertici,  alle  facce  ed  agli  spigftU 
del  tetraedro  fondamentale  EFGD;  [e  quanto  è  detto  in  i^)  mo- 
stra la  reale  esistenza  di  una  tale  omografia  quateniaria,  eU 
sua  costnizione]. 

In  fatci,  un  punto  i4  —  o  un  piano  a  —  che  non  appartenga  aà 
una  taccia  —  o  ad  un  vertice  —  del  tetraedro,  non  può  esscn 
unito,  senza  che  ù  sia  una  identità  (160,  f). 

Ne  può  Telemento  unito  A  —  o  a  —  appartenere  ad  una  fite- 
cia  5  —  0  ad  un  vertice  D—,  Poiché,  se  non  appartenesse  ad 
uno  spigolo,  sarebbe  identica  la  proiettività  caratteristica  jò  - 
o  l/>|— di  0,  e  quindi  £t  sarebbe  un'omologia:  assurdo,  poidit- 
M  j  M^  non  sono  allineati  con  alcun  vertice  del  tetraedro.  K 
se  A  —  o  a  —  appartenesse  ad  uno  spigolo  g,  senza  essere  nn 
vertice  —  o  una  faccia  —  ,  g  sarebbe  una  retta  di  punti  -  " 
piani  —  uniti,  e  </'  una  retta  di  piani  —  o  punti  —  uniti,  m»'ntn' 
la  retta  MM*  non  incontra  né  g'  né  g\  assurdo  (194,  d). 

g)  Se,  mantenendo  ferme  le  altre  ipotesi  fatte  in  a),  si  sup- 
pone però  F^E,  Q  avrà  (fig.  118,^)  i  punti  uniti  Z>,  ^,  6',i 

piani  uniti  5 —gè,  £=^V,  7=</f'. 


fìg.  11S.<* 


e  le  rette  unite  e ,  e' ,  g,  g'^ 
e  conviene  di  dire  che  gli  ele- 
menti E,  2,  e,  e'  sono  da  contAi- 
si  ciascuno  due  volte. 

In  questo  caso  poi^  meiitrt^ 
regge  per  ù  la  costruzione  data 
in  6),  non  può  supporsi  che  U 
retta  ti^MM^  passi  per  D  (supponendo  sempre  essere  J/.*V 
due  punti  corrispondenti  di  fì,  dei  quali  ninno  sia  situato  i« 
alcuno  dei  piani  Ocy):  poiché  sarebbe  uo  un  altro  punto  unito 
della  omografia,  che  Q,  determina  nel  piano  S  ;  il  che  è  con- 
trario all'ipotesi.— Né  può  u  segare  le  due  rette  g  ,g'y  o  i'uua 
solamente  g  ;  poiché  ù  sarebbe  un'  omografia  assiale  di  as« 
9  1  9^ì  0  quella  considerata  nel  n.»  194,  d),  Devesi  dunque  sup- 
porre che  IL  non  seghi  alcuna  delle  rette  ee^gg*  \  ed  allora  !i 
non  avrà  altri  elementi  uniti,  oltre  quelli  già  considerali. 
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h)  La  preccdeiitti  omografìa  Q  bì  Ba  coBtrutrc  [6)],  dando 
D,  S,  e  in  3  dando  pure  G,  g  (in  modo  però  che  S,  g  non  ap- 
partenfrano  ordinatamente  a  />,  G),  e  la  rotta  GK^e,  come 
l'altro  raggio  unito  (associato  ad  E)  dell'omografia  che  £1  deve 
doierminare  sul  piano  5,  ed  assegnando,  sopra  una  retta,  sghemba 
con  DG,  OE,  DE,  g,  diie  punti  qualunque  U ,  M'  (dei  quali 
ninno  giaccia  in  alcuno  dei  piani  ò,  Dg,  De)  come  corrispon- 
denti. 

Del  resto,  la  reale  esistenza  di  una  tale  omografia  U  si  può 
dimostrare  nel  modo  seguente,  che  ne  dà  anche  un'  altra  co- 
struzione. 

Pel  vertice  E  di  un  dato  y  DEG  si  conduca,  fuori  del  piano 
:  del  S7,  una  retta  g,  e  si  assumano  in  g  tre  punti  ^-4,^4^  tali, 
che  il  gruppo  AA^EA,  sia  armonico:  indi  si  prendano  due  punti 
arbiirarii  M,  M'  dei  piani  UGAy  ,  DGA^,  non  situati  nel  lati 
ilei  '^^ DGA,  ,  DGA^,  e  tali,  che  la  retta  MM'  non  seghi  alcuna 

delle  rette  DE ,  GÈ  ,  g  :  sarà  fl  =  ^  j^  Jj  ^  ^,  la  richiesta  o- 

mosrafìa. 

In  fatti,  evidentemente  sono  elementi  uniti  di  U  ì  punti  D,  E 
0,  lo  rette  DE,  EG,  GD,  e  il  piano  DEG:  e,  poiché  g  contiene 
due  punti  A  ,  A,  coiTiapondcnti  in  Q  ed  il  punto  unito  A',  an- 
che g  è  retta  unita  di  Q,  e  sono  uniti  i  piani  ADE ,  AGE.  — 
Inoltre,  sono  corrispondenti  i  pisni  DGM  ,  DGM' ,  e  quindi 
anche  i  punti  A^,  A^,  in  cui  essi  segano  g,  per  cui  saranno  AA^A, 
tre  punii  successivamente  corrispon  don  tisi.  Sicché ,  essendo 
AA^EA^  armonico,  la  punteggiata,  determinata  da  Q  sulla  retta 
.9,  ha  E  per  unico  elemenio  unito  (G7,  «,  i).  È  chiaro  poi,  che 
niun  piano  ^  della  retta  DG,  diverso  da  i,  può  essere  unirò.; 
■iltrimenti  il  punto  ;jj7,  diverso  da  E,  sarebbe  unito.  E  poiché 
'e  proiettivitft  di  piani  di  assi  ED,  EG,  g  lianno  ciascuna  due 
piani  corrispondenti  distinti  (quelli  che  passano  ordinatamente 
t"-r  M,  M'),  ne  segue  che  per  tali  assi  non  passa  alcun  piano 
unito,  oltre  quelli  considerati. 

Non  può  ù  avere  un  altro  piano  unito  r.  :  poiché  i:  non  pm"> 
segare  g  in  un  punto  distinto  da  £  (giucche  questo  sarebbe  un 
Mjcondo  punto  unito  di  Q,  situato  in  g)\  nò  può  i:  passare  per 
K  I  altrimenti  la  slcila  ÌE\  avrebbe  quattro  piani  uniti,  e  quindi 


—  484  — 

Q  sarebbe  un'omologìa  di  centro   E,   mentre   i  punti   3/,Jtf', 
che. si   corrispondono   in    ù^    non    sono    allineati  con  E\ 

Non  può  quindi  Q  avere  nemmeno  un  altro  punto  unito:  poi- 
ché ù  ha  già  tre  punti  uniti  DEG  associati  ai  soli  tre  piani 
uniti  esistenti  in  Q. 

In  fine,  Q  non  può  avere  un'  altra   retta  unita    a,  poiché  a 

segherebbe  e  in  un  punto  uni- 
fig.  ii.9.«  to^  distinto  da  quelli  che  soli  Ù 

possiede,  o  giacerebbe  con  una 
delle  rette  g,  EGy  EA  in  piani 
uniti,  dei  quali  uno  almeno  è 
diverso  da  quelli  che  soli  Q 
possiede. 

i)  Supponendo  in  g)  che  sia 
0=F=E,  Q  avrà  (fig.yA^.oi 
i  punti  uniti  IJ  ,  G  ,  i  piani  uniti  S  ,  -^^g'e,  e  le  rette  unice 
e  j  g^i  ma  converrà  di  dire  che  ù  ha  gli  clementi  uniti  G ,  if , 
g  ,  g  contati  ciascuno  tre  volte. — Ed  ò  facile  vedere,  che  Ù.  non 
avrà  altri  elementi  uniti,  se  la  retta  it^MM'  è  sghemba  con 
e,  g'\  e  che  può  facilmente  costruirsi. 

k)  Del  resto,  ecco  dell'  omografia  Q.  considerata  in  i),  una 
individuazione,  la  cui  dimostrazione  si  lascia  per  esercìzio. 

Dati  due  punti  D  ,  G,  si  assumano  sopra  una  retta  g  di  G 
tre  punti  AA^A2  tali,  che  il  grappo  AA^GA^  sia  armonico,  e 
sulla  retta  GD  due  punti  arbitrarli  C,  C, :  indi  si  prendano  tre 
punti  BB^B,2  fuori  del  piano  Dg,  e  tali  che,  mentre  le  rette 
BB^  ,  B^B^  passino  rispettivamente  per   Ay  ,  A^  ^   il   gruppo  di 

raggi  G{BB^AB^)  sia  armonico:   sarà    Q  ^  ..  ^  ,   -,  ,.'   h  ri- 

chiesta  omografia. 

/)  Supponendo  in  vece  in  g),  che  D  coincida  con  G,  men- 
tre g*  conservi  la  sua  posizione, 


fig-  ^20.« 


FsE 


^%^^^i^^^^i^^^>aifciM  fc. 


ù  avrà  (fig.  120.<^)  i  punti  uniti 
£>,  E,  i  piani  uniti  «5^^^,  i'^^g\ 
e  le  rette  unite  egg^:  ma  con- 
verrà di  dire  che  Q  ha  gli  ele- 
menti uniti  DEòc  contati  tluc 
volto  ciascuno  e  la  retta  unita 
e  contata  quattro  volte. 
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m)  Ecco  ora  come  si  può  individuare  i'omografìa  SI  co 
siderata  in  ì). 

Per  due  dati  punti  IJ  ,  E  pnsaino  due  date  rette  sgheral 
g'  •  g;  e  si  prendano  in  i/' ,  g  le  terne  di  punti  AA,A^  ,  DB,i 
tali,  che  sieno  armonici  i  gruppi  AA^UAf  ,  Blì^EIì,,  e  sulle  ret 
^,//,  ,  A^B^  j  ponti  M ,  M'  fuori  dì  g  ,  </',  e    tali   che   la   ret 

MM    non  segni  DE  ,  nk  g  e  g  :  sarà  ^  ^  n  p  a  fi  tri    '*  ' 
chiestA  omografia. 

n)  Supponendo  in  i)  che  sia  D^G^F^E,  Q  avrà  i 
punto  unito  I),  un  piano  unito  5  ed  una  retta  unita  e,  tali  e 
e  passa  per  7J  e  5  passa  per  e:  ma,  come  di  solito,  direr 
coniati  quattro  volle  gli  elementi  D,5,  e  sei  volte  la  retta  e. 
Xè  vi  saranno  aUri  elementi  uniti,  se  la  retta  u^MM'  k  aghei 
ba  con  e- 

Ecco  inlanlo  un  modo  (la  cui  dimostrazione,  come  i|iiellii  dd 
costrazione  precedente,  si  lascia  allo  studioso)  per  individua 
una  tale  omografìa. 

Assunti  un  punto  JJ  e  un  piano  5  di  una  retta  arbitraria 
si  prendano  in  e  tre  punti  AA,A^  tali,  che  il  gruppo  AA^I) 
sia  armonico,  e  in  5  tre  punii  BTi^ìì^,  esterni  ad  e,  e  tali  e! 
mentre  le  rette  BB^  ,  B,B^  passino  rispettivamente  per  A^ ,  ^ 
il  ^Qppo  di  raggi  JJ{BB^AB,)  sia  armonico:  indi  si  assuma 
jmre  tre  punti  CCiC^,  esterni  al  piano  5,  e  tali  che,  mentre 
rette  CC,  ,  C,C^  passino  rispettivamente  per  B,  ,  B^,  il  grupi 

di  piani  c(C'C,BC,)  sia  armonico  ;   sarh    Ù  ^  ^  "^  „  j-,  j-,'  la  i 

mandata  omografìa. 

o)  So,  rimanendo  ferme  le  ipotesi  fatte  in  «),  si  suppo 
\nìv!ì  che  la  proictiivitii  di  punii  ]g\  ,  deierminata  da  il  f 
jiiano  ò,  abbia  immagiuarii  gli  elementi  uniti,  Ù  avrà  due  pui 
uniti  reali  D,  (J,  e  due  punti  itiiiti  hnmagiiiani,  rappresent; 
dall'involuzione  unita  di  ]<7Ì;  due  piani  uniti  reali  i=Gg,  7=i 
e  due  piani  niiifi  iinmaginarii,  rappresentati  dall'  involuzio 
unita  della  proiettività  di  piani  \g'\  in  Q;  due  rette  unite  rei 
g  ,  g',  e  due  coppie  di  rette  unite  immaginarie  di  1,"  spei 
rappresentate  dalle  involuzioni  unite  delle  proiettività  di  rag 
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determinate  da  0  nei  piani  6  ,  y,  e  che  hanno  i  centri  rispet- 
tivamente in  6r ,  -D. 

p)  E  se  in  o)  si  suppone  D^G,  d'onde  S^v^  conservando 
(/'  la  sua  posizione,  ù  avrà  il  punto  unito  reale  D,  il  piano 
unito  reale  o,  e  la  coppia  di  piani  uniti  immaginarli  di  asse  (f 
("ciascun  elemento  contato  due  volte)  :  mentre  ha  le  rette  unite 
reali  g  ,  g\  e  la  coppia  di  rette  unite  immaginarie  appartenente 
al  l'ascio  (D  ,  ò),  quest'  ultima  contata  due  volte. 

q)  Tutte  le  varie  specie  di  omografie  quaternarie,  conside- 
rate sinora  in  questo  numero,  avevano  almeno  un  punto,  e 
piano,  unito  reale  ;  ma  vi  sono  anche  omografie,  che  non  ne 
posseggono  alcuno.  Tali  omografie  si  possono  individuare  noi 
seguente  modo. 
Sopra  due  rette  sghembe  r ,  8  (fig.  /2i.»)  si  determinino  due 

proicttività  di  punti  (r)  =  j^ij^/jj^t  ?    («)  =  q^D^N'  ^^^^^'  ^^  ^^^^^ 
uniti  reali,  e  si  assumano  sulle  rette  ATiV,  M'N'  due  punti  ar- 

A  3  C  D  E 

hitrarii  A'^  E'  (non  situati  in  r  ,  s):  sarà  ^^  Afv>irJiyp^  ^^^^ 

uiugrafta  priva  di  punti  e  piani  uniti  reali. 

Di  vero,  i'^^AB=:A^B',  s^CD^C'D'  sono  rette  unite  di  11; 

e  poiché  sE  ed  «£",  rE  ed  rK' 
iìg,  12lM  gono  due  coppie  di  piani  cor- 

rispondenti in  0,  esse  secano 
/' ,  *  nelle  coppie  MM\  AT'di 
punti  corrispondenti  in  Q'.  Sic- 
ché le  due  proicttività  (r) ,  \* 
appartengono  ad  Q,  e  perciò  dei 
punti  di  r  ,  «  ninno  é  unito  in  Q.  Né  quindi  un  piano  a  di  r 
(()  h)  può  essere  unito,  perchè  darebbe  in  a*  (o  in  ar)  un  punto 
unito.  In  fine,  ogni  piano  ;*  (o  punto  Af),  non  appartenente  ad  r? 
o  ad  8,  non  può  essere  unito;  altrimenti  sarebbero  uniti  gli  ole- 
menti  p?' ,  pi«  (o  Mr  ,  Ms), 

r)  Si  noti  che,  se  nella  costruzione  data  in  q)  si  suppone 
clic  runa  (r)  delle  proicttività  abbia  i  punti  uniti  reali  £,/'*• 
i\  Taltra  [s)  li  abbia  immaginarli,  si  avrà  un'  omografìa  qua- 
ternaria con  due  soli  punti  uniti  reali   E ,  F   q    con   due  s"li 


^'^  n  N  D' 
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piani  uniti  reali  sE ,  sF ,  ossia  della  specie  di  quella  conside- 
rata in  o).  E  se  è  F^  E,  si  ha,  V  omografia  considerata  in  p). 

198.  a)  Se  D  ,  ò  sono  due  elementi  uniti  associati  {reali)  di 
una  omografia  quaternaria  Q,  ogni  omologia  fli',  che  ha  D  e  ò 
per  centro  e  piano  di  omologia  (e  che  indicheremo  spesso  col 
simbolo  |D ,  S|),  è  commutativa  con  Q. 

In  fatti,  sieno  M^  ,  M^  due  punti  qualunque,  che  si  corri- 
spondono in  Q,  ed  ÌV,  ,  N^  i  loro  rispettivi  corrispondenti  in  0  '. 
I  punti  N^  ,  N^  giaceranno  rispettivamente  sulle  rette  I>3/, , 
I)M^  ;  e  le  rette  M^M2  ,  -^^i^^  >  ^^®  ^^  corrispondono  in  ù',  con- 
correranno in  un  punto  H  di  5.  Ma  M^M^*5^H  è  il  centro  di 
prospettiva  delle  punteggiate ,  che  ù  determina  sulle  rette 
DM^  ,  DM^  (196,  f).  Dunque  N^N^  è  un'  altra  coppia  di  punti 
corrispondenti  di  Q  :  ossia  tì  ,  Q'  sono  commutative. 

b)  Il  ragionamento  precedente,  e  quindi  il  teorema  conte- 
nuto in  a),  valgono  ancora:  l.o  se  0  è  un'  omologia,  e  Z> ,  S 
appartengono  rispettivamente  al  suo  piano  ed  al  suo  centro  di 
omologia  ;  2.o  se  Q  è  un'  omografia  delle  specie  considerate  nel 
n.o  194,  e),  /*),  mentre  D  e  8  appartengono  rispettivamente  alla 
retta  r  di  punti  uniti  ed  alla  retta  s  di  piani  uniti  ;  3.o  Se  fì  è 
un'  omografia  assiale,  mentre  D  ,  5  appartengono  ordinatamente 
ai  suoi  assi  r ,  s  '^  4.^  infine,  se  Q  ha  una  sola  retta  di  punti  e 
piani  uniti  (194,  w),  e  D  ,o  appartengono  a  questa  retta. 

e)  Se  r  ,  s  sono  rette  (sghembe)  unite  di  una  omografia  qua- 
ternana  Q,  ogni  omografia  assiale  |r  ,  s|  è  commutativa  con  ù. 

Sieno  A  ,  A'  due  punti  qualunque,  che  si  corrispondano  in 
r  ,  8\:  sarà  (194,  h)  u^AA'  una  retta  unita  di  ^r  ,  ìj',  e  segherà 
r  ,  s  ordinatamente  in  R  ,  S, 

L'omografia  0  trasformerà  E  y  S  in  due  punti  i?,  ,  S^  rispet- 
tivamente appartenenti  agli  assi  r  ,  8  di  Q  ;  e  quindi  trasfor- 
merà la  retta  u  nella  retta  IilS^  ^  w, ,  e  i  punti  Ay  A'  in  due 
punti  Ay  ,  A\  di  u^:  sicché  si  avrà  RSAA'AR^S^A^A'^.  Ma  questa 
relazione  mostra  (194,  l)  che  A^A\  è  un'altra  coppia  di  punti 
corrispondenti  in  \r  ,  s\.  Dunque  \r ,  s\  è  trasformata  in  so 
stessa  da  0. 

d)  Due  omografie  quaternarie  (2,  ,  Qg,  che  hanno  lo  stesso 
tetraedro  fondamentale  DEFG,  soìio  commutatire. 
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lu  Ù2  ad  un  elemento  qualunque  M^  corrisponda  M^  (fig.  722»: 

e  condotta  per  M^  la  retta  y, 
fiff.  i22.«  q\^q  seghi  gli  spigoli  DF^f\ 

EG  ^  f  del  tetraedro  ,  si  tiri 
per  G  la  retta  r,  la  qnale  se- 
ghi le  rette  DM,,  y  in  M\X\- 
Ciò  posto,  indicando  con  ò ,  7 
le  facce  EFG,  EFD  del  tetrae- 
dro, e  con  Q' ,  Q"  e  0"'  le  omo- 
logie \D,Ò,M,M\\,  \Gro  J/'i^"i 
e  r  omografia  assiale  \f,f',M'\M^\  (^),  Tomografia  a'Q"Q'", 
che  ha  evidentemente  comuni  con  Q,  il  tetraedro  fondanieu- 
tale  e  la  coppia  M^M^  di  elementi  corrispondenti,  coinciderà 
con  Ojj.  Ma  ù^  è  trasformata  in  se  stessa  [a)  ,  h)\  da  ciascuna 
delle  omografie  fl' ,  0",  0'".  Dunque  Q,  è  trasformata  in  st- 
stessa  da  0^. 

e)  Dal  teorema  precedente  si  trae  che,  se  M, ,  M^  9om  rfwr 
elementi  corrispondenti  qualunque  di  uri  omografia  quaternaria 
Qf  che  ha  DEFG^Occp^  per  tetraedro  fondamentale,  indicand'» 
con  D'ET'G'  1  punti  d'intersezione  delle  facce  6379  conlaretUi 
M^AL^u,  il  gruppo  D'E'F'G'M,M2  rimane  proiettivo  a  se  stesi^"^ 
al  variare  della  coppia  M,^!^;  e  questo  gruppo  si  dirà  perciò 
gruppo  caratteristico  di  /.»  specie  noli'  omografia  fì. 

Di  vero,  indicando  con  M\  ,  3/'^  due  altri  punti  qualunque, 
che  si  corrispondono  in  Q,  e  con  D\E\F\G\  i  punti  d'in- 
tersezione   di    529V    con    la    retta    M'^M'^^  u' ,    Tomografia 

^^^DEFG  i/'  ^^'^sformerà  [d)]  Tomografia  tì  in  Q  ;  e  quin- 
di, poiché  trasforma  3/,  in  iV, ,  trasformerà  M^  in  JfV  ** 
perciò  anche  il  gruppo  lyE'F'G'M^M^  in  D\E'^F\G\M\M'r 

f)  Allo  stesso  modo  si  vede  che  in  una  omografia  ù,  che  hi 
DEFG  per  tetraedro  fondamentaley  dalla  relazione  DEFGM|M',A 


{})  I  simboli  \1),  ò,  3/,3/',|  e  |^  f\  M"^M^\  indicano  Tomologia 
individuata  dal  suo  centro  D,  dal  suo  piano  0  di  omologia  e  <ìh 
due  punti  corrispondenti  il/,  ,  A£\ ,  e  T  omografia  assiale  indivi 
duata  dai  suoi  assi  f  y  f  e  da  due  punti  corrispondenti  Jf' \  «  ^:' 
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DEFGMgM'g  (dove  -ftfji/g  y  -^'i^^'a  sono  coppie  di  punti  corri- 
spondenti in  Q),  si  trae  V  altra  DEFGM,Mjj  a  DEFGM',M'g;  e 
quindi  DEFGM^M^  è  un  gruppo  caratteristico  di  2.«  specie  in  ù. 
g)  Due  omogi*afie  quaternarie  0  ,  £2,  si  diranno  proiettive, 
se  esiste  un'altra  omografìa  flgj  ^^®  trasformi  Q  in  £2,. 

E  da  quanto  è  detto  innanzi  segue,  che  due  omografie  qua- 
ternarie  Q  ,  Q,  ,  che  hanno  reali  i  loro  tetraedn  fondamentali 
DEFG  ,  D,E,F|G„  sono  proiettive,  se  sono  proiettivi  i  loro  gruppi 
caratteristici  della  stessa  specie;  e  viceversa. 

Cosi,  per  esempio,  se,  indicando  <ìon  M^M^  ,  N^N^  due  cop- 
pie di  punti  corrispondenti  ordinatamente  in  Q  ,  i2,  ,  e  con 
l^E'F'G' ,  D\E\F\G\  le  quaterne  di  punti,  che  le  facce  dei 
tetraedri  DEFG  ,  D^E^F^G^  determinano  rispettivamente  sulle 
XiiitQ  M^M^,N^N^,  si    ha    D'E'F'G'M.M^a  D\E\F\G\N^N^, 

T^  F  F  C^  Af 

V  omografìa  Q^^  j.   ,,  „  ^  ,/  >  trasformerà  anche  M^  in  ^g  ,  e 

quindi  ù  in  Q^.  Poiché,  se  fìg  trasformasse  M^  in  N*',  ed  in  con- 
seguenza i  punti  D'E^F'G'  della  retta  M^M^  nei  punti  D"E'^F"G'^ 
della  retta  N,N",  sarebbe  D'E'F'&M^M^7:D*'E'^F''&'N,N''\  e 
perciò  pure  D'^FJ^F''&'N^N^'7:D\E\F\G\N^N^.  Sicché  le  rette 
D''D\  ,  E'^E\  ,  F*'F\  ,  G^'G\  ,  che  appartengono  ordinatamente 
alle  facce  del  tetraedro  D^E^F^G^ ,  concorrerebbero  in  uno 
stesso  punto;  ossia  il  piano  delle  rette  N^N^  ,  N^N'^  segherebbe 
le  facce  del  tetraedro  D^E^F^G^  secondo  quattro  rette  concor- 
renti in  un  punto:  assurdo. 

h)  Se  m^nignij  . . .  m^  ,  P1P2P»  *  •  •  Pu  sono  due  gruppi  di  n  eie- 
meliti  omonimi,  successivamente  corrispondenti  in  un^omografia 
quaternaria  Q,  che  possiede  il  tetraedro  fondamentale  DEFG, 
si  ha  la  relazione  m,iiigm3  . . .  m,,  a  p^PgPg . . .  p^.  La  dimostrazione 
si  lascia  allo  studioso  [cfr.  n.o  191,  a),  d)], 

t)  Da  h)  segue,  che  il  gruppo  di  sei  elementi  mim^vn^m^m^mQ, 
successivamente  corrispondenti  in  Q,  è^  per  £2,  un  gruppo  carat- 
teristico di  3.«  specie,  al  quale  si  applica  quindi  il  teorema  g), 

k)  Se  due  omografie  quaternarie  Ù^  ,  ù^,  che  hanno  reali 
i  loro  tetraedri  fondamentali,  sono  proiettive,  vi  sono  infinite 
omografie,  che  trasformano  le  £2,  ,  tìg  V  una  nelV  altra  \  e  cia- 
scuna £L  di  queste  è  individuata  da  tuia  sua  coppia  mp  di  ele- 
menti corrispondenti  (punti  o  piani). 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  (52* 
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In  fatti,  per  ipotesi,  esiste  un'  omografia  Q3 ,  la  quale  tra- 
sforma Ù\  in  ^2  7  aiutando  m  in  un  certo  elemento  a.  Ora  il 
prodotto  di  Qg  per  queir  omografia  che  ha  comune  con  flj  il 
tetraedro  fondamentale,  e  che  è  individuata  dagli  elementi  cor- 
rispondenti n  ,  p  (omografìa,  la  quale  trasforma  0^  in  O^/i  ^^^'^ 
un'omografia  Q,  che  trasformerà  evidentemente  0,  in  flj  ed 
m  in  p. 

È  bene  però  di  notare  che  la  verità  del  teorema  precedente 
risulta  anche  dal  ragionamento  fatto  in  g)  ;  poiché  la  Q^  'wi 
costruita  muta  l'una  nell'  altra  le  omografie  0  ,  Qj  ,  ed  ha  pt^r 
coppia  di  elementi  corrispondenti,  data  ad  arbitrio ,  la  coppia 

199.  a)  In  un^  omografia  assiale  0,  ad  una  retta  quàlnnquf 
e,  sghemba  agli  assi  a  ,  b  di  ù,  corrisponderà  in  ù  una  retta 
d,  sghemba  ad  a  ,  b  e  g\  eie  quattro  rette  abcd  apparterrauno 
ad  una  schiera  rigata.  Inoltre,  la  schiera  incidente  alla  schiera 
rigata  abcd . . .  sarà  costituita  da  rette  unite  di  0. 

Di  vero,  poiché  ciascuna  retta  unita  di  Q  sega  (194,  t)  i  snoi 
assi  a  ,  6,  la  retta  e  non  è  unita  in  tì:  e  quindi  a  e  corrispon- 
derà una  retta  distinta  d  ;  e  questa  non  segherà  alcuno  defrli 
assi  a  ,  & ,  che  sono  (194,  i)  il  luogo  dei  punti  uniti  di  Q,  t* 
sarà  perciò  (194,  k)  a  sghembo  con  e.  Inoltre,  se  una  retta  j^, 
sega  gli  assi  a  ,  ft  ed  una  delle  rette  e  ,  d,  p.  e.  e,  essa ,  con- 
tenendo i  punti  uniti  p^a  ,  p^b ,  sarà  unita  in  Q  ;  e  segherà 
quindi  anche  d  nel  punto  corrispondente  a  p^c  in  Q,  E  se  una 
retta  p2  sega  le  due  rette  e,  d,  ed  una  delle  rette  a,  ft,  p.  0.  a, 
conducendo  pel  punto  p,^a  V  unica  retta  s  che  sega  le  reltt* 
sghembe  6,  e,  questa  segherà  anche  rf,  e  coinciderà  perciò  con 
P2  y  la  quale  ò  l'unica  retta  che  passa  pel  punto  p^a  e  sega  le 
rette  sghembe  r,  d  ;  ossia  p^  segherà  le  quattro  rette  (^tà ,  e 
sarà  unita  in  Q. 

b)  Viceversa,  se  4  rette  abcd,  sghembe  a  due  a  due,  appar- 
tengono  ad  una  schiera,  due  di  esse  si  corrisponderanno  in 
un'  omografia  assiale,  che  avrà  per  assi  le  altre  due. 

Poiché,  indicando  con  p^p^Pz  tre  rette  della  schiera  incidente, 
nell'omografìa  assiale  definita  (194, n)  dai  suoi  assi  a,  6  e  dai  punti 
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corrispondenti  p^Cy  p^d  alla  retta  e  corrisponderà  una  retta,  che 
passerà  pel  punto ^,d  e  si  appoggerà  [a)]  alle  rette  p^^p^\  ossia 
corrisponderà  d, 

e)  Diremo  in  seguito,  per  brevità,  che  quattro  rette  abcd 
sghembe  a  due  a  due  formano  un  gruppo^  se  appartengono  ad 
una  medesima  schiera  ;  ossia  [a),  b)\  se  due  delle  quattro  rette 
abcd  si  corrispondono  in  una  omografia  assiale  ù,  che  ha  per 
assi  le  rimanenti  due. 

d)  Un  gruppo  di  rette  abcd  è  proiettivo  al  gruppo  abcd  de- 
gli elementi  di  una  forma  semplice,  se  indicando  con  p^  una 
retta  che  taglia  abcd^  il  gruppo  di  punti  j>^{abcd)y  o  di  piani 
p^(abcd),  è  proiettivo  ad  abcd;  e  Tuna  di  queste  relazioni  è  con- 
seguenza delFaltra.  Se  abcd  è  armonico,  il  gruppo  abcd  è  armo- 
nico [cfr.  n.o  110  a)  b)]. 

Inoltre,  due  gruppi  abcd,a'b'c^d'  si  dicono ^ro/ef^ìui,  se,  indi- 
cando con  p  ^  Pt  due  rette  che  segano  rispettivamente  abcdy 
a'b'c'd'y  si  ha  p{abcd)7\p\a' b' e 'd') oppure  p{abcd)  a  pXa'b'c^d'), 

In  fine,  si  ha  pure  evidentemente:  che  due  gruppi  proiettivi 
ad  un  terzo  sono  proiettivi  fra  loro;  che  due  gruppi  armonici 
sono  sempre  proiettivi;  ecc. 

e)  Le  rette  unite  di  un  omografia  assiale  tì,  o  di  un'in- 
voluzione rigata  qualunque  I,  che  si  appoggiano  ad  una  retta 
non  unita  1  (sghemba  alla  sua  corrispondente) ,  costituiscono 
una  schiera;  poiché  congiungono  i  punti  l  ai  punti  corrispon- 
denti in  Q  —  0  in  /  —  i  quali  giacciono  sulla  retta  T,  che  cor- 
risponde B,d  l  in  ù  —  o  in  /. 

f)  Due  schiere  rigate  abc  .. . ,  «,6, e, ...  si  diranno  proiet- 
tive,  se,  indicando  con  a',  a\  due  generatrici  dalle  schiere  ri- 
spettivamente incidenti,  sono  proiettivi  i  fasci  di  piani  a\abc,.,), 
a\(a,6,c,...),  0  le  punteggiate  a\abc„.\  a',(a,6,C|...). 

Inoltre,  le  generatrici  abc... ,  a^b^c^,..  di  una  stessa  schiera 
rigata  costruiranno  una  proiettività  di  rette  nella  schiera,  se,  in- 
indicando  con  a'  una  generatrice  della  schiera  incidente,  si  ha 
la  proiettività  a\abc...)A  a'(a^b^c^...)  di  punti,  o  piani. 

E  se  la  proiettività  a\abc...)  a  a\a^b^c^,..)  è  involutoria,  si 
dirà  che  le  generatrici  abc... ,  a|b,c,...  sono  in  proiettività  in- 
volutoria nella  schiera. 
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())  Due  schiere  rigate  proiettive   abc... ,  afb,C|...   sono  tra- 
sformate V  una  nelV  altra  mediante  infinite  omografie  (o  com- 
lazioni)  quaternarie. 

Indicando    con    a%'c*  ,  a\b\c\     due    terne  •  di    generatrici 

delle    schiere     rispettivamente     incidenti    alle     date,     sarà 

•         •         •         •       • 
r,  ^aa^     ah      ba'    bb'     ce'  t         ir  r 

^  =a,a\  a,6'.  6,a',  6,6',  c,c\  '  °^«  «■'*  '  '  "•*  •  '  •"  >-*PPr«sentino 

tutti  dei  punti  (o  dei  piani),  una  delle  infinite  omografie  (o  cor- 
relazioni) deir  enunciato. 

Di  vero,  poiché  alle  coppie  di  punti  aa*  e  aò',  ba'  e  66'  cor- 
rispondono ordinatamente  in  0  le  coppie  di  punti  (o  piani)  «,a', 
e  a^b\yb^a'^  e  6,&', ,  ne  segue  che  alle  rette  a,6  corrisponderanno 
rispettivamente  le  rette  a,  ,  6,  :  e  similmente  si  vede  che  alle 
rette  a',  ò'  corrispondono  le  rette  a',  ,  b\.  Inoltre,  alla  renar, 
che  passa  pel  punto  ce'  e  sega  a' ,  b\  corrisponderà  in  ù  l'unica 
retta  e, ,  che  passa  pel  punto  (giace  nel  piano)  c^c'^  e  sega  le 
rette  sghembe  a',, 6',  :  e  similmente  si  ha  che  a  e'  corrisponde 
e',.  In  fine,  se  d ,  d^  sono  due  generatrici  corrispondenti  qua- 
lunque delle  due  date  schiere,  poiché  il  gruppo  di  punti  a'{akd] 
è  proiettivo  [/)]  al  ginippo  di  punti  (o  piani)  a\{a^b^€^d^),  alla 
retta  d,  che  passa  pel  punto  a'd  e  sega  le  rette  b'  ,  e',  corri- 
sponderà la  retta  unica  d^ ,  che  passa  pel  punto  (giace  nel  piano 
a'^d^  e  sega  le  rette  sghembe  b\  ,  e\.  Dunque  Q  trasforma  le 
generatrici  ahcd . . .  della  prima  schiera  nelle  corrispondenti 
generatrici  a^b^c^d^„.  dell'  altra. 

E  si  noti  !.<>  che,  se  abc... ,  a'b'c'...  soìio  due  schiere  rigad 
incidentij  proiettive  a  due  altre  schiere  rigate  incidenti  a|b,c,..M 
a',b',c',.-  j  esiste  una  omografia  (o  correlazione)  quaternam^ 
che  trasforma  le  prime  due  schiere  ordinatamente  nelle  altre  dtir- 

2.0  che  similmente  si  prova  che,  se  abc...,  a|b|C,...  co$tiiHÌ- 
scono  una  proiettlvità  di  rette  in  una  stessa  schiera,  esistono 
infinite  omografie  (o  correlazioni)  quaternarie,  le  quali  trcuffor- 
mano  abc...  rispettivamente  in  a,b|C,.... 

200.  a)  Due  involuzioni  rigate  1,1',  che  hanno  comunileloro 
rette  doppie,  sono  coincidenti. 

In  fatti,  se  Tuna  /  è  iperbolica,  ed  è  quindi  individuata  dai 
suoi  assi  r,8  [194,m)  e  195,  d),  g}],  tutte  le  infinite  rette  dop- 
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pie  dì  /,  che  passano  (194,  /)  per  ciascun  punto  di  r  o  «,  sono, 
per  ipotesi,  rette  doppie  di  J'.  In  conseguenza  ciascuno  di 
questi  punti  è  punto  doppio  ancora  per  /',  e  quindi  r,  s  sono 
pure  gli  assi  di  /',  dai  quali  è  individuata  /';  ossia  /'  coin- 
cide con  I, 

Se  poi  si  suppongono  I ,  I'  amendue  ellittiche  distinte,  il  pro- 
dotto II '^Q  ncfn  sarà  un'  identità,  ma  un'  omografia,  che  avrà 
per  rette  unite  tutte  le  abc,„  doppie  di  /  e  quindi  anche  di  /  '. 

Ora,  indicando  con  m  una  retta  doppia  qualunque  di  I  ed 
/',  e  con  7^  ,  /'„  ,  Q^  \e  proietti  vita  di  punti,  che  I,  i' ,  Q  de- 
terminano ordinatamente  sopra  w,  saranno  I^  ,  F^  due  invo- 
luzioni ellittiche,  e  sarà  I^I'f„  ^  Q^.  Ma,  se  ù^  è  involutoria, 
essa  deve  essere  armonica  ad  7,^  ed  7'„,  (70,  a),  e  quindi  iper- 
bolica; e  se  Q^  non  6  involutoria,  la  sua  involuzione  unita  de- 
v'  essere  iperbolica,  perchè  armonica  ad  I„^  ed  7'^  :  sicché  Q 
avrebbe  punti  uniti  reali  sopra  ciascuna  retta  unita  comune  ad 
7  ed  7',  e  quindi  vi  sarebbero  due  rette  r  ,  s,  che  segherebbero 
le  rette  m.  Ma  queste  rette  m  non  possono  essere  tutte  segate 
da  una  stessa  retta,  poichò  allora  dovrebbero  formare  una 
schiera  [199,  e)],  mentre  è  poi  noto  (195,  k)  che  per  ciascun 
punto  dello  spazio  passa  una  retta  doppia  di  7  ed  una  sola. 
Dunque  ù  dev'  essere  una  identità  ;  ossia  dev'  essere  7'  coin- 
cidente con  7. 

b)  Esistono  omografie  quatemariej  non  involutorie,  che  non 
hanno  alcun  punto,  o  inano,  unito  reale,  ma  hanno  infinite 
rette  unite  reali,  distribuite  in  guisa,  che  a  ciascun  punto  (o 
piano)  dello  spazio  ne  appartiene  sempre  tuia,  ed  una  sola. 

Noi  chiameremo  assiale  ellittica  una  tale  specie  di  omografìa, 
denominando  d'ora  in  poi  assiale  iperbolica  quella  considerata 
nel  n.o  194,  i),  k),  ed  assiale  parabolica  Tomografia  del  n.o  194, 
o;,  ;>),  denominando  asse  di  questa  omografia  Tunica  sua  retta 
r  di  punti  e  piani  uniti:  e  diremo  quindi  semplicemente  omo- 
grafia assiale,  quando  non  intenderemo  alludere  piuttosto  al- 
l' una  che  alT  altra  di  queste  tre  specie. 

Sopra  una  retta  doppia  a  di  una  data  involuzione  rigata 
tìlittica  I  si  assumano  due  punti  arbitrarii  A  ,  A',  non  coniu- 
gati in  I.  Sia  poi  M  un  punto    qualunque   dello   spazio,    {pel 
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quale  passi  tunica  retta  doppia  m  di  I):  tutte  le  rette  doppu 
di  I,  che  si  appoggiano  alla  retta  AM^nii,  costituiranno  [199,  g)] 
una  schiera  {alla  quale  appartiene  a)  e  se  si  conduce  per  A'  la 
generatrice  tcl\  della  schiera  incidente,  posto  m\m^M',  al  va- 
riare di  M,  i  punti  M  ,  M'  genereranno  un^omografla  Q  assiaU 
ellittica j  non  involutoria,  che  ha  per  rette  unite  le  rette  doppie 
di  I,  ed  A  ,  A'  per  punti  corHspondenti. 

In  fatti,  è  evidente  che,  secondo  che  M  percorre  la  retta  m,, 
0  la  retta  m  ,  M*  percorrerà  la  retta  m\ ,  o  la  retta  m stessa; 
e  perciò,  se  M ,  il/'  generano  un'  omografìa,  m  sarà  una  sua 
retta  unita.  —  Inoltre,  se  m,  rota  intomo  ad  A  in  un  piano  ^, 
indicando  con  b  V  unica  retta  doppia  di  1  appartenente  a  } 
(195,  h)j  sarà  b  una  generatrice  comune  a  tutte  le  schiere  ge- 
nerate dalle  rette  doppie  di  J,  che  si  appoggiano  ad  m,,  nelle 
sue  diverse  posizioni:  e  perciò  la  corrispondente  retta  m\  si 
appoggerà  pure  sempre  a  ò,  ossia  roterà  intorno  ad  A'  nel  piano 
A'b^^'.  —  Quindi,  se  M  percorre  una  retta  qualunque  s,  posto 
As^^ ,  ed  indicando  con  e  V  unica  retta  doppia  di  J  apparte- 
nente a  Y,  le  corrispondenti  posizioni  di  M^  dovranno  giacere 
sul  piano  -4'c^=y',  e  sulle  generatrici  della  schiera,  formata  dalle 
rette  doppie  di  /,  che  si  appoggiano  ad  s.  E  poiché  e  è  una 
di  queste  generatrici,  il  piano  A*c^Y  segherà  questa  schiera 
secondo  una  generatrice  s'  della  schiera  incidente;  ossia  M' 
percorrerà  la  retta  «'.—In  conseguenza,  se  M  percorre  un  pian») 
qualunque  jji,  M'  percorrerà  pure  un  piano  jjl';  e  perciò  Jf,*V' 
generano  un'  omografia  Q,  la  quale  avrà  per  rette  unite  tutte 
le  rette  doppie  di  ly  ed  A  ,  A'  per  punti  corrispondenti;  come 
risulta  dalla  stessa  costruzione  suindicata,  poiché  Tn^m\y  mjin'j.  • 
sono  coppie  di  rette  corrispondenti  in  ù. 

Né  ù  può  avere  alcun  piano  unito  reale  s.  Poiché  i  punii, 
nei  quali  z  é  segato  dalle  infinite  rette  unite  di  0,  sarebbero 
uniti  in  iì  ;  e  quindi,  se  questi  non  fossero  p^r  diritto,  s  sarebbe 
un  piano  di  punti  uniti,  e  quindi  Q  un'  omologia,  e  le  rette 
unite  di  £2,  che  non  sono  situate  in  e,  dovrebbero  concorrere 
in  uno  stesso  punto;  assurdo,  perché  queste  rette  sono  rette 
doppie  di  un'  involuzione  ellittica  J:  e  se  questi  punti  uniti,  m- 


'■rf». 
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tuati  in  z,  fossero  per  diritto,  le  rette  doppie  di  /  si  appogge- 
rebbero ad  una  retta;  assurdo. 

Di  qui  segue  pure  che  ù  non  può  avere  alcun  punto  unito 
reale  E,  perchè  il  piano  condotto  per  E  e  per  m  sarebbe  unito 
in  Q. 

In  fine,  Q  non  può  essere  involutoria,  poiché  avrebbe  con  / 
le  stesse  rette  doppie,  e  dovrebbe  [a)]  coincidere  con  J,  mentre 
À  ,  A'  sono  punti  corrispondenti  in  Q,  e  non  sono  tali  in  /. 

Si  noti  che,  se  I  fosse  un*  involuzione  rigata  iperbolica^  la 
costruzione  suindicata  darebbe  per  il  un* omografia  assiale  iper- 
bolica^ che  avrebbe  per  assi  gli  assi  di  I.  —  Di  vero,  la  stessa 
dimostrazione  fatta  pel  caso  di  I  ellittica  prova  che  Ù  è  una 
omografia,  la  quale  ha  per  rette  unite  le  rette  doppie  di  J.  Inol- 
tre, poiché  una  retta  doppia  «i  di  /  si  appoggia  sempre  agli 
assi  r  ,  «  di  /,  quando  M  coincide  con  uno  dei  punti  mr  ,  m«, 
pei  quali  passano  infinite  rette  doppie  di  J,  il  punto  M',  che 
deve  giacere  su  tutte  queste  rette,  coinciderà  con  M,  che  sarà 
quindi  un  punto  unito  di  Q.  E  perciò  r  ,  s  saranno  rette  di  punti 
uniti  in  Q,  ossia  saranno  gli  assi  di  0  (^). 


(^)  Per  dimostrare  che  anche  a  è  una  retta  unita  di  Q  (  sia  I 
ellittica,  o  iperbolica),  si  osserverà  che,  partendo  da  M  ,  M',  in- 
rece  che  da  A  ,  A',  e  facendo  la  stessa  suindicata  costruzione,  si 
ottiene  la  stessa  omografia  Q.  —  In  fatti  se,  partendo  da  A  ,  A'  , 
sono  N ,  N'  due  punti  corrispondenti  qualunque  di  Ù,  e  quindi 
XX '^n  una  retta  doppia  di  /,  saranno  MX ,  M'X^  due  rette  cor- 
rispondenti in  0  ;  e  quindi  la  schiera  di  rette  doppie  di  /,  che  si 
appoggia  alla  retta  AÌX,  si  appoggerà  ancora  alla  retta  M^X  ', 
Dunqne,  partendo  da  M  ,  iW',  se  di  X  si  costruisce  il  punto  cor- 
rispondente nella  novella  omografia,  si  troverà  evidentemente  che 
esso  è  ^';  e  perciò  questa  omografia  coinciderà  con  0. 

Da  ciò  risulta,  e  che  a  è  una  retta  unita  di  Q,  e  il  modo  di 
cx>strnire  la  proiettivi tà  di  punti  che  Q  determina  in  a. 

E  bene  pure  osservare  che,  dovendo  Q  trasformare  I  in  una 
omografia  involutoria  (65,  /),  che  ha  le  stesse  rette  doppie,  que- 
8t'  ultima  deve  coinc'Jere  con  /  [a)]  ;  ossia  Q  trasforma  /in  /,  e 
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e)  Se  tre  coppie  di  punti  A  A',  BB',  CC,  i  quali  ai  corri- 
spondono involutoriamente  in  un^ omografia  quaternaria  {1,  sono 
situate  ordinatamente  sopra  tre  rette  abc,  sghembe  a  due  a  due, 
Q  è  un*  involuzione  Hgata  (iperbolica^  o  ellittica). 

Di  vero,  abc  sono  tre  rette  unite  in  Q  ;  e  la  proiettivhà  di 
punti,  che  0  determina  sopra  ciascuna  di  esse,  è  ìnvoiatorìa. 
Quindi,  conducendo  per  un  punto  qualunque  M  le  rette  / ,  w, 
che  segano  ordinatamente  le  coppie  di  rette  a6,  bc,  corrispon- 
deranno ad  Z,  m  in  Q  le  rette  V,  m\  che  segheranno  rispetti- 
vamente le  stesse  coppie  ab,  bc,  e  che  perciò  corrisponderanin> 
ad  ìj  m  in  doppio  modo.  Dunque  anche  i  due  punti  corrispon- 
denti qualunque  Im^M^  Vm'^M'  si  corrispondono  involutoria- 
mente in  Q,  ed  MM'  ^  n  è  retta  unita  di  Q  :  ossia  Q  è  un'in- 
voluzione rigata. 

d)  Data  un^omografla  assiale  Q  (iperbolica  o  ellittica,  ma 
non  involntorid)y  esiste  sempi'e  un* involuzione  rigata  I,  ed  una 
sola,  che  ha  per  rette  doppie  le  rette  unite  di  ù,  e  trasforma 
0  in  Q. 

E  noi  chiameremo  I  involuzione  unita  di  Q  [cf r.  la  nota  i  '  ) 
a  pag.  precedente]  ;  e  poiché  /  determina  la  coppia  degli  assi 
(reali)  di  £2,  quando  questa  è  iperbolica,  si  dirà  che  determina 
la  coppia  degli  assi  (immaginarii)  di  Q,  quando  questa  è  el- 
littica. 

Sieno  (fig.  123,à)  abc  tre  rette  unite  di  Q,  sghembe  a  due  :i 
due,  e  sieno  p^PiPsPé  quattro  rette  successivamente  corrispon- 
denti in  Q,  delle  quali  la  prima  p^  seghi  le  abc:   le   altre  tiv 

P2PìPa  segheranno  pure  le  abc]  e  -posto p^(^abc)^A^B^C\Jp^abc]<^ 

A^B^C2f  Ì^3(«M=^3^3^S>   i^4(«^^)=^4^4^4  >    ì    gTUppì  A^AiAy\^, 

B^B^B^B^y  C^C^C^C^  saranno  proiettivi  tra  loro,    e    saranno  i 


quindi  /  trasformerà  Q  in  Q.  E  noi  chiameremo  in  seguito  (cf; 
/  involuzione  unita  di  Q, 

Ciò  dimostra  ancora,  in  altro  modo,  che,  se  J  è  iperbolica,  l'o- 
mografia assiale  0  risulta  iperbolica:  poiché  basterà  osservare,  che 
Q  muta  gli  assi  r  ,  s  di  /  rispettivamente  in  r  ,  «  (non  potendo 
mutare  invece  r  ,  s  ordinatamente  in  s ,  r  ;  altrimenti  le  proìetii- 
vità,  che  Q  determina  sulle  rette  unite,  sarebbero  involutorie.  ^*^' 
sia  Q  sarebbe  involutoria). 
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latorìamonte  in  I;  e  quindi  A^A\  ,  B^B\  ,  C^C\  sono  tre  coppie 
di  punti,  i  quali  si  corrispondono  involutoriamente  in  /,  e  che 
sono  situate  sulle  rette  ahc  sghembe  a  due  a  due  \  ed  in  conse- 
guenza [e)]  Tomografìa  /  è  un'involuzione  rigata,  che  detennìna 
sopra  a,  6,  e  le  involuzioni  binarie  J« ,  J^ ,  Jc.— Ora,  applicando 
a  quest'involuzione  rigata  /  la  costruzione  data  in  6),  e  sosti- 
tuendo ai  punti  -4  ,  ^'  di  quella  costruzione  i  punti  A^,  À^,  si 
ottiene  un'omografia  assiale  £2',  che  ha  /  per  involuzione  unita 
[vedi  nota  a  pag.  495],  ed  A^A^  ,  ^2^3  j  C^C^  per  coppie  di  panti 
corrispondenti.  Ma  (tenendo  conto,  che  J^  ,  p.  e.,  trasforma  P, 
in  P„)  /  trasforma  le  coppie  ^2^3  >  ^i^$  »  Q^s  rispettivamente 
nelle  coppie  -^'g^l'g  ,  /^'g-^'s  »  ^^2^ ^3  ^ì  ^'  Dunque,  poiché  /deve 
trasformare  una  coppia  di  punti  corrispondenti  di  OWn  un'al- 
tra simile  coppia,  ne  segue  che  il'  ha  comuni  con  Q  le  coppie 
di  punti  corrispondenti  A^A^  ,  A\A*^yB^B^,B^^B'^jC^C^^  C^C^'^ 
e  perciò  (173,  d)  coincide  con  tì.  Dunque  Q  ha  J  per  involu- 
zione unita  ;  ed  è  evidente  essere  unica  [a)]  la  involuzione  rida- 
ta, che  gode  delle  proprietà  richieste  nel!'  enunciato  teorema  (^). 
Dalla  dimostrazione  ora  fatta  risulta,  che  la  costruzione  data 
in  b)  fornisce  tutte  le  omografie  assiali  ellittiche  ed  iperboliche: 
poiché,  assegnata  un'  omografia  assiale  Q  (ellittica  o  iperholica^, 
e  determinata  nel  modo  suindicato  la  sua  involuzione  unita  /, 
la  dimostrazione  stessa  prova  che,  con  la  costruzione  data  in 
b).  dalla  /  si  deduce  la  ù. 

e)  Risulta  pure  che  se  Q  è  un'  omografia  assiale  d' involu- 
zione unita  J,  indicando  con  a_|,a,ai  tre  piani  (o  con  A^^AJ^ 
tre  punti)  di  una  retta  unita  a,  successivamente  corrispondenti 
in  Q  ,  e  costruito  il  gruppo  armonico  ol^^ol^olol'  (o  A^^A^AA^  sa 
ranno  a  ,  a'  (o  AA^)  coniugati  in  L 

f)  Se  un'omografia  ù  ha  tre  rette  tmite  abc,  sghembe  a  dvt 
a  due,  tutte  le  generatrici  della  schiera,  individuata  dalle  snt 


(^)  Se  in  d  )  si  suppone  che  Q  sia  un'  omografìa  assiale  para- 
bolica, sarà  A'^=A^2  »  ^^=^'2  7  ^'s=^'2  •  ™a  »oi  potremo  allora 
assumere,  come  involuzione  unita  J  di  £2,  V  insieme  di  tutt«  It* 
involuzioni  unite  (paraboliche)  J^  ,  J^  ,...  delle  proìettività  binarie 
Q^^  ,  Qft,... ,  che  0  determina  sulle  sue  rette  unite  a  ,  6,..- J  P^^' 
che  Jft^ ,  p.  e.,  trasforma  Q„  in  fì^  ,  e  quindi  a  in  a,  e  perciò  que- 
sto insieme  trasforma  ù  in  Q. 
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Ire  generatrici  abc,  sono  rette  unite  tu  Ù,  e  questa  omografia  e 
assiale  (ellittica,  parabolica,  o  iperbolica). 

Di  vero,  nn' omografla  aseiale  Q, ,  di  assi  a  ,  6  trasforma 
(198,  e)  Q  ÌD  Q,  e  quindi  e  Iti  un'altra  retta  unita  d  di  ù,  la 
Haale  forma  [e)]  nn  gruppo  con  nbe:  sicché,  variando  Q|,rf  ge- 
nererà la  schiera  abc...  di  rette  unite  in  Q. 

Inoltre,  indicando  con  ^,^2^4,^^  il  gruppo  caratteristico  della 
proiettività  di  punti  Q„  ,  che  0  determina  in  a,  se  l'involnziono 
unita  di  Q„  non  è  parabolica,  ragionando  com3  in  «^ ,  si  pro- 
verà che  £!  è  un'  omografia  assiale  ellittica,  o  iperbolica. 

He  poi  l'involuzione  unita  di  Q^  è  parabolica,  &'  Indichi  con 
ù'  una  data  omografia  assiale  parabolica,  con  a'&'c'.-una  schiera 
di  rette  unite  di  0'  ('),  e  con  A'^A'^A'^A^  il  gruppo  caratteri- 
stico della  proiettività  di  punti,  che  Q'  determina  sopra,  a'.  Si 
indichino  poi  con  piPuPaP,  4  rette  successivamente  corrispon- 
denti di  Q,  delle  quali  p,  passi  per  A,  e  seghi  b,  e  (e  (|ulndi 
PiPaPi  passeranno  ordinatamente  per  A^A^A^  e  segheranno  b, 
e),  e  con  p'\p'iP\p'i  4  rette  Bucccsslvamentc  corrispondenti 
di  0',  delle  quali  p\  passi  per  A\  e  seghi  b' ,  e'  (e  quindi 
V'ìP'aP'i  passeranno  ordinatamente  per  A\A\A\  e  segheranno 
'»' ,  e*).  I  gruppi  di  4  rette  PtPiPspi ,  p'ip'tp'ap\  sono  proiet- 
tivi [perchè  tali  sono  i  gruppi  A,A^A3A^  ,  A\A'^A\A\  (76,  g)\\ 
e  quindi  esistono  (199,  g)  infinite  omografie,  che  trasformano 
P'iPìP'ìP'i  'Il  PtPiPìVi-  Sicché  una  qualunque  fl"  di  queste 
omografie  trasformerà  una  retta  qualunque  a',  che  si  appoggia 
^  Pt'Pi'p'ap'i  (e  che  perciò  ò  unita  in  Q'),  in  una  retta  a,  che 
si  appoggia  a  p-p^p^i'i  (^  e''**  perciò  è  unita  in  Q).  Dunque  Q" 
Inisformerà  più  che  cinque  coppie  di  punti  corrispondenti  di 
Q'  in  altrettante  coppie  dì  punti  corrispondenti  di  iì  ;  ossia  tra^ 
sformerà  (173,  rf)  Q'  in  £1  ;  e  perciò  il  è  un'omografia  assiale 
parabolica,  essendosi  supposta  tale  la  Q'. 

g)  Date  tre  rette  qualunque  abc,  sghembe  a  due  a  due,  co- 
struire un' oviografia  assiale  Q  (iperbolica,  parabolica  o  ellitli- 
ca),  che  abbia  in  abc  tre  rette  unite. 


(')  Queste  rette  unite  sono  quelle,  che  sì  appoggiano  ad  una 
retta  non  unita  di  Q';  perchè  evidentemente,  il  teorema  conte- 
nuto in  (199,  e)  è  vero  per  qualunque  omografia  assiale. 
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Sopra  runa  a  delle  tre  rette  date  si  assumano  quattro  punti 
arbitrarli  AtA2A^A^,  per  i  quali  si  conducano  ordinatamente  le. 
rette  PiP^PsPiì  che  seghino  le  rette  b  ,  e  nelle  coppie  di  punti 

B,C,  ,  B,C,  ,  J53C3  ,  B^C^  :   sarà   Q  =  j'^'f 'g'^'  un'  omografia 

assiale,  che  ha  abc  per  rette  unite. 

In  fatti,  evidentemente  12  ha  in  a,  b  due  rette  unite,  e  quindi 
in  A^A^,  ^1-^2  ^ue  coppie  di  punti  corrispondenti,  ed  ìiipiPiPzPi 
quattro  rette  successivamente  corrispondenti.  Inoltre,  poiché  e 
taglia  P2  1  Pz  ®  passa  pel  punto  Ci  di  p^ ,  le  corrisponderà  in 
Q  una  retta  c^  ,  che  segherà  p^  ^  p^  e  passerà  pel  punto  C^  di 
^2  :  sicché  C|,  segando  le  tre  vette  p^p^Pi  del  gruppo  PiP^p^Pi 
segherà  ancora  la  quarta  p^  (199,  e)  e  coinciderà  perciò  con  e, 
con  la  quale  ha  comune  il  punto  C^'^  ossia  e  sarà  una  terza 
retta  unita  di  Q,  Dunque  0  è  [f)]  un'  omografìa  assiale,  che 
determinerà  sulle  sue  tre  rette  unite  a,  6,  e  le   tre  proiettività 

/'nroiPttìvp')    P    =-^1-^2^3     p^=A^«^3     p  =  ^'i^jCj  /n 

(^proieuive;   ''a  — ^^j^^^»  ^à— b^B^B^'     ''~  C^C^C^  ^^' 

Se  Pg  ha  i  punti  uniti  E ,  F,  reali  e  distìnti,  Ì2  è  un'  omo- 
grafia assiale  iperbolica,  i  cui  assi  r ,  s  sono  le  rette,  che  se- 
gano 6  ,  e  e  passano  ordinatamente  per  E ,  F. 

Se  p^  ha  r  unico  punto  unito  reale  E  ^  ù  h  un'  omografia  as- 
siale parabolica,  e  la  retta  r,  che  passa  per  E  e  sega  6 ,  f ,  è 
r  unica  retta  di  punti  e  piani  uniti  in  Ù  (asse  di  Q).  Si  avrà 
dunque  così  la  costruzione  dell'  omografia  considerata  nel  n.^ 
194,  Z'),  g) — da  noi  chiamata  poi  omografìa  assiale  parabolic^i— 
costruzione  che  fu  annunciata  nella  nota  al  n.o  196,  a). 

Se,  in  fìne,  P^  ha  i  punti  uniti  immaginarli,  Q  è  un'omografia 
assiale  ellittica. 

E  utile  però  notare  quanto  appresso: 

l.<>  In  wn!  omografia  assiale  Q  {iperbolica^  parabolica,  0  el- 
littica) quattro  punti  successivamente  corrispondenti  AjA^jA^ 


(^)  Sono  proiettive,  p^  e.,  le  proiettività  P^  ,  P^  ,  perchè  un'omo- 
grafia assiale  Q  \  che  ha  per  assi  due  generatrici  qualunque  /,  "> 
della  schiera  individuata  dalle  tre  generatrici  a&c,  ed  A, ,  By  per 
punti  corrispondenti,  trasformerà  il  gruppo  caratteristico  A^A^Ay^i 
ài  P^  in  quello  B^B^B^B^  di  P^ ,  e  quindi  ancora  P^  in  P^. 
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(necessariamente  situati  sopra  una  retta  unita  a  di  Q,  perchè 
per  A^  passa  una  retta  unita  a  di  0)  costituiscono  un  gruppo, 
che  rimane  proiettivo  ad  un  gruppo  fisso  (e  che  diremo  perciò 
gruppo  caratteristico  di  Q);  poiché,  indicando  con  D^D2D^D^  un 
altro  ginippo  di  4  punti  successivamente  corrispondenti  in  Q,  e 
con  d  la  retta  unita  sulla  quale  sono  situati ,  V  omografìa  as- 
siale, che  avrà  per  assi  due  rette  unite  Z ,  m  di  Q  che  si  ap- 
poggiano alla  retta  A^D^ ,  e  che  avrà  A^  ,  i>,  per  punti  corri- 
spondenti, trasformerà  0  in  Q  (198,  e),  a  in  ef,  e  quindi  A^A^A^A^ 
in  1\D^D^D^. 

Ed  6  facile  vedere  [ragionando  come  sì  fece  in  f\  pel  caso 
deiromogratìa  assiale  parabolica]  che,  se  sono  proiettivi  i  gruppi 
caratteristici  AjAjAjA^  ,  A'iA'jA'jA'^  di  due  omografie  assiali 
0  ,  11',  esiste  una  terza  omografia^  che  trasforma  Q  in  Q'  ]  os- 
sia, le  omografie  0  ,  Q'  sono  proiettive  (198,  g). 

2.0  Se  P^  è  una  proiettività  ciclica^  di  ordine  n  maggiore  di 
2,  V  omografia  ù,  costruita  nel  modo  suindicato,  sarà  assiale 
ellittica,  ciclica  di  ordine  n. 

3.0  Un'omografia  quaternaria  Q,  ciclica  di  3.o  ordine,  è  as- 
siale ellittica,  0  della  specie  considerata  nel  nfi  194,  d),  secondo 
che  i  punti  di  ogni  ciclo  giacciono  per  diritto,  o  pur  no;  poi- 
ché, se  (-4,^2-43)  è  uno  dei  cicli,  nel  prìmo  caso  sarà  unita  la 
retta  A^A^A^,  e  nel  secondo  caso  sarà  unito  il   piano   A^A^A^. 

Che  anzi,  se  i  punti  -4,^2^g  di  un  ciclo  individuano  un  piano 
(unito)  a  di  Q,  indicando  con  g  V  unica  retta  unita  (187 ,  g) 
esistente  neir  omografia  ternaria  individuata  da  0  nel  piano  a, 
non  può  Q  possedere  un'  altra  retta  unita  h  (fuori  di  a),  che 
non  sia  una  retta  di  punti  uniti  in  Q  :  poiché  ab  sarebbe  un 
punto  unito  della  proiettività  binaria  di  punti,  ciclica  di  3.o  or- 
dine, che  Q  determinerebbe  in  h  :  assurdo  (74,  e). 

Dunque,  se  i  punti  AfA^Ag  di  un  ciclo  di  Q  individuano  ttn 
piano  (unito)  a,  V  omografia  0  è  della  specie  indicata  nel 
n.^  194,  d).  E  quindi,  se  due  cicli  AjA^Ag  ,  B^B^Bg  individuano 
due  rette  {unite)  distinte  a  ,  b,  V omografia  ù  è  assiale  ellittica, 

4.<>  Facendo  la  stessa  costruzione  indicata  nel  principio    di 

g),  si  ottiene  inl^  a^^d't»'^»^  ^*^'  involuzione  rigata,  che  ha 
abc  per  rette  doppie,  e   che    è    ellittica,    o    iperbolica,    secondo 
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che  le  coppie  di  punti  AjAg  ,  AgA^    si  separano   o  pur   no,— 
Poiché  /  si  trova  nelle  stesse  condizioni  deirinvolazioDc  rigara 

jf  jj  ^?  D?  n^  considerata  in  d). 

5.^  Per  costruire  un'  omografia  assiale  qualunque,  si  può 
procedere  pure  nel  modo  seguente.  —  Sopra  due  rette  sghembe 
a ,  6  si  assegnino  due  gruppi  proiettivi  di  punti  A^A^A^A^ . 
B^B^B^B^  \  e  al  gruppo  formato  dalle  4  rette  A^B^=p^^  A^B^p^, 
A^Bq^Pq,  A^B^^P^  si  appoggi  una  retta  qualunque  e:  posto 

c{piP2)^CiC2 ,  si  avrà  in  £2^  .^^    23   ii'omografia richiesta. 

6.<>  Se  a'b'c'...  sono  le  generatrici  della  schiera  rigata,  inci- 
dente ad  una  data  schiera  rigata  involutoria  aaj«bb,'CCi-..., 
è  individuata  V involuzione  Hgata  1,  che  ha  Si'h^Q^  per  rette  dop- 
pie ed  aa^  ,  bbj  ,  CC| ,,»,  per  coppie  di  rette  coniugate. 

Di  vero.  Tomografia  I,  che  trasforma  [199,  g)j  l.^J  le  schiere 
aa^hh^,., ,  a'b^c^  nelle  schiere  a^àb^b... ,  a'b'c'  proiettive  ordinata- 
mente alle  prime  duo,  sarà  assiale  [/")],  perchè  avrà  a'b'c'... 
per  rette  unite  ;  e  sarà  involutoria,  perchè  a  e  a,  ,  6  e  ft, ,  ... 
si  corrispondono  in  essa  involutoriamente.  —  E  si  noti,  che  i 
raggi  doppi  della  schiera  involutoria  aa^^bb^-cc^».,.  sono  gli  assi 
(reali  0  immaginarli)  di  /. 

201.  a)  Se  una  schiera  rigata  R  è  trasformata  in  se  stessa 
da  un*  omografia  quaternaria  Q  (non  assiale),  questa  è  il  pr^ 
dotto  di  due  omografie  assiali,  delle  quali  ciascuna  trasforma 
pure  R  in  R. 

Di  vero,  poiché  evidentemente  anche  la  schiera  E*  incidente 
ad  A*  sarà  trasformata  in  se  stessa  da  £2,  possiamo  assumere 
quattro  generatrici  PiJKPsPa  ^^  ^  successivamente  corrispon- 
denti in  fì,  e  quattro  generatrici  abcd  di  R'  pure  successiva- 
mente corrispondenti  in  Q.  In  conseguenza  (fig.  i25.«),  post" 
a{piP2)^A^A2,b{p^p2Ps)=B^B2B^,  ciPiP^Paì^O^C^Cj^,  dip^p^}^ 

D,D,,  si  ha  ^^i^fclu:  ^  '^  ^^^  ^"^^^^^^^  ^«^ Wlt^: 

^t^u^^^n'?^^^  ^ànno  la  relazione  lliQ^=ll.— Ora,  in  Qi  cvi- 

-"2  ^3  ^2  ^3-^4 
dentcmcntc  sono  unite  le  rette  p^  ,  p^y  e  si  corrispondono  sue- 


cesslTamentfi  le  rette  a,b,c;  men 
V  sega  p,  ,Pi,  corrispondo  l'unici 
sega  p^  ,  p^.  Ma  alla  p^ ,  che  pas; 
risponderà  in  fi  una  retta,  che  pi 
ossia  corrisponderà  la  stessa  p^  ] 
rette  unite,  ed  è  perciò  (200,  f)  i 
poiché  similmente  si  vede  che  Q^ 
le  (*),  il  teorema  è  dimostrato. 

Se  Q  è  assiale,  le  generatrici  e 
ù  ;  poiché  se  PiP^PaPi  sono  succ 
Q,  ed  Q  è  assiale,  la  retta  unita 
qualunque  di  p^  deve  segare  p^ , 
b)  Dimostrammo  nel  n."  200, 
coincidono,  se  hanno  comuni  tutt 
siamo  ora  dimostrare,  che  due  in 
dono,  se  hanno  comuni  4  rette  do 
due,  ma  non  appartenenti  ad  ««i 

Di  vero,  se  l'una  I  è  iperbolici 
piano  ad  abcd  :  e  quindi  debbonc 
di  /':  altrimenti,  le  rette  doppie 
appartenere  ad  una  medesima  se 
bolica,  di  assi  r ,  s,  e  perciò  coir 

Se  poi  / ,  I'  sono  amendue  elli 
può  appoggiarsi  ad  abcd),  il  prod 
identità,  sarà  un'omografia  assial 
per  rette  unite.  Ora,  indicando  c< 
di  punti,  che  1,1',  Q  determinane 
(lup-li  le  prime  due  /„  ,  /'„  saranii 
voluzione  unita  di  Ù^  sarà  armi 
e  J'o ,  e  quindi  iperbolica  ;  ossia 
stinti.  In  consegnenza,  Q  avrà  d 
ed  anche  sopra  ciascuna  delle  b, 
verebbe),  e  sari  perciò  un'omogr 


(')  Che  conterrà  quindi  la  schie: 

inerà  pt-rciò  R'  in  R'. 

(')  Che  contiene  la  schiera  R'  d 
R  in  B. 
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assi  si  appoggeranno  ad  abcd  :  assurdo.  Dunque  Q  dev*  essere 
una  identità,  e  quindi  1 , 1'  debbono  coincidere. 

Dal  teorema  ora  dimostrato  si  trae,  che  la  condizione  necei- 
saria  e  sufflciente^  perchè  due  involuzioni  rigate  coinddaìiOf  t 
che  esse  abbiano  comuni  4  rette  doppie,  sghembe  a  due  a  dut, 
e  non  appartenenti  ad  una  stessa  schiera  :  poiché  è  noto  (200, 
gy  4.o)  che  si  possono  costruire  infinite  involuzioni  rigate,  le 
quali  abbiano  comuni  tre  rette  doppie  aòc^  sghembe  a  due  a 
due;  e  quindi  (200  f)  tutte  le  generatrici  della  schiera  dbc*»  sa- 
ranno rette  doppie  comuni. 

e)  Essendosi  dimostrato,  che  per  ogni  omografia  assiale  0 
esiste  la  sua  involuzione  unita  /,  la  quale  ha  per  assi  quelli 
di  ù.  se  questa  è  iperbolica,  e  definisce  gli  assi  di  Q,  se  questa 
è  ellittica,  ne  segue  la  definizione  di  gruppo  di  4  rette,  delle 
quali  due  a ,  b  sono  reali,  e  le  altre  due  sono  immaginarie  e 
rappresentate  da  un'  involuzione  rigata  ellittica  ;  cioè  diremo 
(199,  e)  che  lab  è  un  gruppo  di  rette,  se  a  ^  2^  si  corrispondoDo 
in  un'  omografia  assiale  tì,  che  ha  I  per  sua  involuzione  unita 
(anche  quando  è  iì  ^  /). 

Da  questa  definizione  segue  che,  se  lab  è  un  gruppo  di  rette, 
V involuzione  rigata  ellittica  I,  e  quella  di  assi  a  «  b,  hanno  or 
muni  infinite  rette  doppie;  cioè  tutte  le  rette  doppie  di  /,  che 
si  appoggiano  ad  a,  e  quindi  anche  a  b  perchè  a  e  6  si  cor- 
rispondono in  un'  omografia  assiale,  d' involuzione  unita  I. 

Viceversa,  due  involuzioni  rigate  1 , 1',  deUe  quali  V  una  al- 
meno V  è  iperbolica,  formano  un  gruppo,  se  hanno  comuni  in- 
finite rette  doppie  e  nessun  punto  (o  piano)  doppio  comune  (fu 

In  fatti,  indicando  con  m  una  di  queste  rette  doppie,  e  con 
A,B  i  punti,  hi  cui  m  sega  gli  assi  a,b  di  /',  siccome  A,B  non 
sono  punti  doppi  in  /,  esiste  Tomografia  assiale  ù,  che  ha /per 
involuzione  unita,  ed  -4  ,  ^  per  punti  corrispondenti  ;  ed  in  essa 
alla  retta  a  (la  quale  sega  le  rette  doppie  comuni  s^  le  V,  che 
sono  pure  rette  unite  di  tì)  corrisponderà  b  (che  sega  le  siesse 
rette  unite). 


(^)  Se  le  rette  a  ,  e  si  segano,  come  pure  b  ,  d ,  ed  inoltre  il 
punto  ac  giace  nel  piano  bd,  le  abcd  non  formano  un  gruppi^- 
mentre  però  le  infinite  rette  che  passano  pel  punto  ac  e  giacciono 
nel  piano  hd  sono  rette  doppie  comuni  ad  /  e  /'. 
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Generalizzando  quindi,  potremo  dire,  che  due  coppie  qualun- 
que di  rette  /,/'  (reali  o  immaginarie)  formano    U7i   gruppo, 
quando  le  involuzioni  rigate  / ,  /'  hanno  infinite  rette   doppie 
comuni,  e  nessun  punto  (o  piano)  unito  comune. 

E  si  noti,  che  le  infinite  rette  doppie  comuni  costituiscono 
una  schiera  rigata.  Poiché,  se  abc  sono  tre  rette  doppie  comuni 
alle  involuzioni  rigate  / ,  /'  (e  necessariamente  sghembe  a  due 
a  due),  saranno  pur  tali  tutte  le  generatrici  della  schiera  abc...: 
né  può  esservi  un'  altra  retta  doppia  comune,  altrimenti  (201, 
h)  le  involuzioni  i  ,  /'  coinciderebbero. 

Il  gruppo  //'  si  dirà  poi  armonico,  se  il  prodotto  //'  ò  com- 
mutativo (65,  d)  ;  e  diremo  pure  allora  che  le  involuzioni  rigate 
/ ,  /'  sono  armoniche. 

Di  qui  segue  immediatamente  quanto  appresso. 

l.o  Di  due  involuzioni  rigate  armoniche  1,1',  una  almeno  è 
iperbolica:  poiché,  indicando  con  /,„  ,  I\^  le  involuzioni  binarie, 
che  /,  J'  determinano  sopra  una  loro  retta  doppia  comune  wi, 
le  I^^  ,  I\^^  saranno  pure  armoniche,  perchè  involuzioni  binarie 
commutative,  e  perciò  una  di  esse  almeno  (e  quindi  anche  la 
relativa  involuzione  rigata)  avrà  elementi  doppi  reali. 

2.0  II  prodotto  di  due  involuzioni  rigate  armoniche  1  ,V  è 
una  terza  involuzione  rigata  I",  armonica  ale  V. —  Di  vero, 
ogni  retta  doppia,  comune  a  /  e  /',  è  retta  unita  neiromografia 
/",  la  quale  è  quindi  assiale  ;  ed  è  poi  anche  involutoria^  per- 
chè /,  J'  sono  involutorie  e  commutative.  Inoltre,  essendo 
/"  =  //'  =  /'/,  sarà  //"  =  J/7= /"/,/'/"  =  /'//'  =  /"/'; 
ossia  /"  è  commutativa  con  /  e  /'. 

E  facile  vedere,  da  quanto  si  è  detto,  che,  delle  tre  involu- 
zioni J,  /'^  /"  una  è  ellittica,  e  due  sono  iperboliche. 

3.0  Se  IV  è  un  gruppo  qualunque  di  rette,  il  prodotto  IV—Q 
è  un'  omografia  assiale,  la  cui  involuzione  unita  I"  è  armonica 
a  l  e  l\  —  In  fatti,  per  Q,  e  quindi  anche  per  I",  sono  unite 
le  rette  doppie  m  comuni  a  /  e  /'.  Inoltre  le  involuzioni  I^ , 
/'^  ,  -^"in?  ^^*^  ^  i  ^'  j  ^"  determinano  rispettivamente  sopra  m, 
sono  tali  che  /"„  è  armonica  ad  /^^^  e  /'^  :  ciò  che  dimostra 
il  teorema  -,  poiché  /"  trasforma  più  che  cinque  coppie  di  ele- 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  64* 
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menti  coniugati  di  I  (o  I')  in  altrettante  simili  coppie  di  / 
(o  /'). 

4.0  Dal  teorema  precedente  segue  che,  se  due  involuzioni  ri- 
gate 1,1'  formano  un  gruppo^  esiste  sempre  una  terza  inruìn- 
zione  rigata  I"  armonica  ad  1  e  V,  ed  tma  sola;  e  questa  è  la 
involuzione  unita  del  prodotto  IP. 

5.0  Se  4  rette  abed  formano  un  gruppo,  le  tre  involuzioni 
rigate  I=|ab  ,  cd|  ,  I'=|ac  ,  db|  ,  r'=|ad  ,  bc|  sono  armoniche  a 
due  a  due,  e  ciascuna  è  il  prodotto  delle  rimanenti  due. 

Ciascuna  delle  1  y  F  ^  I'^  è  individuata  (200,  g,  6.o)  dalla  con- 
dizione, che  le  generatrici  della  schiera  rigata  incidente  a  quella. 
alla  quale  appartiene  il   gruppo    abcd,    sieno    rette    doppie  in 

d)  Un'involuzione  rigata  qualunque  /,  e  la  involuzione  ri- 
gata iperbolica  /',  che  ha  per  assi  due  rette  sghembe  a ,  a' 
coniugate  in  J,  formano  un  gruppo  di  4  rette.  Inoltre,  /,  I' 
sono  commutative  ;  poiché  /  trasforma  ciascuna  involuzione  di 
punti  appartenente  ad  J'  (il  cui  sostegno  segherà  a ,  a)  in 
un'  altra  involuzione  di  punti  appartenenti  ad  /'.  Sicché  le  in- 
voluzioni /,  /'  sono  armoniche. 

Reciprocamente,  se  V  è  un'involuzione  rigata  iperbolica,  ar 
monlca  ad  I,  gli  assi  a  ,  a'  di  1'  sono  rette  coniugate  in  I:  poi- 
ché, essendo  //'  un  gruppo,  ed  /,/'  commutative,  deve /tra- 
sformare a  in  a'  ed  a Mn  a  ;  non  potendo  trasformare  a  ,  n 
ordinatamente  in  a  ,  a' ,  altrimenti  a  ,  a'  sarebbero  rette  doppia? 
di  /  e  quindi  /,  /'  avrebbero  punti  doppi  comuni,  cioè  i  punii 
in  cui  a  ed  a'  sono  segate  dalla  schiera  di  rette  doppie  comuni 
ad  /,  /'. 

Generalizzando,  se  /'  é  un'  involuzione  rigata  ellittica,  ch<' 
forma  un  gruppo  armonico  con  una  involuzione  rigata  qualun- 
que /,  noi  diremo  che  /'  rappresenta  una  coppia  di  rette  im- 
maginarie  coniugate  in  I. 

Da  questa  definizione,  e  dal  teorema  che,  dì  due  involuzioni 
rigate  armoniche,  una  almeno  è  iperbolica,  segue  che,  una  in- 
voluzione rigata  ellittica  non  ha  coppie  immaginarie  di  rtUf 
coniugate. 

e)  Due  omografie  assiali  £L  ,  ù\  che  hanno  la  stessa  óm»- 
luzione  unita  I,  sono  commutative:  poiché  le  proiettività  binane 
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E  chiaro  quindi  che,  ad  una  data  schiera  rigata  R,  appar- 
tengono  sempre  infinite  coppie  di  rette  sghembe  immaginarie.— 
Di  vero,  se  abc  sono  tre  generatrici  qualunque  della  schiera 
R\  incidente  ad  R,  le  infinite  involuzioni  rigate  ellittiche,  die 
hanno  abc  per  rette  doppie  [201,  g),  4.o|,  avranno  (201,/)  per  reite 
doppie  tutte  le  generatrici  della  schiera  abc.^R',  e  rappresente- 
ranno altrettante  coppie  di  rette  immaginarie  sghembe  di  R, 

g)  Data  7in^ omografia  assiale  Q,  se  due  coppie  aja^ ,  b,bj, 
di  rette  sghembe  corrispondenti  in  Qy  e  la  coppia  di  rette  rap- 
presentata dalV involuzione  unita  I  di  0^  appartengono  ad  una 
stessa  schiera  rigata  R,  V  involuzione  rigata  Ts  jajb^  ,  a^bjj  è 
armonica  ad  I,  e  trasforma  £L  in  tì"^. 

In  fatti,  se  w  è  una  generatrice  qualunque  della  schiera  A*' 
incidente  ad  R,  indicando  con  J,„  ,/',„,  0,^  le  proietti  vita  bi- 
narie che  / ,  /' ,  Q  determinano  in  m,  l' involuzione  /'„  sarà 
armonica  ad  /"„ ,  e  trasformerà  0^  in  0^""^ 

h)  Combinando  a  due  a  due  le  retto  doppie  sghembe  di 
un'  involuzione  rigata  qualunque  /,  possiamo  considerare  cia- 
scuna coppia  ab  di  esse,  come  rappresentata  da  un'involuzione 
rigata  iperbolica  di  assi  a  ,  6  ;  e  questa  involuzione  è  comiiitt- 
tativa  (178,  e)  con  7.  Ora,  tutte  queste  involuzioni  rigate  iper- 
boliche, ed  anche  quelle  ellittiche,  che  fossero  commutative  con 
/,  senza  essere  armoniche  a  questa,  formeranno  un  sistema  0  ; 
e  noi  chiameremo  ciascuna  di  esse  involuzione  di  6. 

Diremo  pure,  che  la  coppia  di  rette,  rappresentata  da  un'in- 
voluzione qualunque  di  0,  si  appoggia  alla  coppia  di  rette  (reali 
0  immaginarie)  rappresentata  da  I  (^). 

Ciò  posto,  è  facile  dimostrare  che,  il  prodotto  di  I  per  uh  in- 
voluzione qualunque  T^  di  9  è  un^  altra  involuzione  I^  di6.— 


(')  È  facile  vedere  che,  per  due  involuzioni  rigate  IjJ\ì  ^^^ 
soli  sono  i  casi  di  commutatività;  quello,  cioè,  in  cui  il  gruppo  Ih 
è  armonico,  e  V  altro  in  cui  V  una  7,  si  appoggia  all'  altra  7. 

In  fatti,  se  è  7^  \r  ,«1,7,  ^[r,  ,  s^,  ,  dovendo  7  mutare  7,  in 
7,  ,  0  deve  mutare  r,  in  r,  ed  s,  in  «,  (e  quindi  r,  ,  «,  debbono 
appoggiarsi  ad  r  ,  s),  o  deve  mutare  r,  in  s^  ed  5,  in  r,  (o 
quindi  7 ,  7,  debbono  formare  un  gruppo,  perchè  7 ,  7,  sono  com- 
mutative). 
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o)j  il  (limi e  ha  due  vertici  e  due  facce  reali],  che  ha  i  soli  thf 
spigoli  reali  I,  e  non  ha  alcun  vertice  né  alcuna  faccia  rcaU. 

2.0  Per  un'  involuzione  Hgata  ellittica  l,  delle  due  coppie  l,t 
Ig ,  che  81  appoggiano  tra  loro  e  alla  coppia  I,  una  è  sempre 
reale. 

l)  Quanto  si  è  detto  sino  ad  ora  per  le  rette  doppie  di  /. 
vale  evidentemente  per  le  rette  unite  di  una  omografìa  assiale 
Q,  della  quale  /  sarebbe  la  involuzione  uuita.  Così,  p.  e.,  cUv 
scuna  involuzione  di  0  rappresenta  due  rette  unite  [realio  im- 
maginarie) di  U. 

m)  Date  4  rette  abcd,  sghembe  a  due  a  due,  ma  non  ap- 
partenenti ad  una  stessa  schiera,  ed  assegnati  nelV  una  a  dnt 
inulti  distinti  A  ,  A',  è  individuata  Vomografla  assiale  0,  cM 
ha  abcd  per  rette  unite  ed  A  ,  A'  per  punti  corrispondenti  (\. 

Per  A  si  conducano  le  tre  rette ,  che  si  appoggino  ordina- 
tamente alle  tre  coppie  di  rette  bc,  ed,  db  nelle  tre  coppie  di 
punti  B^C^  ,  C2D2 ,  D^B^  ;  esse  saranno  sghembe  ordinatainento 
a  d,  b,  e ,  poiché  abcd  non  è  un  gruppo  di  rette.  Similmente 
si  conducano  per  A*  le  tre  rette,  che  si  appoggino  rispettiva- 
mente alle  coppie  bc,  ed,  db  nelle  tre  coppie  di  punti  B\C\ . 
C\,D'^,  D\B\j^j  e  che  saranno  sghembe  ordinatamente  sl  d,bjC  (% 

Sarà  Q  ~  ^/^}  ^2  ^3  «^  ^ove  a,  a'  sono  i  piani  B^C^D^,  B\C\D'.. 

l'omografia  assiale ,  che  ha  abcd  per  rette  unite  ed  .4 ,  A'  per 
punti  corrispondenti. 

Di  vero,  risulta  immediatamente,  che  B^B^^  ,  CyC\  ,  DM* 
sono  tre  altre  coppie  di  punti  corrispondenti  in  Q:  poiché,  p.  e., 
alla  retta  AD^  e  al  piano  a  corrispondono  in  £L  la  retta  AD\ 
e  il  piano  a';  e  quindi  al  punto  AD^^d^^B^  corrisponderà  il 


{})  Se  sulla  retta  a  esistono  dei  punti  reali,  per  i  quali  passan» 
rette  che  si  appoggiano  a  bcd  (punti  che  non  possono  essere  più 
di  due,  altrimenti  abcd  apparterrebbero  ad  una  stessa  schiera , 
ninno  di  tali  punti  può  assumersi  per  A  ,  A\ 

(^)  Tre  punti,  appartenenti  alle  tre  coppie  B^C^  ,  C^D^ ,  D^By 
non  possono  giacere  per  diritto  ;  poiché  le  rette  AB^  ,  AC^ ,  -l^^j 
giacerebbero  in  un  piano,  che  dovrebbe  contenere  le  rette  hd'. 
assurdo.  E  lo  stesso  va  detto  sui  punti  B\C\C- ^D^ ^D\B\* 
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senso  sinora  usato),  purché  si  adoperino  proiezioni  e  sezioni 
univoche  (ossia  proiezioni  e  sezioni,  che  determinano  una  cor- 
rispondenza univoca,  senza  eccezione,  tra  la  forma  sa  cai  si 
eseguono  e  quella  che  producono);  vale  a  dire  le  sole  proie- 
zioni e  sezioni  da  noi  sinora  considerate. 

Ma,  se  si  userà  la  proiezione  di  un  sistema  piano  da nn  su* 
punto,  o  la  sezione  di  una  stella  con  un  suo  piano  —  opera- 
zioni non  univoche—,  si  otterranno  nuove  corrispondenze,  unì- 
voche con  eccezioni;  corrispondenze,  che  diremo  omografìe  ter- 
narie degeneri,  e  che  vogliamo  ora  esaminare. 

e)  So  una  stella  [^S"]  è  segata  da  un  suo  piano  o',  ad  ogni 
raggio  di  [S],  non  situato  in  o',  corrisponderà  sempre  lo  stesso 
punto  S  nel  sistema  piano  prospettivo  [gQ  ;  mentre  ad  un  rag- 
gio qualunque  a  di  [S],  situato  in  o',  corrisponderanno  in  [g'] 
tutt'i  punti  della  punteggiata  (a).  —  Ad  un  piano  qualunque  ? 
di  [S],  eccetto  e',  corrisponderà  in  [e']  una  retta  b\  che  passa 
per  S'^  mentre  al  piano  o'  di  [S]  corrisponderanno  tutte  le  retto 
di  [c'j. 

A  ciascun  punto  C  del  sistema  piano  [o%  eccetto  Sj  corri- 
sponderà nella  stella  [S]  la  retta  SC^  ^  e  ;  ma  al  punto  S  di 
[o']  corrisponderanno  tutt'i  raggi  di  [iS^J.  —  A  ciascuna  retta  «' 
di  [o'],  la  quale  passi  per  S,  corrisponderà  in  [S]  il  fascio  di 
piani  di  asse  d'  -,  ma  ad  una  retta  qualunque  e'  di  [o^  che  non 
passi  per  >S>  corrisponderà  sempre  in  [S]  il  piano  o',  mentn* 
alla  punteggiata  («')  di  [o']  corrisponderà  in  [S]  un  fascio  di 
raggi  prospettivo  ad  (e'). 

Abbiamo  cosi  ottenuto  una  prospettività  degenere  tra  la  stella 
[S]  ed  il  sistema  piano  [e'],  in  cui  il  puntò  >S'  ed  il  piano  g' si 
diranno  clementi  singolari,  ordinatamente,  del  sistema  piano  v 
della  stella. 

d)  Sostituendo  ora  all'una,  o  all'altra,  delle  forme  [S\, 
[e'],  o  ad  entrambe,  delle  forme  che  sieno  con  esse  in  omo- 
grafia non  degenere,  si  avranno  le  seguenti  proprietà  delle 
omografie  degeneri. 

Due  sistemi  ptawi  [e]  ,  [e'],  Due  stelle  [S]  ,  [S'J,  in  omo- 
in   omografia    degenere   {di   L^    grafia  degenere  {di  l.«  8pecle)y 


.i5sr^- 


specie),  hanno  rispettivamente 
una  retta  r  ed  un  punto  R'  (e- 
lementi  singolari)  nella  reta- 
zlone  seguente: 

Ad  ogni  punto  di  [a] ,  non 
appartenente  ad  r,  corrisponde 
in  [g']  il  punto  R',  ma  ad  un 
punto  di  [a],  assegnato  in  r, 
corrispondono  in  [e']  tutf  i 
punti  di  una  determinata  retta 
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hanno  rispettivamente  un  piano 
p  ed  un  raggio  r'  (elementi  sin- 
golari) nella  relazione  seguente: 


di  E';  e  viceversa: 

La  corrispondenza ,  tra  i 
punti  della  punteggiata  (r)  di 
[e]  e  i  raggi  del  fascio  (R')  di 
Wh  ^  proiettiva ,  e  definisce 
V  omografia  degenere  tra  i  si- 
stemi piani  [à\  e  [e']: 

Ad  ogni  retta  a  di  [o],  diversa 
da  r,  corrisponde  in  [o'J  il  rag- 
gio del  fascio  (R'),  corrispon- 
dente al  punto  ar  della  punteg- 
giata (r);  ma  alla  retta  r  di 
[<?]  corrispondono  tutte  le  rette 
di  [o']. 


Ad  ogni  raggio  di  [S] ,  non 
appartenente  a  p,  corrisponde 
in  [S'J  il  raggio  r',  ma  ad  un 
raggio  di  [SJ,  assegnato  in  p, 
corrispondono  in  [S']  tutfi  rag- 
gi di  un  determinato  piano  di 
r'  ;  e  viceversa: 

La  corrispondenza ,  tra  i 
raggi  del  fascio  (p)  di  [S]  e  i 
piani  del  fascio  (r')  di  [S'J ,  è 
proiettiva ,  e  definisce  V  omo- 
grafia degenere  tra  le  stelle 
[S]  e  [S']: 

Ad  ogni  piano  a  di  [S] ,  di. 
verso  da  p,  corrisponde  in  [S'] 
il  piano  del  fascio  (r^) ,  corri- 
spondente al  raggio  ap  del  fa- 
scio di  raggi  (p)  ;  ma  al  piano 
p  di   [S]    corrispondono    tutt*  i 


\  piani  di  [S'J. 

e)  Se  si  segano  due  stelle  omografiche  [8]  ,  [5"]— in  omo- 
grafia non  degenere — rispettivamente  con  due  piani  e  ,  g',  dei 
quali  e'  appartenga  ad  [8']  e  g  non  appartenga  ad  [8\,  si  ot- 
tiene appunto  un'omografia  degenere  tra  due  sistemi  piani  [o], 
[g'I  della  specie  considerata  in  d)  a  sinistra.  Ma,  se  si  suppone 
che  G ,  e'  appartengano  ordinatamente  ad  [8]  ,  [5'],  senza  che 
però  sieno  due  piani  corrispondenti  (^)  delle  due  stelle  omo- 
grafiche, si  avrà,  tra  1  due  sistemi  piani  [g]  ,  [g'],  un'omografia 


{})  Se  e  y  G*  sono  piani  corrispondenti,  i  due  sistemi  [g]  ,  [g'J 
saranno  anche  in  omografia  degenere,  ed  ognuno  di  essi  avrà  un 
punto  singolare,  senz'  altro. 

Sankia  —  Geometria  proiettiva.  65* 
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ancor  più  particolare,  la  quale  si  deduce  anche  da  quella  di 
d)  a  sinistra,  supponendo  che  T  omografia  binaria  tra  (r)  ed 
(i?')j  ivi  considerata,  degeneri,  e  che  ne  sìeno  rispettÌTamente 
E  ed  r'  gli  elementi  singolari.  Sì  avrà  così  una  omografìa  de- 
genere di  2.»  specie,  tra  due  sistemi  piani  [o] ,  [o'],  caratteriz- 
zata da  ciò,  che  [a]  ,  [e']  hanno  amendue  una  retta  ed  un  punto 
singolari,  che  si  appartengono;  cioè  ad  ogni  punto — oretta  — 
di  [o],  non  appartenente  ad  r  —  o  ad  /?  —  ,  corrisponderà  in 
[c'J  11  punto  E' — o  la  retta  r' — ,  ma  ad  ogni  punto — o  retta—, 
appartenente  ad  r—o  ad  E — ,  corrisponderanno  tutt'  i  punti  di 
r'— o  tutte  le  rette  di  jR' — . 

f)  È  evidente  esservi  un'analoga  corrispondenza  omografica 
degenere  tra  due  stelle. 

g)  Tra  una  stella  [S]  ed  un  sistema  piano  [e']  si  ottengono 
tre  specie  di  omografie  degeneri,  caratterizzate  dai  segnemi 
elementi  singolari. 


i.»  specie.  [S\  e  [c'J  hanno 
rispettivamente  un  piano  ed 
un  punto  singolari,  sostegni  di 
due  fasci  proiettivi  di  rette 
corrispondenti. 


2.»  specie.  [8]  e  [c'J  hanno 
rispettivamente  due  rette  sin- 
golari, sostegni  di  un  fascio 
di  piani  e  di  una  punteggiata 
proiettivi  tra  loro. 


5.«  specie,  [8]  ha  una  retta  ed  un  piano  singolari,  che  si  ap- 
partengono, e  [o']  ha  un  punto  ed  una  retta  singolari,  che  pure 
si  appartengono  Q). 

h)  Due  forme  di  2.«  specie  diconsi  in  correlazione  dege- 
nere ,  se  r  una  è  in  correlazione  con  una  forma ,  che  sia  con 
r  altra  in  omografia  degenere. 

Da  questa  definizione,  e  dalle  cose  dette,  segue  che  esùtono 
due  sistemi  piani  [g]  ,  [a']  in  correlazione  degenere  {') 


O  [S]  e  [e']  potranno  avere  ancora  rispettivamente,  [S]  un  rag- 
gio, e  [c'J  un  punto,  singolare,  senz'  altro. 

(*)  Le  proposizioni  che  qui  seguono,  a  rincontro  l' una  dell'al- 
tra, non  sono  correlative. 
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di'  1.»  Bpecie,   che   hanno   due 
rette  singolari  r  ,  r'. 

Ad  ogni  punto  di  [o]  corri- 
sponde in  [a"]  la  retta  r'  :  m 
ad  un  punto  di  [a],  assegnato 
in  r,  corrispondono  in  [e']  tutte 
le  rette  di  un  determinato  pun- 
to di  r':  e  analogamente  scam- 
biando tra  loro  G  e  o' ,  t  e  r'. 

La  corrispondenza ,  tra  i 
punti  delle  punteggiate  (r),  (r') 
di  [a] ,  [c'I,  è  proiettiva,  e  de- 
finisce la  correlazione  degenere 
tra  [a]  e  [e']. 

Ad  ogni  retta  m  di  [o],  di- 
versa da  r,  corrisponde  in  [e'] 
il  punto  della  punteggiata  (r"), 
corrispondente  al  punto  mr 
della  punteggiata  (r)  \  ma  alla 
retta  r  di  [e]  corrispondono 
tutt'i  punti  di  [o']:  e  viceversa. 


di  2.»  specie,  che  hanno  due 
punti  singolari  E  ,  R', 

Ad  ogni  retta  di  [o]  corri- 
sponde in  [e*]  il  punto  R'  ;  ma 
ad  una  retta  di  R,  assegnata 
in  [a] ,  corrispondono  in  (o'J 
tutt'i  punti  di  una  determinata 
retta  di  R'  :  e  analogamente 
scambiando  tra  loro  a  e  o' , 
r  e  r'. 

La  corrispondenza,  tra  i  rag- 
gi dei  fasci  (R)  ,  (E')  di  [a] , 
[e'],  é  proiettiva,  e  definisce 
la    correlazione    degenere    tra 

[o]  .  M. 

Ad  ogni  punto  M  dì  [a]  di- 
verso da  R,  corrisponde  in  [o'] 
il  raggio  del  fascio  (R'),  cor- 
rispondente al  raggio  MR  del 
fascio  (R);  ma  al  punto  R  di 
[e]  corrispondono  tutte  le  rette 
di  [g']:  e  viceversa. 


i)  8i  hanno  ancora  due  sistemi  piani  [o]  ,  fa']  in  correla- 
zione degenere  di  3.°  specie,  che  hanno  due  rette  singolari  r , 
r',  con  due  loro  punti  singolari  R ,  R'. 

Ad  ogni  punto  —  o  retta  —  di  fc],  non  appartenente  ad  r — 
o  ad  R— ,  corrisponderà  in  [a']  la  retta  r'  —  o  il  punto  R'  —  ; 
ma  ad  ogni  punto  —  o  retta  —  appartenente  ad  r  —  o  ad  R  — 
corrisponderanno  tutte  le  rette  di  R'  —  o  tutt'  i  punti  di  r'  —  , 
e  viceversa  ('). 

fc)  È  quasi  inutile  accennare  agli  analoghi  casi  di  corre- 
laitioni  degeneri  tra  dne  stelle,  e  tra  una  stella  ed  un  sistema 
piano:  potendosi  i  primi  ottenere   dai    sistemi   piani   mediante 


(')  [''1  I  [^'1  potranno  avere  ordinatamente,  l'uno  un  punto  singo- 
lare, r  altro  una  retta  singolare,  senz'  altro. 
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proiezioni  univoche  ;  e  gli  ultimi;  sezionando  univocamente  una 
di  queste  stelle  con  un  piano. 

POLARITÀ  NEL    PIANO. 


203.  a)  Se  due  sistemi  piani  correlativi  [o]  ,  [e]'  sono  sovrap-  i 
posti  (ossia  sono  situati  in  uno  stesso  piano  e),  ciascun  pumo  | 
(o  ciascuna  rettaj  del  piano  o  può  considerarsi,  tanto  come  un  ; 
punto  A  (o  una  retta  e)  del  sistema  [o],  a  cui  corrisponda  una  | 
retta  a'  (o  un  punto  C)  del  sistema  [o]',  quanto  come  un  punto 
B'  (o  una  retta  d')  di  [o]',  a  cui  corrisponda  in  [e]  una  retta  h 
(o  un  punto  D). 

b)  In  generale,  una  retta  a'  delVun  sistema  [o]',  ed  il  cor- 
rispondente punto  A  delV altro  [o],  non  si  appartengono;  ma  «t 
a'  passa  per  A,  per  A  passerà  pure  la  retta  b  di  [e],  che  cor- 
risponde ad  A,  considerato  come  punto  B'  di  [a]:  poiché,  ap- 
partenendosi gli  clementi  a',B'  di  [e]',  debbono  appartenersi 
(81,  e)  anche  i  corrispondenti  elementi  A,b  dì  [a], 

E  similmente,  se  una  retta  a  dì  [a]  contiene  il  punto  A',  che 
le  corrisponde  in  [o]',  essa,  considerata  come  retta  di  [a]',  con- 
terrà pure  il  punto  A,  che  le  corrisponde  in  [o], 

e)  Può  ancora  avvenire,  che  ad  un  elemento,  considerato 
come  appartenente  successivamente  a  [o]  e  [e]',  corrisponda  uno 
stesso  elemento  in  [e]'  e  [a]  ;  e  si  dirà  allora  che  questi  due 
elementi  si  corrispondono  in  doppio  modo,  o  involutoriamenk. 

d)  Che^  se  tutti  gli  elementi  corrispondenti  si  comspondono 
involutoriamente,  non  è  più  necessario  di  considerare  i  due  si- 
stemi ;  ma  si  dirà,  che  questi  elementi  corrispondenti  costitui- 
scono un  sistema  polare  piano  (o  una  polarità  nel  piano). 

e)  Due  sistemi  piani  [o]  ,  [e]',  correlativi  e  sovrapposti,  co- 
stituiscono un  sistema  polare,  se  esiste  nell'uno  [o]  un  s?  ABC, 
ai  cui  vertici  A,  B,  C  corrispondano  ordinatamente  neU  altro 
[o]'  i  lati  opposti  a,  b,  e. 

Per  dimostrare  V  enunciato  teorema,  si  osserverà  dapprima 
(fig.  124.o^)  che  ,  in  ciascuna  delle  coppie  Aa,  Bb,  Ce,  gli  ele- 
menti si  corrispondono  in  doppio  modo  ;  perchè ,  p.  e.,  alla 
retta  a  di  [o],    che    congiunge  i  punti  B,  C,   deve  corrispon- 


fifir.  Ì24.« 


—  517 

dere  in  [a]'   il   punto   coranne 
alle  rette  b,  e,  cioè  il  punto  A, 

Inoltre,  poiché  ai  raggi  di- 
stinti b,  e  del  fascio  (A)  corri- 
spondono involutoriamente  i 
punti  B ,  C  della  punteggiata 
corrispondente  (a) ,  ne  segue 
(63,  a,  b)  che  le  forme  proiet- 
tive (A),  (a)  sono  in  involuzio- 
ne, —  E  lo  stesso  va  detto  dei  fasci  dì  raggi  (/?),  (C)  relativa- 
mente alle  punteggiate  (6),  (e),  ad  essi  proiettive. 

In  conseguenza,  una  retta  p,  assunta  arbitrariamente  nel 
piano  del  y  ABCy  segherà  i  lati  a,  &,  e  nei  punti  L,  if,  N,  ai 
quali  corrisponderanno  ordinatamente  in  doppio  modo  i  raggi 
/,  m,  n  dei  fasci  {A),  (B),  (C)  ;  e  perciò  Z,  w,  n  concorreranno 
in  uno  stesso  punto  P,  il  quale  corrisponderà  involutoriamente 
alla  retta  p, 

f)  Dal  teorema  e)  si  deduce  immediatamente  che,  se  nel 
piano  di  un  assegnato  y  ABC^abc  si  assumono  un  punto  ar- 
bitrario P  {non  appartenente  ad  alcuno  dei  lati  abc)  ed  una 
retta  p  {non  appartenente  ad  alcuno  dei  vertici  ABC),   le   cor- 

A     B     C     P 
rispondenze  «  >  h  >  o  '        individuano  (154,  a  )    una  polarità 

piana. 

g)  Si  noti  poi  che  in  una  correlazione  ternaria  r,  non  de- 
genere, non  può  ciascun  elemento  appartenere  al  suo  corrispon- 
dente. 

Di  vero^  in  una  correlazione  piana  r,  p.  e.^  considerando  un 
punto  A  ed  una  retta  qualunque  6  di  il,  a  cui  corrispondono 
ordinatamente  in  P  una  retta  a'  ed  un  punto  B\  dovrebbero 
a'  e  B*  appartenersi,  ed  appartenere  per  ipotesi  ordinatamente 
ad  ^  e  &.  Dunque  a'  dovrebbe  coincidere  con  6;  ossia  ad  A 
dovrebbe  corrispondere  in  V  la  retta  arbitraria  6  :  assurdo. 


204.  a)  I  sistemi  polari,  come  si  sono  definiti  nel  n.o  prece- 
dente, sono  più  generali,  come  vedremo,  di  quelli  costituiti  da 
due  sistemi  piani  [o] ,  [e']  polari  reciproci  rispetto  ad  una  co- 
nica 13,  già  considerati  (n.o  97  e  seguenti).  Però  tutte  le  defini- 
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zionì  ,  e  i  teoremi  che  reggono  per  questi  ultimi  e  che  possìa 
me  estendere  a  quelli,  li  enuncieremo  senz'altro;  o  tutto  al 
più  citeremo  qualche  proposizione  già  dimostrata,  lasciando  a 
cura  dello  studioso  di  fare  una  dimostrazione  analoga. 

b)  In  una  polarità  piana  U,  di  sostegno  e,  un  punto  qua- 
lunque A  si  denomina  polo  della  retta  corrispondente  a;  e  que- 
sta dicesi  polare  del  punto  A, 

Se  Ay  a  si  appartengono,  gli  elementi  ^ ,  a  si  chiameranDo 
uniti. 


e)  Due  punti  A,  B  di  o 
diconsi  reciproci  (conmgati)  in 
U,  se  la  polare  dell'uno  A  passa 
per  l'altro  B. 


Due  rette  a  ,  6  di  o  si  chia- 
mano reciproche  (coniugate)  in 
IT,  se  il  polo  dell'  una  a  giace 
nell'altra  b. 


d)  £  poiché  la  polarità  piana  è  costituita  da  due  sistemi 
piani,  correlativi  e  sovrapposti,  ne  segue  che: 


Se  la  polare  a,  di  A  passa 
per  B,  anche  la  polare  b  di  B 
passerà  per  A. 

e)  Un  punto  A  del  sistema 
polare  piano  IT  è  reciproco  a 
ciascun  punto  della  sua  polare 
a,  ed  è  reciproco  al  solo  punto 
ca  di  una  retta  qualunque  e  di 
n^  distinta  da  a. 


I  Se  il  polo  A  di  a  giace  in  b, 
anche  il  polo  B  di  b  giacerà 
in  a. 

Una  retta  a  del  sistema  po- 
lare piano  n  è  reciproca  a 
ciascuna  retta  di  IT  che  pana 
pel  suo  polo  A,  ed  è  reciproca 
alla  sola  retta  CA  di  un  punto 
qualunque  di  IT,  distinto  da  A. 


Nel  caso  che  ^,  a  si  appartengono,  ciascuno  degli  elementi 
A,  a  è  evidentemente  reciproco  di  se  stesso. 

É  unica,  in  generale^  la  retta  d  di  IT,  reciproca  ad  a  e  per- 
pendicolare ad  a;  poiché  d  deve  passare  pel  polo  A  di  a. 

f)  Se,  dei  punti  LMN, . .  di  una  retta  a  si  costruiscono  le 
polari  linn„.j  queste  passeranno  [e)  a  dritta]  pel  polo  A  di  o, 
e  segheranno  a  nei  punti  I/'3/'A'...,  reciproci  ordinatamente  ad 
LMN.,„  E  poiché  il  fascio  {A)=lmn.,.  è  proiettivo  (149,  b)  alla 
punteggiata  (a)^LMN.,.j  mentre  la  polare  di  V  è  AL^  ne  segue 
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E  se  rinvoluzione  {E)  di  II  è  iperbolica,  gli  elementi  doppi 
e,  f  di  (B)  si  dicono  asaintoti  del  punto  J5. 

In  fine,  esistono  sempre  (58,  a)  due  raggi  coniugati  di  (5), 
ortogonali  tra  loro,  e  che  denomineremo  assi  del  punto  5. 

i)  Due  fasci  di  raggi  (A)^lmn...,  (B)^l'm'n'...  di  II,  n/V- 
riti  tra  loro  in  modo,  che  i  raggi  corrispondenti  sieno  rette  rt- 
ciprochCj  sono  protettivi  (cfr.  n.o  97,  n)  (^). 

Analogo  teorema  si  ha  per  due  punteggiate  di  II. 

fc)  Se  -4  è  un  punto  unito  di  II,  la  cui  polare  s'indichi  con 
a,  in  ogni  retta  m  di  A,  non  coincidente  con  a,  esiste  sempre 
[g)]  un  altro  solo  punto  unito  P,  distinto  da  ^4  ;  e  ad  ogni  punto 
B  di  a,  non  coincidente  con  A,  appartiene  sempre  un'altra  sola 
retta  unita  e,  distinta  da  a, 

205.  a)  Chiameremo  triangolo  autoreciproco  (reale  o  imma- 
ginario), in  una  polarità  piana  IT,  Tinsieme  di  un  punto  Aj  della 
sua  polare  a,  e  di  due  involuzioni  (iperboliche  o  ellittiche)  pro- 
spettive tra  loro  ed  armoniche  rispettivamente  alle  involuzioni 
{A)  ,  (a)  di  IT  5  e  indicheremo  questo  v  autoreciproco  col  sim- 

bolo   (^). 

E  se  un  punto  S  giace  sulla  sua  polare  s,  noi  chiameremo 
ancora  y  autoreclproco  (reale)  degenere  (di  i.«,  o  di  2.»  specù. 
l'insieme  del  punto  Sf  della  sUa  polare  s,  di  un  punto  C  di*. 
e  della  polare  e  di  C  (secondo  che  C  è  distinto  da  S,  o  coin- 
cide con  S)  (2). 

b)  Il  teorema  del  n.o  203,  e)  può  enunciarsi  dicendo:  una 
polarità  piana  U  è  definita  da  un  suo  triangolo  autorecijtroco 
reale  e  non  degenere,  e  da  un  puìito,  non  appartenente  ad  al- 
cuno dei  lati  del  triangolo,  insieme  alla  sua  polare,  non  appar- 
tenente ad  alcuno  dei  vertici. 


(})  Si  noti  che  il  centro  di  collineazione  dei  fasci  proiettiti 
(A)  ,  (B)  è  il  polo  della  retta  AB,  sia  situato  fuori ,  sia  apparte- 
nente ad  AB.  Analogamente  per  le  punteggiate. 

ij)  Se  IT  non  ha  elementi  uniti  reali,  (  J  non  può  essere  im- 
maginario, né  degenere. 
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e)  Dati  un  fascio  dì  raggi  (S)  ed  una  punieggiaia  (s) , 
proiettivi  tra  loro,  e  supposto  che  queste  forme  sieno  in  invo- 
luzione (63,  a),  se  S,  s  non  si  appartengono,  e  che  al  punto  S 
della  punteggiata  (s)  corrisponda  il  raggio  s  del  fascio  (S),  se 
S,s  si  appartengono,  possono  costruirsi  infinite  polarità  piane, 
a  ciascuna  delle  quali  apparterranno  le  due  forme  proiettive 
(S) ,  (»). 
In  fatti,  se  S ,  s  non  si  appartengono  (fig.  12^."),  assunti  ar- 


bìtrarìamente  nel  plano  Ss  un  punto  P  ed  una  retta  p  [non  ap- 
partenenti ad  0  0  ad  S,  ma  tali,  che  al  raggio  SP^b  di  (S) 
corrisponda  il  punto  sp^  B  di  (*)],  di  un  punto  A  della  pun- 
teggiata (s),  distinto  dal  punto  ps^B,  si  costruisca  il  raggio  n, 
che  gli  corrisponde  in  (S).  Allora,  posto  as^A',  sarà  definita 
quella  polarità  piana  n,  che  ha  in  AA'S  un  v  auto  reciproco, 
e  P  per  polo  di  p:  ed  in  IT  evidentemente  (S) ,  («)  sono  due 
forme  in  involuzione. 

Si  noti  per&  che,  se  P ,  p  si  appartengono,  scegliendo  ad  ar- 
bitrio uno  degli  elementi  P,p,  l'altro  fc  individuato:  poiché, 
se,  p.  e.,  sì  assume  P  ad  arbitrio,  l'altro  elemento  ])  è  la  retta 
PB.  Ma,  se  («)  ha  i  punti  reali  E,  F,  per  ì  quali  passano  i  cor- 
rispondenti raggi  di  (S) ,  P  non  deve  giacere  in  uno  dì  questi 
raggi  SE,  SF. 

Se  poi  S,  8  si  appartengono  (fig.  126."),  assumendo  P,p  nel 
piano  del  fascio  (S),  e  nelle  stesse  condizioni  del  caso  prece- 
dente, di  un  raggio  e  di  (S),  distinto  da  s  e  da  SP^h,  si  trovi 
il  corrispondente  punto  C  in  (s):  e,  posto  ci>^Q,  si  riferiseano 
involutorìameute  la  punteggiata  (e)  ed  il  fascio  di  raggi  (C),  in 
modo  che  ai  punti  S ,  Q  corrispondano  i  raggi  s  ,  CP^q-  È 
allora  definita  (come  è  provato  nel  primo  caso)  una  polarità 
piana,  nella  quale  (e) ,  (C)  sono  in  relazione  involutoria,  e  Pb 
SjunrtA — Geometria  proiftiiiia.  66* 
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il  polo  di  p:  ed  a  questa  polarità  appartengono  evidentemente 
le  forme  proiettive  (S) ,  (s). 

Notiamo  in  ISne,  che  la  dimostrazione  stessa  indica  chiara- 
mente il  modo  di  definire  ciascuna  delle  infinite  polarità,  delle 
quali  è  parola  nel!'  enunciato  teorema. 

d)  Una  polarità  piana  IT  è  definita  da  un  X7  autoreciproco 

immaginario  {  «  )  ?  ^  ^^  ^***  punto  P  con  la  sua  polare  p  (nou 

appartenenti  ad  &  o  ad  A), 

Di  vero  (fig.  127, o:),  il  punto  pa^  L  h  il  polo  della  rett<i 
AP^l\  e  quindi  è  reciproco  del  punto  Va^L*.  Ora,  essendo 
data  un'  involuzione  armonica  air  involuzione  (a)  di  IT,  e  due 

punti  coniugati  L ,  L'  di  que- 
fig-  -^27  a  gta,  r  involuzione  (a)  di  n  è 

definita;  ossia  è  data  la  rela- 
zione involutoria  tra  la  punteg- 
giata (a)  e  il  fascio   di  raggi 
,p  .       t  (-4),  0  perciò  si  rientra  in  quan- 

^  to  è  detto  in  e). 

e)  Una  polarità  piana  TI  è  individuata  da  un  y  autortà- 

proco  degenere  f     j  di  1^  specie,  definito  come  in  d),  e  da  nu 

punto  P  con  la  sua  polare  p  (non  appartenenti  ad  S,  C,  e  o  s). 
In  fatti,  ragionando  come  in  d)  si  rientra   nel  secondo  caso 
considerato  in  e). 

f)  In  un  sistema  polare  piano  TI 


^   <t 


un  quadrangolo  completo  ^2^ CZ) 
si  chiama  armonico,  se  le  sue 
tre  coppie  di  lati  opposti  sono 
tre  coppie  di  rette  reciproche. 


un  quadrilatero  completo  akd 
si  dice  armonico,  se  le  sue  tre 
coppie  di  vertici  opposti  sono 
tre  coppie  di  punti  reciproci. 


Ed  è  chiaro  [cfr.  n.o  98,  a)]  che 

se  due  coppie  di  vertici  opposti 
di  un  quadrilatero  compU^'* 
abcd  sono  due  coppie  di  punti 


se  due  coppie  di  lati  opposti  di 
un  quadrangolo  completo  ABCD 
sono  due  coppie  di  rette  reci- 
proche, ABCD  è  un  quadran- 
golo armonico. 


reciproci,  abcd  è  «n  quadrila- 
tero armonico. 
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di  una  polarità  piana  IT,  delle  involuzioni  (a) ,  (b)  ,  (e)  di  II 
due  sono  ijjerbolichs  ed  U7ia  ellittica^  o  tutte  e  tre  sono  ettUti' 
che  y  secondo  che  IT  ha  punti  uniti ,  o  non  ne  ha.  E  lo  steiso 
quindi  si  verifica  nelle  invohizioni  (A) ,  (B) ,  (C)  di  IT. 

In  fatti,  è  evidente  che,  quando  II  non  ha  punti  uniti,  ciascuna 
delle  involuzioni  (a) ,  {b) ,  (e)  di  II  è  ellittica.  Ma  se  H  ha  un 
punto  unito  P  (appartenente  alla  sua  polare  /?),  ragionando  come 
nel  n.o  98^  A:),  si  dimostra  che  due  delle  involuzioni  (a),  (ò),  (e) 
sono  iperboliche  ed  una  ellittica. 

k)  Da  quanto  è  detto  in  i)  risulta  chiaro  che,  tra  le  pola- 
rità piane  di  cui  è  parola  in  e),  ve  ne  sono  infinite  dotate  di 
punti  uniti  ed  infinite  prive  di  punti  uniti.  E  noi  chiameremo  di 
i.»  specie  le   prime  e  di  2.»  specie  le  altre. 

Di  vero,  supposto,  p.  e.,  che  P ,  S  non  appartengano  ordina- 
tamente Si  p  ,  s  (fi^.  125,0'),  si  può  definire  la  proiettività  tra  il 
fascio  di  raggi  {S)  e  la  punteggiata  {s),  in  modo  che  rinvolu- 
zionc  di  punti  reciproci,  situati  sulla  retta  s^AA\  sia  ellittica, 
o  iperbolica:  e,  nel  primo  caso,  si  può  dare  a  p,  facendola  ro- 
tare intorno  al  punto  Bj  una  posizione  tale,  che  le  involuzioni 
di  punti  reciproci  situate  sugli  altri  due  lati  del  v  autoreci- 
proco 8AA^  siano  amendue  ellittiche  o  iperboliche. 

206.  a)  Due  dati  sistemi  piani  correlativi  [a]  ,  [o%  che  hanno 
al  finito  i  rispettivi  punti  limiti  J  ,  I',  si  possono  sempre  90- 
vrapporre  in  modo  da  costituire  una  polarità. 

Di  vero,  sieno  A'^B'^C'^,,,  i  punti  airinfinito  di  [oj,  che  cor- 
rispondono ordinatamente  ai  raggi  abc.  del  fascio  (J)  di  [«]. 
Ponendo  PA'^  =  a' ,  l'B'^^  =  [>'  ,  PC'^  =  e',... ,  la  punteggiata 
A'^B'^C'^.,,  sarà  prospettiva  al  fascio  a'b'c'...,  e  proiettiva  (119, 
b)  al  fascio  ahc,,.;  e  quindi  si  avrà  aftc.A  a'ò'c'....  Ora,  se  p*  q 
sono  (49)  i  raggi  ortogonali  del  fascio  afte...,  i  cui  corrispon- 
denti p^ ,  q'  nel  fascio  ab'c',..  sono  pure  ortogonali,  sovrappo- 
nendo [g']  a  [a]  in  modo ,  che  p' ,  q'  coincidano  rispettiva- 
mente con  q  ,  p,  il  punto  p'q'^P  coinciderà  col  punto  qp^^'* 
e,  dopo  la  sovrapposizione,  nel  trilatero  formato  dalle  rette/». 
q  e  dalla  retta  air  infinito  r^  di  [a],  i  lati  p  ,  q  j  f^  avranno 
per  corrispondenti  in  [e']  i  vertici  opposti:  ciò  che  dimostra 
(203,  e)  il  teorema  enunciato. 
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Dalla  dimostrazione  stessa  risalta,  che  la  sovrapposizione  di 
[oT  a  [o],  in  guisa  da  costituire  una  polarità,  può  farsi  in  infi- 
niti modi,  0  in  quattro  modi,  secondo  che  i  fasci  abc...  a'b'c'.,. 
sono  uguali,  o  pur  no;  poiché  di  coppie  di  raggi,  quali  p,  q^ 
ve  ne  sono  infinite  nel  primo  caso,  e  ve  n'è  una  sola  nel  se- 
condo. 

6)  Se  è  all'infinito  uno  dei  punti  limiti  J  j  T,  e  quindi  an- 
che l'altro  (155,  d),  supponendo  che  [o']  si  sia  potuto  sovrap- 
porre a  [e],  in  modo  da  costituire  una  polarità,  le  direzioni 
/  ,  V  dei  punti  all'  infinito  J ,  /'  saranno  coincidenti  ;  poiché  J 
e  7'  debbono  essere  V  unico  polo  della  retta  all'  infinito  nella 
polarità.  Ma  se,  dopo  la  sovrapposizione,  s'indichi  con  JR^-^S'^ 
il  punto  all'infinito  di  direzione  perpendicolare  a  j,  la  sua  po- 
lare r'^«  (dovendo  passare  pel  polo  J^I'  della  retta  all'in- 
finito) sarà  parallela  a  /;  e  se  s'indichino  con  P^  P\^  P^  ^  P' 
due  punti  reciproci  qualunque  nella  polarità,  situati  sulla  retta 
r'^Sy  sarà  PP^R^  un  y  autoreciproco,  nel  quale  i  lati  P^R^^ 
p*  ^p^  y  PR^  ^p\  ^p  sono  ordinatamente  i  poli  dei  vertici 
P^P\  ,  P^^F,  In  conseguenza,  riconducendo  [o']  nella  pri- 
mitiva posizione,  agli  elementi  8  ,  P y  P^  y  R^  di  [a]  corrispon- 
deranno in  [o'I  gli  elementi  S'^  ?  J^'  >  p'i  »  ^'  ;  e  sarà  S*^  all'in- 
finito sulle  rette  p' ,  p'^ ,  perpendicolari  ad  r',  mentre  il  seg- 
mento P'P',  sarà  uguale  a  PP,. —- Inoltre,  se  P  descrive  la 
punteggiata  (s)  ,  p'  descriverà  in  [a']  un  fascio  proiettivo  di 
raggi  perpendicolari  ad  r',  che  avrà  la  retta  all'  infinito  di  o' 
per  raggio  corrispondente  al  punto  all'  infinito  di  («):  e  perciò 
P'  genererà  sopra  r'  una  punteggiata  simile  alla  punteggiata 
{s)y  e  col  rapporto  di  simiglianza  P'P^  :  PP^^  che  6  uguale  ad  1. 

Ma,  se  tutte  queste  condizioni  si  verificano,  evidentemente  si 
può  sovrappoiTC  [a^\  a  [a]  in  modo  da  formare  una  polarità. 

Dunque  : 

Se  [à]  y  [a*]  sono  due  sistemi  piani  correlati viy  che  hanno  i 
punii  limiti  alV infinito^  di  rispettive  direzioni  j  ,  i',  e  dei  punti 
alV infinito  R^  ,  S'^  di  [o]  ,  [a'],  in  direzioni  perpendicolari  or- 
dinatamente a  j  ,  i',  si  costruiscono  le  rette  corrispondenti  r',  s 
*'*  [^']  7  [^]>  ^^  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  fo'] 
possa  sovrapporsi  a  [o]  in  modo  da  costituire  una  polarità  pa- 
rabolica {e  ciò  in  infinite  guise),  è  che  la  punteggiata,  descritta 
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da  un  punto  P  sulla  retta  s,  in  generale  simile  a  qmlla  gene- 
rata sopra  T  dalla  retta  p'  di  [o'J,  che  corrisponde  al  punt^  P 
di  [e],  le  sia  uguale, 

e)  Dati  due  sistemi  piani  [a]  ,  [e']  in  correlazione  degenen» 
di  i.»  specie  (202,  h)  trasportiamoli  in  un  piano  q,  in  guisa  che 
le  loro  rette  singolari  r ,  r'  coincidano  in  una  sola  retta  p,  e 
che  la  proiettività  tra  le  punteggiate  (r)  ,  (r'),  la  quale  definisce 
(202,  h)  una  tale  correlazione,  diventi  un'involuzione  J  (71,  «, /";• 
Si  avrà  una  prirtia  polarità  piana  degenere  IT. 

Di  vero,  in  IT,  ad  un  punto  qualunque  M,  considerato  come 
appartenente  a  [e]  o  a  [o'],  corrisponderà  sempre  la  retici  p.  se 
M  noij  giace  in  p  ;  ma,  se  M  giace  in  />,  ad  esso  corrisponde- 
ranno tutte  le  rette  del  piano  p,  che  passano  pel  coniugato  .V 
di  M  in  ]  :  ossia,  nel  primo  caso  sarà  p  la  polare  di  M,  e  nel 
secondo  caso  saranno  polari  di  M  tutt'i  raggi  del  fascio  {M\ 
p).  —  Inoltre,  ad  una  retta  m  di  p,  considerata  come  apparte- 
nente a  [oj  0  a  [e'],  corrisponderà  sempre  in  II  il  punto  X. 
coniugato  di  mp^^N  in  J,  se  m  ò  distinta  da  /?  :  e  corrisponde 
ranno  in  vece  ad  m  tutt'  i  punti  di  p,  se  è  vi^p  :  ossia,  nel 
primo  caso  sarà  N  il  polo  di  m,  e  nel  secondo  caso  saranno 
polì  di  m  tutt'i  punti  di  p. — In  fine,  se  J  ha  i  punti  doppi  reali 
E  j  Fy  le  polari  di  E  —  o  F—  saranno  tutt'  i  raggi  del  fiiscio 
(E ,  g)  —  0  (F,  p)  —  ;  ma  se  è  F^E^  sarà  E  il  polo  di  ogni 
retta  m  di  p,  mentre  però,  se  m  passa  per  E,  saranno  poli  di 
Vi  tutt'  i  punti  di  p. 

La  retta  jh  ®  ì  punti  doppi  di  J  si  chiamano  elemeìUi  fond'ì- 
mentali  di  II. 

Ragionando  similmente  sui  sistemi  piani  correlativi  di  2.«  spe- 
cie (202,  A),  si  avrà  nel  piano  p  miìb.  secoìida  polarità  piana  df^- 
genere  H,  che  avrà  un  pulito  fondamentale  P,  e  una  invoU- 
zione  J,  che  rappresenta  una  coppia  di  rette  fondamentali  che 
passano  per  1\ — In  H,  di  ogni  retta  m  di  p  sarà  P  il  polo,  ?<* 
VI  non  passa  per  P:  ma,  indicando  con  J  Tinvoluzione,  che  rap- 
presenta le  rette  e  y  f,  bq  m  passa  per  P,  essa  avrà  per  p'>li 
tutt'i  punti  del  coniugato  m'  di  m  in  J. — Inoltre,  dì  ogni  pnni«» 
M  di  p,  distinto  da  P,  la  polare  è  il  raggio  coniugato  del  ra.ir- 
gio  MP  in  J. 

Si  noti  però  che,  quando  parleremo  di  polarità  piane,  esclu- 


0  come  inviluppo  ai  tutte  (e  rette  unite  in  ii. 

e)  Se  S ,  S' ,  A  sono  tre  punti  di  ra,  i  punti  reciproci  si- 
tasti  ordinatameDte  sulle  rette  SA  ,  S'A'  generano  due  punteg- 
giate proiettive  (204,  i)  col  punto  unito   A,  oasia   due  punteg- 
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giate  prospettive:  e  il  loro  centro  di  prospettiva  è  il  punto  S" 
d' intersezione  delle  tangenti  s  ,  s'  a  a  in  S ,  S',  perchè  sopra 
ciascuna  delle  a ,  «'  giace  una  coppia  dei  suddetti  punti  reci- 
proci. 

Sicché,  conducendo  per  >S"  una  retta  arbitraria  r,  essa  sega 
i  raggi  SA  ,  S'A  in  una  coppia  di  punti  reciproci  ;  e  viceversa. 

Facendo  restare  iìssi  i  punti  S ,  S'  e  variare  il  punto  A  sopra 
tutta  la  curva  C3,  i  fasci  {S) ,  (8^)  che  proiettano  da  S ,  8'  il 
punto  variabile  ^  di  C3  determineranno  sopra  r  la  involuzione 
(r)  di  IT.  Sicché  tali  fasci  saranno  proiettivi  ;  e  possiamo  enun- 
ciare che  : 

La  curva  fondamentale  o  direttrice  di  una  polarità  piana  di 
i.»  specie,  non  degenere,  è  una  conica  gj,  non  degenerCy  e  due 
elementi  corrispondenti  in  IT  costituiscono  un  polo  e  la  stia  po- 
lare rispetto  a  C3. 

d)  Se  la  polarità  IT  è  poi  degenere,  dei  tipi  considerati  in 
206,  e),  sempre  però  di  ^.«  specie,  gli  elementi  fondamentali  di 
C3  costituiranno  ancora  una  conica  o,  degenerata  però  in  una 
coppia  di  rette,  o  di  punti. 

e)  E  poiché  una  polarità  piana  H  di  i.«  specie  indi\idua 
una  conica  (anche  degenere)  e  ne  è  individuata,  diremo  con- 
venzionalmente che  una  polarità  piana  di  2.^  specie  possiede 
una  conica  fondamentale  immaginaria.  E  adopereremo  indiffe- 
rentemente le  locuzioni  :  conica  C3,  o  polarità  TI. 

La  introduzione  delle  polarità  in  luogo  delle  coniche  dà  a 
varie  proposizioni  nelle  quali  entrano  coniche  tali  forme,  da  po- 
ter aggiungere  la  frase  reali,  o  immaginarie,  senza  che  cessino 
di  essere  valide  ;  e  quindi  diversi  teoremi  e  problemi  potranno 
ricevere  una  grande  estensione. 

f)  Una  polarità  piana  II  si  dirà  a  centro  [cfr,  205,  a],  ^ 
priva  di  centro,  secondo  che  il  polo  0  della  retta  all'infinito 
è  al  finito  o  pur  no.  Inoltre  II  si  dirà  pure  iperbolica,  parabo- 
lica, ellittica,  circolare,  secondo  che  la  sua  conica  direttrice  è 
una  iperbole,  una  parabola,  un'  ellisse  o  un  circolo. 

g)  Se  la  polarità  TI  é  parabolica,  essa  ha  un  solo  punti^ 
unito  air  infinito ,  il  quale  è  il  polo  della  retta  all'  infinito.  Se 
TI  è  iperbolica,  questa  ha  due  punti  uniti  distinti  all'infinito; 
che   sono   i   poli  dei  suoi  assintoti.   Se  infine  é  ellittica,  e«sa 


1)1)11  h;i  punti  uniti  all'  inlinito,  uia  può  avorc  punti  uniti  al  fi- 
nito, e  può  esserne  priva. 

Sicché  saremo  ancora  indotti  a  chiamare  ellìtsi  immaginarie 
lu  coniche  fondamentali  delle  poliirità  piane  di  2."  specie;  e 
<]uando  diremo  semplicemente  elìisse,  intenderemo  che  sia  reale. 
h'j  Ritenendo  per  la  polarità  i»  generale  le  definizioni  di 
orde  (o  diametri)  ideali,  fiià  date  nel  n."  ÌO:J,  è  facile  vedere 
come  si  moditicheranno  nella  loro  forma  i  icoremi  dei  u.'  X03, 
a),  e)  1"  e  3",  lO^j  A),  i)  e  molti  altri  (che  lasciamo  allo  studioso), 
che  bi  sono  già  avuti  per  le  coniche. 

208.  Prima  di  andare  pifi  innanzi,  premetteremo  alcune  no- 
zioni generali,  che  saranno  utili  in  seguito,  e  dalle  quali  sin  da 
ora  dedurremo  dei  notevoli  risultati  per  le  polarità  piane. 
a)  È  chiaro  (65,  rf)  che: 

l.«  i7  prodotto  di  un'omografia  e  di  una  correlazione  è  una 
torrel<tzione,  che  pnd  essere  ancke  involutoria ', 

2."  il  prodotto  di  due  correlazioni  è  un'omografia; 

3."  il  quadrato  di  una  corrispondenza  univoca  involiUoria  è 
f  identità. 

6)  Se  C,,C^  «OMO  due  corrispondenze  unìvoche  iitvoiatorie, 
anche  n»?»  omonime,  il  prodotto  C,Cj^Cj  (1  è  una  terza  corri- 
spondenza univoca,  che  è  trasformata  nella  sua  inversa  da  o- 
guuna  delle  prime  due  ;  e  se  C.^  è  pure  involutoria,  ciascuna 
ddl-e  C,  ,  Cj  ,  C^  ò  il  prodotto  delle  altre  due. 

Inoltre,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  C,  cor- 
risponda  a  se  stessa  rispetto  a  0^,  é  che  C,  sia  inoolntoria. 

Di  vero,  essendo  C,  ,  C^  iuvolulorie,  si  ha  (G5,  g)  Cfi,~C.f; 
ma.  dalla  (l  sì  trae  Cj  =  C,Cj;  dumjue  sarà  Cfi^Ci^Cf'  ,  e 
'tuìndi  (65,  ni)  la  F,  muterà  C^    nella    sua   inversa. 

Analogamente  per  C^. 

Inoltre,  se  C»  fe  involuiorJa,  mentre  6  C3=C,Cj  =  CjC,,  sarà 
Imre  C,  =  C,Cj  =  Cfi^  ,  C^  =  C,Cj  s  CgC,. 

In  fine,  se  C,  corrisponde  a  se  atessa  in  C^,  si  ha  (65,  p) 
C,Cj  =  CjC,  ;  e  quindi  C^  k  involutoria;  e  viceversa. 

e)  La  potenza  ennesima  di  una  corrispondenza  univoca  C 
^  un'altra  corrispondenza  unioocif    die    è    trasformata    in    se 
TiA.tNiA  ~  UtomHria  proittlita.  67* 
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stessa  da  C  :  poiché  C ,   applicata  successivamente    a  C ,  non 

l'altera;  ossia  C*  non  altera  C. 

Àa  A 
Così,  p.  e'.,  dalla  correlazione  piana  (non  involutoria)  r=    .    ' ... 

A  a 
si  ha  r*  =  .        ...  ;  e  r  muta  la  coppia  qualunque   Ji,  di 

punti  corrispondenti  dell'omografla  r*  nella  coppia  aa,  di  ret^e 
corrispondenti  di  r*. 

d)  È  chiaro  che,  trasformando  un'  omografia  Q  ed  una 
correlazione  r  mediante  un'omografia  Q, ,  si  ottengono  un'omo- 
grafia Q2  della  stessa  natura  di  Q,  ed  una  correlazione  r,  della 
stessa  natura  di  r. 

Così  ancora,  se  r  è  una  polarità,  sarà  T^  una  polarità  della 
stessa  specie  di  r  ;  poiché  gli  elementi  uniti  di  r  saranno  tra- 
sformati negli  elementi  uniti  di  Tg. 

e)  Se  delle  tre  corrispondenze  univoche  C  ,  C,  ,  Cj  It  ul- 
time due  sono  commutative ,  e  se  C  trasforma  C^  ,  C^  ordina- 
tamente in  C',  ,  C'2  1  queste  due  saranno  pure  commutative. 

In  fatti ,  si  ha  (65,  0)  C',=C"^C,C  ,  C'a^C'^CgC  ;  e  quindi  si 
trae  C'^Cg^C'^C^C^C,  C\C\^Z'^Cfi^C.  Ma  è,  per  ipotesi,  C,C^ 
CgC,.  Dunque  sarà  ancora  C^C'j^C'gC',. 

Si  noti  poi,  che  il  teorema  regge,  anche  quando  C,  ,  C*  ap- 
partengono ad  una  forma  fondamentale  di  specie  inferiore  a 
quella,  alla  quale  appartiene  C.  —  Cosi ,  p.  e. ,  se  C,  ,  C,  sono 
un'  omografìa  ed  una  correlazione  in  un  piano  e,  commutative 
fra  loro ,  mentre  C  è  un'  omografia  (  0  correlazione  )  quaterna- 
ria, saranno  C'^  ,  C'^  ordinatamente  un'  omografia  ed  una  cor- 
relazione, commutative  tra  loro,  in  un  piano  (o  in  una  stella). 

209.  a)  Ogni  omografia  ternaria  ù  è,  in  infiniti  modij  il 
prodotto  di  due  polarità. 

Basterà  dimostrare  questo  teorema  per  le  omografie  piane; 
ed  a  far  ciò,  distingueremo  i  seguenti  casi. 

1.0  0  è  un'omologia,  individuata  dal  centro  Cr,  dall' asse  f^, 
e  da  due  punti  corrispondenti  M ,  M'. 

Se  G  ,  g  si  appartengono,  posto  GM^GHd'^a,  si  assumano 
in  Q  una  retta  arbitraria  m  (che  seghi  g  in  un  punto  A  di- 
stinto da  G),  un  terzo  punto  B  di  <;,  ed  una  terza  retta  b  di  G: 
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G  A  lì  M 
sono  allora  definite  (203,  e)  le  polarità  piane  TI  =  ,         , 

„,      GABM'       ,   ,    .,  ,   ,,     „„,       GABabM       ^ 

n  =  ,        :  ed  è  il  prodotto  ITIT'^  ,,   .  „     ,  ,-,=  Q. 

g   a  h  m  ^  ^  G  A  B  ab  Al' 

Se  G  ,  g  non  si  appartengono,  assunti  in  Q  due  punti  ar- 
bitrarii  J5 ,  2'''  di  g,  ed  una  retta  qualunque  m,  che  non  appar- 
tenga ad  alcuno  dei  punti  EFG,  e  posto  GE^f,  GF^e,  sono 
individuate  (203,  e)  le  polarità  IT  ,  TI',  che  hanno  EFG  per  co- 
mune V  autoreciproco^  ed  M  ^'M'  per  poli  di  m  ordinatamente 

in  n  ,n';  ed  è  il  prodotto  nn'=  ^^,^^^^ jj,=  0. 

2.0  Q  è  una  delle  omografie  considerate  nel  n.o  184,  g),  l.o, 
2.0,  3.0,  e  G  y  g  sono  gli  elementi  uniti  associati,  sempre  esi- 
stenti in  12,  e  che  non  si  appartengono. 

Indicando  con  (      )  il  7  fondamentale  di  0  [ossia  T  insieme 

del  punto  G,  della  retta  g,  e  delle  involuzioni  unite   ((/)  ,  (jg) 

delle  proiettività  caratteristiche  \G\  ,  \g\  di  Q],  sarà  (     )  un  v 

reale  e  non  degenere,  o  degenere  di  1.»  specie,  o  immagi- 
nario, secondo  che  T  una  delle  involuzioni  (G)  ,  (^),  e  quin- 
di anche  V  altra ,  è  iperbolica ,  o  parabolica  ,  o  ellittica.  E 
se    si    assumono    in    Q    due    punti   corrispondenti    qualunque 

3f  y  M*  jche,  insieme  al  y  fondamentale  (  ì,  individuano  Q  , 
ed  una  retta  arbitraria  m  non  appartenente  a  ilf  o  3/',  né  ad 
alcun  vertice  del  y  (     )    ,  saranno  definite  (205,  b)  le  polarità 

IT  ,  n',  che  hanno  (     ]  per  comune  V  autoreciproco,  ed  M,  M' 

per  poli  di  m.  —  Ora,  eseguendo  il  prodotto  ITIT',  mentre  esso 
avrà  G  ,  g  per  elementi  uniti  associati,  ed  M ,  M'  per  elementi 
corrispondenti,  la  proiettività  caratteristica  \G\  di  IIIT'  è  il  pro- 
dotto delle  involuzioni  Ho  ,  IT'**  ,  che  TI ,  II'  determinano  in  G. 
Ma  il  prodotto  IToTI'o  ha  GM ,  GM^  per  raggi  corrispondenti,  e 
per  sua  involuzione  miita  T  involuzione  armonica  a  Ila  ,  II  q  , 
la  quale  è  V  involuzione  caratteristica  {G)dì  Q.  Dunque  IIgTI  o 
coincide  con  la  proiettività  caratteristica  \G\  dì  ù  ]  a  quindi  il 
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prodotto  nn'  coinciderà  (185,  a)  con  la  omo$rra.fia  ù ,  con  la 
quale  ha  comune  la  proiettività  caratterìstica  \G\j  T  elemento 
unito  g  associato  a  6r,  e  la  coppia  MM^  di  punti  corrispondenti. 
3.0  fi  ha  i  soli  elementi  uniti  associati  G  j  g,  ciascuno  con- 
tato tre  volte  [184,  ^),  4.o]  ;  e  quindi  il  v  fondamentale   (    j 

di  Q  è  degenere  di  2.»  specie. 

In  questo  caso»  Q  è  definita  (185,  a)  dagli  elementi  uniti  (/. 

g,  da  due  suoi  punti  corrispondenti  M ,  M\  e  dalla  proiettiritÀ 

OLi'   Li 
caratteristica  \g\  ^  nr'^j  ••••  Ora,  posto  GM^l,  GM*^^,  sono 

definite  (203,  e)  le  polarità  n=  ^^-»^^^    n'=^f'^/'^!,dore  è 

m  una  retta  arbitraria  di  7>:  e  si  ha  IIFT'^  /^r'^r   w^?  ^^- 

^  GL    L^M gl^ 

b)  Date  due  corrispondenze  univoche  C,  ,  C^ ,  se  di  ess^ , 
la  Ci  è  involutoria  e  trasforma  Cj  in  C,*"',  i  prodotti  C,Cj. 
CgC,  saranno  involutorii,  e  trasformeranno  Cg  in  C^"*. 

Di  vero,  si  ha  (65,  m)  C,C2C,^C2"*,  d'onde  si  trae  Cfi^^ 
Cg'^C,  ,  C2C,^C,C2"^  :  e  poiché  C^'^C,  ,  C,Cr^  sono  gì*  inversi 
ordinatamente  di  C^C^  ,  C^C, ,  ne  segue  che  questi  ultimi  due 
prodotti  sono  involutorii.  —  Inoltre  C,  trasforma  C^  iu  C^"*. 
mentre  evidentemente  C^  trasforma  Cg""*  in  Cj""^  ;  ossia  C,C« 
trasforma  C^  in  C^""^.  Ed  analogamente  si  dimostra  che  C^C, 
trasforma  purCvC^  in  C^"*  (0« 

e)  Chiameremo  polare  reciproca  di  una  corrispondenza  u- 
niooca  C,  rispetto  ad  una  polarità  qualunque  IT,  la  trasformata 
di  C  mediante  IT. 

d)  La  polare  reciproca  di  un'omografia  piana  0,  rispetto 
ad  una  polarità  IT,  che  ha  il  v  fondamentale  di  ù  per  V  nv- 
toreciprocOj  se  ù  non  è  omologicay  (o  che  ha  il  centro  G  ài  ù 
per  polo  del  suo  asse  gj  se  ù  è  omologica)^  è  Vinversa  di  Q  (•). 


{})  Dal  teorema  h)  si  può  dedurre  come  caso  particolare  quello 
dol  n.o  66,  h), 

(*)  Se  0  r  omografia  considerata  nel  ù.o  184,  g\  4.o  ossia,  se 

il  V   fondamentale  f   '^J  di  Q  è  degenere  di  2.«    specie,  Il  àe\^ 
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Di  vero,  dietro  quanto  i;  detto  in  a),  si  pnò  sempre  coatmire 
nn' altra  polarità  n'  tale,  che  si  abbia  niT'^Q.   Questa  rela- 
zione poi  mostra  (206,  b),  che  II  trasforma  Ù  in  Q''. 

e)  Il  prodotto  di  un'omografia  piatta  Ù,  non  omologica,  e  di 

una  polarità  IT,  che  ha  il  V  fondamentale  (      j    di    Sì    per    «7 

antoreciproco,  è  vn' altra  polarità  II',  la  quale  ha   pure    (      l 

per  V  autoreciproco:  ed  il  prodotto  dì  vn'  omologia  piana  Q, 
di  centro  G  ed  asse  g,  e  di  una  polarità  IT,  che  ha  G  per  polo 
tfi  g,  è  vn'altra  polarità  U',  che  ha  pure  G  per  polo  di  g   ('). 

In  fatti,  per  quanto  è  detto  in  a),  si  pud  trovare  una  pola- 
rità IT'  (che  sarà,  rispetto  ad  Q,  nelle  stesse  condizioni  indi- 
cate per  n  dall'enunciato)  tate,  che  sia  II'IT  ^  Q  ;  e  da  questa 
relazione  si  deduce  11'^  Qn. 

/■)  Se  vn'  omografia  pinna  ù  è  trasformata  nella  sua  in- 
I-erta  da  una  polarità  IT,  qvesta  avrà  il  V  fondamentale  di  Ù 
per  V  autoreciproco,  quando  Q  non  è  omologica;  e  quando  Q 
f    un'  omologia  di  centro  G  ed  ame  g,  IT  avrà  G  per  polo  di  g. 

Pi  vero,  poiché  ù  ed  D"'  lianno  gli  stessi  elementi  uniti,  e 
n  trasforma  Sì  ìn  Q'',  ne  segue  evidentemente  che,  se  fl  è 
un'  omologia  dì  centro  G  ed  asse  g  ,  II  deve  trasformare  il  fa- 
scio (G)  di  raggi  uniti  nella  punteggiata  (g)  di  punti  uniti;  e 
quindi  G  dev'essere  il  polo  di  g  In  II. 

Quando  poi  0  non  è  omologica,  è  facile  vedere  che  esinte 
almeno  una  coppia  Gg  di  elementi  uniti  associati  in  Q,  che  sì 
corrispondono  involutoriamente  in  TI.  Inoltre  le  involuzioni  Un, 
IIj  ,  che  n  determina  in  G  ,g,  debbono  trasformare  ie  prolet- 
tività  caratteristiche  associate  \G\  ,  \g\  di  Q  nelle  loro  inverso; 
e  percib  (69,  e)  debbono  essere  armoniche  alle  involuzioni  ca- 
ratteristiche (G)  ,  {g)  di  Q  :  ossia  [209,  a),  Ifi,  3.»  e  205,  a)\  il 
V  fondamentale  di  ù  dev'  essere  autoreciproco  in  IT. 

Si  noti  pure  che,  se  una  correlazione  V   trasforma   ««'omo- 


pure  trasformare  la  proiettività  \g\  di  Q  nell'inversa  della  proìet- 
tiviti  ]G\  di  ù,  se  si  vuole  che  il  teorema  regga. 
(')  Qui  vn  ripetnta  la  nota  preci^dentp. 
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grafia  piana  Q;  non  omologica,  in  fì~^  ,  r  dev^  essere  una  po- 
larità. —  Poiché,  indicando  con  II'  una  polarità,  rispetto  alla 
quale  il  v  fondamentale  di  Q  è  autoreciproco,  IT'  muterà  port 
[d)]  tì  in  Q~^;  e  quindi  il  prodotto  PII'^  Q'  (1  sarà  un'omo- 
grafia^ che  trasformerà  fi  in  Q.  Sicché  Q'  avrà  per  y  fonda- 
mentale quello  di  Q,  0  sarà  un'omologia,  il  cui  centro  ed  asse 
saranno  elementi  uniti  associati  di  fi.  Ma,  dalla  (1  si  trae 
r^fi'r'.  Dunque  [e)\  V  è  una  polarità. 

g)  Ogni  correlazione  piana  T  (involutoria,  o  pur  no)  è 
commutativa  con  qualunque  omologia  armonica  fi,  che  ha  per 
centro  ed  asse  di  omologia  due  elementi  6  ^  g  corrispondentiéi 
involutoriamente  in  P,  e  che  non  si  appartengono.  —  E  vice- 
versa, se  V  omologia  armonica  fi  ^  (G  ,  g]  è  commutativa  coa 
una  correlazione  piana  P,  gli  elementi  G  ,  g  si  corrispondono 
involutoriamente  in  P. 

In  fatti,  per  la  proposizione  diretta,  basta  osservare  che  r 
trasforma  gli  elementi  uniti  tì'  ,  </  di  fi  ordinatamente  negli 
elementi  uniti  g  ,  O  della  stessa  fi  \  i  punti  (uniti)  di  g  nei  raggi 
(uniti)  di  (x,  e  viceversa:  e  quindi  trasformerà  il  gruppo  ca- 
ratteristico (armonico)  di  punti  di  fi  nel  suo  gruppo  caraiu- 
rlstico  (armonico)  di  rette.—  E  d'altronde,  se  r  è  una  polarità, 
la  proposizione  attuale  è  un  corollario  del  teorema  dj;  perchè 
un'  omologia  armonica  coincide  con  la  sua  invèrsa. 

Per  la  proposizione  inversa,  siccome  P  deve  trasformare  ^ 
in  fi,  cosi  deve  trasformare  il  centro  6r  e  l'  asse  ^  di  Q  ordi- 
natamente in  g  Qi  G\  poiché  l'omologia  armonica  è  inviduata 
dal  suo  centro  e  dal  suo  asse. 

201.  a)  Dal  teorema  del  n.o  208,  6),  applicato  al  caso  in  cai 
C,  ,  C3  sono  due  polarità  piane ,  risulta  che  la  condizione  «e- 
cessarla  e  sufflciente,  affinchè,  di  due  polarità  piane  IT  ,  0',  Vuna 
sia  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  al  f  altra,  è  che  il  pro- 
dotto un'  sia  un^  omologia  armonica^  il  cui  centro  Gè  polo  del 
suo  asse  g  tanto  in  U  quanto  in  FI'. 

h)  Andiamo  ad  effettuare  la  costruzione  di  una  coppia  dì 
polarità,  ciascuna  delle  quali  sia  la  polare  reciproca  di  se  stessa 
rispetto  all'  altra. 

Si  assuma  ad  arbitrio  una  polarità  piana   H,   e  si  prenda 
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iit  II  un  2>ti»fo  S,  che  non  faccia  nella  sua  polare  s:  indicando 
con  Q  l'omologid  armonica  di  centro  S  ed  asse  B,  e  posto  IIQ^TT' 
{I,  le  polarità  n  ,  II'  costituiranno  la  richiesta  coppia. 

In  fatti,  essendo  Q  ,  n  commutative  (209,  g),  ed  involutorie, 
sarà  n'  una  correlazione  involutoria:  e  dalla  (l  si  trac  IIH'^ 
Q  (*)  ;  ciò  che  dimostra  [a]]  la  costruzione  indicata. 

E  si  noti  che  in  II'  ^  S  il  polo  di  s. 

e)  Il  prodotto  di  una  polarità  piana  II,  di  centro  0,  jicr 
la  sitnmetria  ù,  rispetto  al  punto  0,  è  un  altra  polarità  piana 
IT',  commutativa  con  II,  e  che  ha  comune  con  Jì  V  involuzione 
(0)  dei  diametri  coniugati.  Inoltre,  le  involuzioni  di  punti  II,, 
n', ,  che  U,  n'  determinano  sopra  un  diametro  arbitrario  e  — 
che  non  coincida  con  un  raggio  doppio  di  (0),  se  questa  è  iper- 
bolica —  hanno  lo  stesso  punto  centrale  O,  ma  una  di  esse  i 
iperbolica  e  t' altra  è  ellittica,  ed  ì  punti  dojtpi  dell'iperbolica 
sono  punti  coniugati  nelV eìlittica.  la  fine,  delle  due  polarità 
U  ,  H',  una  almeno  è  di  1."  specie, 

E  noi  chiameremo  coniugate  le  polarità  IT  ,  II'  (e  quindi  an- 
cora le  loro  coniche  fondamentali  a  ,  o',  reali  o  immaginarie). 

Di  vero,  essendo  il  l'omologia  armonica,  che  ha  per  centro 
0  o  per  asse  la  polare  o^  di  0  in  IT,  il  prodotto  ITQ^n'  (l 
t  \b)\  un'altra  polarità:  e  poiché  dalla  (l  ai  trac  IIIT'^il, 
ne  segue  [a)]  che  II ,  II'  sono  commutative  {e  quindi  ciascuna 
è  polare  reciproca  di  se  stessa  rispf!tto  all'  altra). 

Indicando  poi  con  «  un  diametro  di  H,  e  con  s' il  suo  coniu- 
gato, il  punto  all'infinito  S^  di  «  sarà  polo  di  s'  in  II,  mentre 
è  punto  unito  in  Q:  e  perciò  dalla  (l  si  deduce  che  S^  è  anche 
il  polo  di  «'  in  H'.  Ma  0  è  centro  anche  di  II'  [b)].  Dunque 
s ,  g'  sono  pure  diametri  coniugati  in  IT'. 

Inoltre,  è  evidentemente  0  il  punto  centrale  delle  due  invo- 
luzioni IT, ,  IT',.  E  se  l'una  IT,  ha  i  punti  doppi  reali  A  ,  A^ , 
conducendo  per  ^  ,  .4,  le  rette  a  ,  a,  ](  ad  s',  ad  A  corrispon- 
derà a  in  TI,  mentre  ad  a  corrisponderà  a,  in  Q  ;  e  quindi  la 
(l  mostra,  ohe  ad  A  corrisponde  n,    in  TI',  ossia   A^^a^a   in 


('}  Quest'ultimo  risultato  è  puro  uii'immediuta  conseguenza  elei 
teorema  del  n,o  208,  h). 
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IT',  :  il  che  prova  pure  che  IT',   è    ellittica ,    perchè    ie   coppie 
/li4,  ,  0»  di  pumi  coniugati  in  II',  si  separano. 

rf)  Il  prodotto  di  una  polarità  piana  TI  per  Vomologia  ar- 
monica Q,  che  ha  jìer  asse  un  diametro  s'  di  H  —  non  coihci- 
dente  con  un  assintoto  di  IT  ,  se  questa  è  iperbolica  —  e  per 
centro  il  polo  S^  di  s',  è  un'altra  polarità  piana  W ,  la  quale 
è  commutativa  con  IT,  ha  pure  S^  per  polo  di  s',  ed  ha  corna- 
ne con  n  la  involuzione  (S,)  di  raggi  reciproci.  Inoltre  j  in 
generale,  le  involuzioni  di  punti  Ti,, ,  IT'^ ,  che  TI ,  II'  determi- 
nano  soj^ra  una  retta  arbitraria  r  di  S^,  comune  a  IT  e  H', 
hanno  lo  stesso  j^unto  centrale  rs'^M:  ma,  meìitre  V  una  è 
iperbolica  e  V  altra  è  ellittica  ^  i  punti  doppi  dell'iperbolica 
sono  punti  coniugati  nelV ellittica  \  se  però  TI^  è  parabolica,  ti 
ha  ITy  =  n'^. 

Le  polarità  IT  ^  IT'  (o  le  loro  coniche  fondamentali  o  ,  s'j  si 
diranno  supplementari  rispetto  alla  direzione  r. 

La  dimostrazione,  analoga  a  quella  fatta  in  e),  si  lascia  allo 
studioso. 

e)  Un  punto  G  si  dirà  bipolo,  se  ha  la  stessa  polare  g  ri- 
spetto a  due  polarità  piane  IT  ,  IT';  e  /^  si  chiamerà  la  bipolare 
di  G. 

f)  Date,  in  un  piano  e,  due  polarità  IT  ,  fi',  esiste  sempre 
un  punto  bipolo  G,  e  non  esiste  alcun  altro  bipolo,  non  appar- 
tenente alla  bipolare  g  di  G. 

fSe  G  ,  g  noìi  si  appartengonoy  o  sono  bipoli  tati*  i  punti  d! 
g,  0  sono  tali  dice  soli  punti  di  g  {reali  e  distinti,  coincidenti 
0  immaginarli),  E  se  G  ,  g  si  appartengono,  o  sono  bipoli  tutfi 
punti  di  gj  0  è  tale  il  solo  punto  G. 

In  fatti,  il  prodotto  Tin'^Q  è  [a)]  un'omologia,  o  una  qua- 
lunque delle  omografie  considerate  nel  n.o  180,  g).  E  poiché 
ù  ha  almeno  un  punto  unito  G,  la  polare  g  di  G  in  U  deve 
avere  G  per  polo  di  g  in  IT'  ;  e  quindi  g  è  una  rettA  unita  di  il. 

Inoltre,  sg  G  ,  g  non  si  appartengono,  essi  sono  elementi 
uniti  associati  di  ù  (183^  /")  ;  ed  allora  Q  non  può  avere  che 
duo  altri  pnnti  uniti  E ,  F,  i  quali  debbono  appartenere  a  'j 
(e  possono  essere  reali  e  distinti,  coincidenti  o  immaginarii':  : 
a  meno  che  ù  non  sia  un'  omologia,  nel  qua!  caso  saranno 
uniti  tutt'  i  punti  di  g,  -—Ma  se  G  ,  g  sì  appartengono^  o  in  1} 
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sono  uniti  tntt'i  punti  di  g^  o  può  supporsi  che  Q  abbia  il  solo 
punto  unito  G'[184,  g\  4.o]. 

Da  ciò  si  trae  evidentemente  la  verità  del  teorema  enun- 
ciato. 

f)  Quando  G,g  non  si  appartengono^  indicando  con  N  ^  N' 
i  poli  di  una  retta  qualunque  n  ordinatamente  in  IT  ,  IT',  e  po- 
sto GX- g^M  j  GN' -g^M'  y  ìig ^  Jf , ,  saranno  MM^  ,  M^M^ 
due  coppie  di  punti  coniugati  ordinatamente  nelle  involuzioni 
IIi7  ,  Ti*g  ,  che  n  ,  n'  determinano  in  g,  mentre  M ,  M^  saranno 
punti  corrispondenti  nella  proiettività  caratteristica  i^j  di  0. 
Si  avrà  perciò  IT^TI'^^jgfj  ;  e  quindi  (69,  e)  l'involuzione  unita 
{g)  di  \g\  sarà  armonica  alle  involuzioni  U^  ,  IT'^.  Sicché,  se 
Ug  ,  n  y  sono  distinte^  la  involuzione  (jg)  potrà  essere  iperbolica, 
parabolica,  o  ellittica;  e  perciò  II ,  TI'  avranno  un  v  autoreci- 
proco comune  (hiautoreciproco),  ed  uno  solo,  il  quale  può  però 
essere  reale  e  non  degenere,  o  degenere  di  i.»  specie,  o  immagi- 
nario ;  ma,  se  una  almeno  delle  involuzioni  Wg  yTi^g  è  ellittica, 
questo  V  hiautoreciproco  sarà  reale  e  non  degenere.  —  Se  poi 
Ug  ,  Wg  coincidono^  II  ,  II'  possederanno  infiniti  y  biautoreci- 
proci  reali  e  non  degeneri,  di  comune  vertice  G  e  di  comune 
lato  g. 

Se  G  ,  g  si  appartengono,  possiamo  ritenere  che  ù  ha  G  ,  g 
per  soli  elementi  uniti  [altrimenti  ricadremmo  nel  caso  consi- 
derato di  (g)  parabolica],  o  ha  uniti  tutt'  i  punti  di  g.  Nel 
primo  caso  II  ,  II'  possedono  un  solo  v  biautoreciproco,  dege- 
nere di  2.«  specie;  nel  secondo  caso  possedono  ancora  infiniti 
V  biautoreciproci,  degeneri  di  1,^  specie, 

211.  a)  Date,  in  uno  stesso  piano,  due  polarità  J^i  >  l^s  >  ^^ 
condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  una  terza  j^olarità  IT 
sia  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  a  II,  e  11^ ,  è  che  il 
prodotto  irillg  sia  pure  il  prodotto  di  due  omologie  armoniche 
Q.Ì  fù^,  delle  quali  Vuua  0,  abbia  nel  suo  centro  il  polo  del 
suo  asse  rispetto  a  FT,  ,  e  V altra  ù^  abbia  nel  suo  centro  il 
polo  del  suo  asse  rispetto  a  11^. 

In  fatti,  se  IT  è  polare  reciproca  di  se  stessa,  rispetto  a  IT, 
e  ITj,  i  prodotti  n^IT^ITIT,  ,  U^IT^TITIij  dovranno  essere  (210, 

Sxv'uiK—Oeometria  proiettiva.  68* 
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a  ,  li)  due  omologie  armoniche  0,  ,  Q^ ,  ciascuna  delle  quali  ab- 
bia nel  suo  centro  il  polo  del  suo  asse  ordinatamente  rispetto 
a  IT,  ,  TTg.  E  moltiplicando  n,n  per  TTU^  si  avrà  ITjnj=Q,Qj  (l. 

Viceversa,  verificandosi  tali  condizioni,  posto  Q,n,  =  II  (2, 
sarà  (210,  h)  n  una  polarità,  reciproca  di  se  stessa  rispetto  a  IT,. 
Ma,  moltiplicando,  a  sinistra,  la  (1  per  0,,  e  tenendo  conto  della 
(2,  si  ha  successivamente  O^tì^Qj^Q^j^Q^n^TT^^TTIT,.  Dunque 
IT  è  anche  (210,  a)  reciproca  di  se  stessa  rispetto  a  TIj. 

h)  Date,  in  un  piano,  due  polarità  IT,  ,  ITg ,  si  trasformi 
TT,  in  IT3 ,  mediante  TT^  ;  indi  si  trasformi  Tlg  in  TT^,  mediante 
TTg  ;  e  così  via:  la  condizione  necessaria  e  sufficiente^  perchè  sia 
n^^2  ^  IT| ,  è  che  il  prodotto  TTglTi  sia  un\miografia  ciclica  Ù 
di  ordine  n  -f  1. 

Di  vero,  si  ha  TTg^n^TTiTTg    (65,  /")  ;  1X4=  TTsTT^TI,  =  ITjn,Tl- 

^(TT2TT,)'IT2;  e    così    via,    sino    ad    avere    ir^^^  ^  (TTglT,)*!!*  = 

(n^n,)«n,n,>,  ossia  n„,2  =  (nsn,r-m,  (i. 

Ora  la  (1  mostra  che,  se  si  vuole  che  sìa  IT^^^  ^  IT,,  dev'es- 
sere i=(njjn,)''^^:  e  che,  se  è  (UgH,)"^^  = /,  si  ha  n.^j  =  n,. 

Il  gruppo  di  polarità  TT,  ,  Ilg  ,  .  .  .  ,  IT^  ,  TT„^, ,  legate  come 
neir  enunciato,  si  dirà  gruppo  ciclico  di  polarità,    dell*  ordine 

n  +  1. 

e)  Se  TT,  ,  TTg  ,  .  .  .  ,  11^  ,  IT„^,  formano  un  gruppo  ciclico  di 
polarità j  delV  ordine  n  +  1,  esse  formeranno  un  gruppo  ciclim 
dello  stesso  ordine  nfl  Ì7i  tanti  modi  diversi,  per  quanti  son<' 
i  numeri  primi  con  n  ■{- 1  ed  inferiori  ad  n  -f  1. 

In  fatti,  indicando  con  m— 1  uno  di  questi  numeri  primi  con 
71 -hi  ed  inferiori  ad  ni-1,  si  ha  [sostituendo,  nella  (1  trovata  in 

hi  m  ad  nh2j,  n^=(ii3n,)'"-^n,  ;  d'onde  n„n,=(n2ii,r-^  (a. 

Ma,  dietro  V  ipotesi  fatta  nelF  enunciato,  è  [b)]  II^II,  un*  omo- 
grafia ciclica  di  ordine  ni-l  ;  e  perciò  (187,  k)  tale  sarà  pure 
(ngn,)**"'^  Dunque,  la  (a  mostra  che  anche  fl^H^  è  un'omogra- 
fia ciclica  di  ordine  w  -f- 1  ;  e  quindi  [6)],  operando  sopra  II,  <> 
n,„,  come  si  è  fatto  in  b)  sopra  FI,  0  IT^,  si  otterrà  un  gruppo 
ciclico  di  polarità  dell'  ordine  n  +  1. 

Andiamo  a  provare,  che  le  polarità,  le  quali  compongono 
il  nuovo  gruppo  ciclico,  non  sono  che  quelle  del  gruppo  ci- 
clico primitivo. 


'    St''-   '  -' 
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Supponendo  II^^Il,,,!!,!!,^  ,  d'onde  njl,„^!l,^  II, ,  ed  essendo 
FI,II,=n3n2=  .  .  .  =II,,.,n„, ,  la  (a  diventa  ll„,ll',=(ll^^,II,)-i: 
e.  quindi  si  ha  It^II^,  ^  (ll,,,^,ilj„)"*~^  Ma,  ragionando  sopra 
11^  e  n„4.| ,  come  si  è  fatto  in  h)  sopra  II,  e  Ilg ,  si  ottiene 
n,„.,  =  (n„+,IIJ»-»n„.;  d-onde  n,„..n.  =  (ll„+,nj»-i.  Dan- 
que  sarà  Il^pll^^^llg^^.iH,^ ,  ossia  \\y,^\\^^_^\  ciò  che  dimostra 
1'  assunto. 

d)  Due  cicli  qualunque  di  un*  omografia  piana  Q,  ciclica 
di  ordine  n,  costituiscono  due  poligoni  ordinar ii  corrispondenti, 
rispetto  ad  n  polarità  piane, 

Sieno  (AiA^A^,..A,,)  ,  (a^a2a^,„a^^)  due  cicli  di  punti  e  di  rette 
in  Q  -,  e  decomponiamo  Q  (209,  a)  nel  prodotto  lljll,  di  due  po- 
larità tali,  che  in  II,  ,  11^  sì  abbiano  ordinatamente  le  corrispon- 

A      A 
denze     *  ,     ^:  saranno  II,  ,  Hg,  e  tutte   le    altre    polarità    del 

gruppo  ciclico  di  ordine  n ,  che  si  ottengono  da  IT,  ,  II,  [b)], 
le  polarità,  rispetto  a  ciascuna  delle  quali  i  poligoni  ordinarli 
A^A^  .  .  .  -4„  ,  a, «2  .  . .  a^,  si  corrispondono. 

Di  vero,  TT, ,  p.  e.,  muta  Q  nella  sua  inversa  (209 ,  d)  ;  e 
quindi  muta  il  ciclo  (A^A^^.A^^^^A^^)  nel  ciclo  («^«^^^-1  •"•■  ^3^2^^ 
mentre  lo  stesso  ciclo  {^A^A^...A^^_^A^^)  è  mutato  da  11^  nel  ciclo 

(^2^1^«  •  •  •  ^4^3)' 

e)  Si  noti  pure  quanto  segue. 

1.0  II  teorema  ora  dimostrato,  applicato  al  caso  di  n  -  3, 
prova  che,  due  cicli  qualunque  di  una  omografia  piana  Q,  ci- 
clica di  3.0  ordine,  si  corrispondono  in  tre  diversi  sistemi  po- 
lari; ossia  costituiscono  due  y  omologici  in  tre   modi  diversi» 

2.0  Viceversa,  se,  in  uno  stesso  piano,  due  v  A1A2A3,  B^B^BgZ^ 
bjbgbg  «0710  omologici  in  due  modi  diversi,  essi  lo  sono  ancora 
in  un  terzo  modo,  e  costituiscono  due  cicli  di  una  stessa  omo- 
grafia ciclica  di  5.0  ordine. 

Supponiamo  in  fatti,  che  le  coppie  di  vertici  corrispondenti 
sicno  -4,/?,,  ^2^3^  -^g/jfg  nell'una  omologia,  ed  A^B^,  A^B^,  A^B^ 

nell'altra:  saranno  allora  definite  le  due  polarità  Ilg—     /  *///  1 

g  ^i  O2  o^ 

fìA   A   A 

\\.^    \,^Y  u'  Sicché,  facendo  il  prodotto  Wjiì^,  si  avrà    un' o- 
g  0|  0^  O3 
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mogratìa  Q,  che  sarà  ciclica  di  3.o  ordine,  ed  avrà  (-cl,'4^.4j; . 
i^t^M  por  due  dei  suoi  cicli. 

S,^  Se  due  ennagoni  ordinaril,  situati  in  uno  stesso  piano, 
sono  V  uno  polare  reciproco  dell'  altro  rispetto  a  due  polarità 
piane  IT|  ,  II^  (ma  in  modo  che  due  vertici  successivi  ddt  una 
sieno  i  poli  di  uno  stesso  lato  dell'  altro,  rispetto  alle  due  pfh 
larità)y  i  due  ennagoni  si  corrispondono  pure  rispett-o  ad  altre 
n  —  2  polarità, 

4.0  Se  n,  ,  llg ,  .  .  .  ,  Ilg^  sono  2n  polarità  di  tino  stesso  pia- 
no, che  costituiscono  un  gruppo  ciclico  di  ordine  2n,  di  due 
jwlarità  opposte  del  gruppo,  V  una  è  reciproca  di  se  stessa  ri- 
spetto  alt  altra, 

Sieno  li,- ,  ^,^^^  queste  polarità  opposte.  Si  ha  ll,.j.,^ll,n-.,!l,, 

ii,,,=n,^,ii,n,+,, . . .  ;  d'onde  II,. ji~(ii,n,.,r.  Ma  (U,ii,.,;r= 

(ligi!,)*  è  una  omologia  armonica  (187,  h).  Dunque  (^210,  ay  II, 
e  II/^„  sono  r  una  la  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  al- 
l' altra. 

5.0  Più  generalmente,  se  \\^  ,\\^  ^  .  ,  ,  ,  11^^  sono  pn  polnrith 
in  un  piano y  che  costituiscono  un  gruppo  ciclico  di  ordine  ]«n. 
le  polarità  di  tal  gruppo,  prese  di  n  in  n,  formano  un  gmppf^ 
ciclico  di  ordine  p. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  si  conduce  analogamente 
a  quella  del  teorema  precedente, 

POLAmTÀ    NELLA    STELLA. 

312.  Analogamente  a  ciò  che  si  disse  nel  n.o  203,  si  osservi 
quanto  appresso. 

a)  Date  due  stelle  [S] ,  [Sy,  correlative  e  sovrapposte,  un 
piano  a  dell'una  [^,  e  il  raggio  corrispondente  a' neiraltra  (.9''. 
non  si  aj)partengono  in  generale'^  ma,  se  a  ed  a'  si  appartengo- 
no, al  piano  a  di  [S']  ed  al  raggio  a'  di  [S]  apparterranno  paro 
ordinatamente  gli  elementi  a  ed  a',  che  ad  essi  corrispondono 
in  [S]  ed  [Sy, 

h)  Ad  un  piano  a  (o  raggio  b),  considerato  successivamen- 
te come  elemento  delle  stelle  [^S'j  ed  iS\,  corrisponderanno  //* 
generale  due  raggi  (o  piani)  differenti  di  [SY,  ed  [4S^|.  Ma  so  nii 
un  particolare  piano  a   (o  raggio  h)    corrisponderà  uno  sto^bv 


—  541  — 

rafj^gio  a  (o  piano  p)  in  [8]'  ed  [S],  si  dirà  che  gli  elementi  a, 
a  (o  6  ,  P)  si  corrispondono  ia  doppio  modo  o  involutoriameìite, 
e)  E  se  tutti  gli  elementi  corrispondenti  di  [S]  ,  [S]'  sì 
corrispondono  in volutori amente ,  diremo  che  [S]  ,  [S]'  costitui- 
scono un  sistema  polare ,  o  iena  polarità  IT  nella  stella  :  pola- 
rità, che  può  considerarsi  come  la  forma  duale  ^  o  la  proie- 
zione da  un  centro  Sj  di  una  polarità  piana;  e  viceversa. 

E  di  due  elementi  a  ,  a,  che,  corrispondono  in  IT  ,  il  primo 
a  chiamasi  piano  polare  del  secondo  a,  e  questo  si  denomina 
raggio  polare  del  primo  a.  Inoltre,  se  a  ,  a  si  appartengono,  gli 
elementi  a  ,  a  si  diranno  uniti, 

d)  Due  stelle  correlative  e  sovrapposte  [S]  ,  [S]' ,  formano 
una  polarità  TT  [cfr.  203,  e^  f],  se  esiste  nelV  una  [S]  un  trie- 
dro, le  cui  facce  abbiano  gli  spigoli  opposti  per  raggi  corri- 
spondenti neW  altra  [S]'. 

e)  Nella  polarità  TT  della  stella, 


due  raggi  a  ,  6  si  chiamano  re- 
ciproci (coniugati),  se  il  piano 
polare  a  deir  uno  a  passa  per 
l'  altro  b;  e  se  quindi  anche 
[cfr.  204,  d\  il  piano  polare  ?  di 
h  passa  per  a. 

Sicché  [cfr.  204,  e]  il  raggio 
qualunque  a  rft  TI  è  reciproco 
a  tutt*  i  raggi  di  IT  situati  nel 
piano  polare  a  di  a:  ed  in  gene- 
rale un  solo  di  questi  ultimi 
raggi  è  ±_  ad  Sk  y  o  appartiene 
ad  un  dato  piano   di  TT. 


due  piani  a  ,  ^  si  chiamano  re- 
ciproci (coniugati)^  se  il  raggio 
polare  a  dell'  uno  a  giace  nel- 
altro  g;  e  se  quindi  [cfr,  204, 
d]  anche  il  raggio  polare  b  di 
g  giace  in  a. 

Sicchò  [cfr.  204,  e]  il  piano 
qualunque  CL  di  m  è  reciproco 
a  tutti  i piani  di  IT  che  j^assano 
pel  raggio  polare  a  di  a:  ed  in 
generale  un  solo  di  questi  ulti- 
mi piani  è  ±ad  a,o  appartiene 
ad  una  data  retta  di  IT. 


f)  Nella  polarità  della    stella, 


le  coppie  W ,  iJL|i.'  ,  vv' ,  .  .  di 
piani  reciproci ,  appartenenti 
ad  un  fascio  (a)  di  IT,  formano 
'cfr.  204  ,  f]  un^  involuzione  , 
che  diremo  involuzione  (a)  di 
ì\,  e  che  può  essere  iperbolica, 
parabolica  o  ellittica. 


le  coppie  11',  mm',  nn' ,  ...  di 
raggi  reciproci ,  appartenenti 
ad  un  fascio  (a)  di  IT,  forma- 
no [cfr.  204,  f]  un^ involuzione^ 
che  diremo  involuzione  (t,)  di 
IT,  e  che  può  essere  iperbolica^ 
parabolica  o  ellittica. 
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Ma^  se  a,  a  si  appartengono,  le  involuzioni  (a) ,  (a)  di  n  sa- 
ranno paraboliche. 

g)  Due  fasci  di  raggi  (a)^lmn. . . ,  (^)^rm'n' ...  di  n,  ri- 
feriti in  modo  che  i  raggi  corrispondenti  sieno  rette  reciproche 
[cfì\  204,  i]y  sono  proiettivi  (ma  questa  proiettività  sarà  dege- 
re,  se  a  ,  ^  sono  piani  reciproci  in  II);  od  un  analogo  teorema 
regge  per  due  fasci  di  piani  di  II  (*). 

h)  Una  polarità  H  della  stella  possiede  [cfr.  204 ,  a]  in- 
finiti triedri,  o  trispigoli,  autoreciproci  (cioè  tali  che  le  tre 
facce  di  ciascuno  hanno  per  raggi  polari  gli  spigoli  opposti;. 
E  poiché  in  un  triedro  autoreciproco  a^Y^aòc ,  due  spigoli, 
0  facce,  sono  sempre  elementi  reciproci  di  n,  poti*emo  dire  ch« 
a^\^abc  è  V  insieme  del  piano  a ,  del  suo  raggio  polare  a , 
e  delle  due  involuzioni  iperboliche  |ft  ,  c|  ,  |3  ,  yI?  prospettive  tra 
loro ,    ed   armoniche    ordinatamente    alle    involuzioni   (a)  ,  (aj 

di  n. 

Generalizzando  poi,  chiameremo  triedro,  o  trispigolo,  autore- 

ciproco— reaZe  o  immaginario— (    ),  V  insieme  del  piano  a,  dei 

suo  raggio  polare  a,  e  di  due  involuzioni — iperboliche  o  ellit- 
tiche—, prospettive  tra  loro,  ed  armoniche  alle  involuzioni  (a  » 
(a)  di  n. 

E  se  a ,  a  si  appartengono ,  noi  chiameremo  triedro  autore- 
ciproco degenere  (di  i.«  o  di  2«  specie)  V  insieme  del  piano  a, 
del  suo  raggio  polare  a,  di  un  pia:io  ydi  a,  e  del  raggio  polar' 
e  di  Y  (secondo  che  y  e  distinto  da  a,  o  coincide  con  a). 

i)  Una  polarità  U  della  st-ella  è  definita  da  un  triedro 
autoreciproco  {reale^  immaginario ,  o  degenere  di  /.«  specie) , 
e  da  un  plano  col  suo  raggio  polare  [cfr.  205,  ò,  d,  e],  ctmre- 
nientemente  assegnati'^  o  da  un  A  pentaedro,  le  cui  facce  sieM 
piani  polari  degli  spigoli  opposti  [cfr.  205,  h], 

k)  Se  di  due  polarità  11,11'  di  una  stella  [S]  Vana  almeno 
non  ha  elementi  uniti,  le  polarità  11,11'  possed-eranno  un  triedro 
biautoreciproco  comune,  o  infiniti  tali  tiedri  [cfr.  209,  g]» 

l)    Chiamando    reciproci    (coniugati   tra    loro)  due   triedri 


{})  Si  osservi  che  il   piano  degli  assi  dei  duo  fasci  e  Tasse  di 
collineazione  sono  piano  e  raggio  polare  rispetto  a  II. 
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aly^ihc  ,  a'^S'if  =a'è'<;'  di  una  polarità  IT  nella  stella ,  quando 
g^li  spigoli  abc  deir  uno  hanno  per  piani  polari  ordinatamente 
le  facce  a'^'y'  dell'  altro  [cfr.  205,  g\f  si  ha  che: 

Due  triedri  reciproci ,  sono  omologici  ;  e  V  asse  di  omologia 
ha  per  piano  polare  il  piano  di  omologia, 

ni)  Viceversa,  dati  due  triedri  omologici  a^y,  a'^'7'  di  una 
stella  (di  cui  due  elementi  corrispondenti  non  sieno  mai  coin- 
cidenti), è  individuata  una  polarità  IT,  ìiella  quale  i  due  triedri 
sono  reciproci. 

Ti)  Nella  polarità  IT  di  una  stella, 
un  A  tetraedro  completo  si  de-  '  un   a   quadrìspigolo    completo 


nomina  ai*monìco ,  se  le  tre 
coppie  di  spigoli  opposti  sono 
tre  coppie  di  rette  reciproche 
[cfr.  205,  g]. 


si  chiama  armonico  ,  se  le  tre 
coppie  di  facce  opposte  sono 
tre  coppie  di  piani  reciproci 
[cfr.  205,  g.] 


o)  Un  A  quadrlspigolo  (0  tetraedro)  è  armonico  [cfr,  205 
f\  in  una  polarità  IT,  se  due  facce  (o  spigoli)  sono  elementi  re- 
ciproci alle  facce  opposte  (0  agli  spigoli  opposti), 

213.  a)  Se  ai  raggi  abc...  di  una  stella  [S]  si  fanno  corrispon- 
dere in  [S]  i  piani  aj")f  •>  ordinatamente  perpendicolari  ad 
abc...,  si  ha  una  polarità  IT,  nella  quale  i  triedri  autoreciproci 
sono  trirettangoll^  (polarità  che  noi  chiameremo  ortogonale). 

Di  vero,  se  i  raggi  aòc.  .-giacciono  in  un  piano  1:,  i  piani 
a^v....  generano  un  fascio,  di  asse  s  perpendicolare  a  r;  e  se- 
gano t:  secondo  un  fascio  di  raggi  ,  che  costituisce  con  abc, 
V  involuzione  circolare.  Sicché,  le  due  stelle  generate  dai  raggi 
di  [S\  e  dai  piani  perpendicolnri  in  s  sono  correlative. 

Inoltre  se  a  y  b  j  e  sono  perpendicolari  a  due  a  due ,  si  ha 
a=^bc ,  ^f^Eca  ,  -^^ad  ;  e  quindi  abc  è  un  triedro  autoreciproco 
trirettangolo. 

b)  JS ella  polarità  ortogonale  IT  della  stella  [Sj ,  gli  A  di 
dice  piani  qualunque  a ,  ^  sono  eguali  a  quelli  dei  rispettivi 
raggi  polari  a  ,  b;  ed  un  piano  0',  non  appartenente  a  TT,  sega 
IT  in  una  polarità  piana  circolare  TI',  che  ha  per  centro  la  pro- 
iezione ortogonale  0'  di  S  sopra  0', 
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La  prima  parte  del  teorema  è  evidente.  Per  la  seconda  partf- 
poi,  se  abc  è  un  triedro  autoreciproco  di  IT  (e  quindi  trirc- 
tangolo),  posto  az'=^A^  ,  bG'=B' ,  cg'=C\  i  piani  A'SO\B'S0\ 
C*SO'  sono  ordinatamente  perpendicolari  ai  lati  B'C ,  C'A'  jA'B' 
del  V  A'B^a-,  ossia  0'  è  il  punto  delle  altezze  del  V  A'BV. 
Ma  il  V  A'B^C^y  secondo  cui  o'  sega  abc  è  autoreciproco  in 
ir  (il  che  si  verifica  pure  se  abc,  è  un  triedro  autoreciproco  di 
di  una  polarità  qualunque  n,  trirettangolo  o  pur  no);  ed  0'  ba 
per  polare  in  II '  la  retta  air  infinito  di  TI'.  Dunque  0'  è  il  cen- 
tro dì  TI';  e  le  rette  O'A' ,  O'B' ,  O'C"  sono  tre  assi  di  II,  per- 
chè i  loro  poli  giacciono  air  infinito  ordinatamente  sulle  retic 
J5'C' ,  C'A'  ,  A'B\ 

e)  In  due  stelle  omografiche  [S] ,  [S'],  esistono  sempre  due 
tr [spigoli  trirettangoli  corrispondenti,  o  esistoìio  infinite  coppie 
di  tali  trispigoli. 

Di  vero,  condotti  in  [S\  il  raggio  s  ed  il  piano  o  J_  tra  lor«». 
a  questi  corrispondano  ordinatamente  in  [S\  il  raggio  s  od  il 
piano  q'\  e  sia  s"  il  raggio  di  [aS^'J  perpendicolare  a  e'.  Al  va- 
riare di  Sj  i  raggi  «' ,  «"  descriveranno  due  stelle  omografiche 
sovrapposte,  le  quali  avranno  almeno  un  raggio  unito  a';  e 
(luindi,  indicando  con  a  il  raggio  di  [S]  corrispondente  al  ra^'- 
gio  a'  di  [<8"J,  e  con  a  il  piano  di  [^S^]  J_  ad  a,  ad  a  corrispon- 
derà evidentemente  in  [8'\  il  piano  a'  j_  ad  a\  Ora,  i  fasci  di 
raggi,  che  le  stelle  \S\  ,  [S'\  determinano  in  cf.  jOl'^  sono  proiet- 
tivi tra  loro;  e  perciò  esistono  sempre  (49)  nel  fascio  (a)  dm' 
raggi  b  ,  e  ±_  tra  loro;  i  cui  corrispondenti  p* ,  q*  nel  fascio  \i\ 
sono  pure  _L  tra  loro  ;  ossia  i  due  trispigoli  corrispondenti 
abc  ,  a'b^c^  sono  trirettangoli. 

Se  i  fasci  (a) ,  ;a')  sono  uguali  tra  loro ,  a  due  raggi  qua- 
lunque ortogonali  p  y  q  à\  (a)  corrisponderanno  sempre  due 
raggi  ortogonali  p* ,  5'  di  (a');  e  perciò  vi  saranno  infinite  co[^ 
pie  di  triedri  trirettangoli  corrispondenti  nelle  stelle  [S\ ,  [«S  / 

E  ciò  evidentemente  avviene,  se  le  stelle  omografiche  jre- 
nerate  da  «',  *"  sono  omologiche,  con  Tasse  a'  e  col  piano  1' 
di  omologia  (*), 


(*)  Dando  due  stelle  omografiche  [S]  ,  [5"]  cosi  definite,  che  a«l 
un  fascio  a^lmn.  .  .  di  raggi  di  [S\  corrisponda  un  fascio  ugaair 
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Si  hanno  pure  infiniti  triedri  trirettangoli  corrispondenti ,  se 
le  stelle  generate  da  h'  ,  s"  sono  identiche  (*). 

d)  Date  due  stelle  correlative  [S]  ,  [S'J,  esìste  sempre  nel- 
Vnnn  [S]  un  trispigolo  trirettangolo  abc,  il  cui  corrispondente 
triedro  a'J;'^  =a'b'c'  nelV  altra  [S^  sarà  pur  esso  trirettangolo. 

In  fatti,  costruendo  col  centro  S'  una  terza  stella  [S"],  che 
costituisca  con  [S']  una  polarità  ortogonale,  sarà  [8'^]  omogra- 
fica ad  [S]'^  e  perciò  [e)]  esistono  in  [8]  ,  [aS"']  due  trispìgoli  cor- 
rispondenti trirettangoli  abc  ,  a'6'c'  (o  infinite  tali  coppie  di 
trispigoli).  Ma  b'c'^a  ,  c'a'='^'  ,  a'ò^y'  sono  i  piani  polari  di 
a\h'  y  e'  nella  suddetta  polarità.  Dunque  a'^'7'  è  il  triedro  tri- 
rettangolo  di  [8%  che  corrisponde  al  trispigolo  trirettangolo 
abc  di  [S\. 

Dalla  dimostrazione  stessa  poi  risulta,  dietro  quanto  ^  detto 
in  e),  che  se  in  una,  [S] ,  delle  due  stelle  correlative  [S]  ,  [S')  : 
esistono  due  trispigoli  trirettangoli,  i  cui  corrispondenti  triedri 
adC  altra  [S'J  sono  pure  trirettangoli,  ne  esistono  infiniti ,  che 
hanno  però  comuni  uno  spigolo  e  la  faccia  opposta;  o  a  tutV  i 
trispigoli  trirettangoli  di  [S]  corrispondono  triedri  trirettangoli 
in  [S']. 

e)  Dal  teorema  d)  segue,  che 

Date  due  stelle  correlative  [S]  ,  [S'|,  i  cui  centri  non  giacciano 
air  infinito,  si  può  sempre  sovrapporle  in  modo  da  costituire 
una  polarità  (*). 

Di  vero,  costruito  il  trispigolo  trirettangolo  abc  di  [8],  il  cui 
corrispondente  triedro  a'f'y'  in  [8']  sia  pure  trirettangolo ,  ba- 
sterà sovrapporre  [8*]  ad  [S]  in  modo,  che  le  facce  oi:',y,Y  del 
triedro  a.'^'^'  coincidano  con  le  facce  bc  ,  ca  ,  ab  del  trispigolo 


•li  raggi  (a')^l'm'n' ...  di  [8]  ed  al  raggio  a  di  [8]  J_  ad  a  cor- 
risponda il  raggio  a'  di  [8']  J_  ad  a  si    ha    proprio    questo  caso. 

(*)  In  questo  caso  [^S']  ,  \8'\  si  possono  far  coincidere. 

( -;  Se  le  due  stelle  correlative  [8]  ,  [^S'']  hanno  i  loro  centri  al- 
l' infinito,  il  problema  della  loro  sovrapposizione,  in  modo  da  co- 
stituire una  polarità,  è  evidentemente  ricondotto  a  quello  trattato 
nel  M.o  206,  mediante  due  convenienti  sezioni  piane. 

E  quasi  inutile  poi  di  avvertire,  che  in  a)  ,  b)  ,  e)  ,  d)  si    sup- 
pone che  i  centri  delle  stelle  ivi  considerate  sieno  sempre  al  finito. 
SwiaiA^  Geometria  proiettiva.  69* 
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abc.  —  Dunque  una  tale  polarità  potrà  essere  ottenuta  iu  otto 
modi,  o  in  infiniti  modi,  secondo  che  in  [S]  esiste  un  solo  tri- 
spigolo  trirettangólo  il  cui  corrispondente  triedro  in  [S']  è  pure 
trirettangolo,  o  ne  esistono  infiniti. 

f)  In  una  data  polarità  11,  non  ortogonale^  appartenente  ad 
una  stella  [S]  di  centro  al  finito,  esiste  sempre  un  triedro  au- 
toreciproco trirettangólo  a^-^^sìbc,  o  ne  esistono  infiniti,  i  qudi 
hanno  comuni  una  faccia  a  e  lo  spigolo  opposto  a. 

In  questo  secondo  caso  diremo  che  II  é  una  polarità  di  ro- 
tazione intorno  alV  asse  a  {}), 

In  fatti,  assunti  in  11  un  piano  qualunque  o  ed  il  suo  raggio 
polare  s,  e  condotto  il  raggio  s'  di  {S\  perpendicolare  a  e,  al 
variare  di  e,  i  raggi  s  ,  s'  genereranno  due  stelle  omografiche 
sovrapposte,  che  avranno  quindi  almeno  un  raggio  unito  a:  e 
perciò  il  piano  a  di  [8\ ,  perpendicolare  ad  a ,  sarà  il  piano 
polare  dì  a  in  IT.  Ma  ai  raggi  del  fascio  (;S' ,  a)  corrispondono 
involutoriamente  in  II  i  piani  del  fascio  (a),  i  quali  determi- 
nano nel  piano  a  un  fascio  di  raggi  in  involuzione  col  fascio 
(S ,  a);  ed  in  questa  involuzione  di  raggi  esiste  sempre  una 
coppia  he  di  raggi  coniugati  ortogonali.  Dunque  ahc^xif\  è 
un  triedro  autoreciproco  trirettangólo  di  II. 

È  evidente  poi,  che  le  due  stelle  omografiche,  ora  conside- 
rate, non  sono  identiche;  perchè  II  non  è  una  polarità  ortogo- 
nale. Quindi,  se  queste  stelle  non  sono  omologiche,  esse  hwino 
in  a  ,h  ,  e  \  soli  tre  raggi  uniti,  che  potevano  possedere  [166, 
b)  e  167,  a)  a  destra];  ed  aòc^a^y  ^  ^^  solo  triedro  autoreci- 
proco trirettangólo  esistente  in  II. 

Ma,  se  le  suddette  stelle  omografiche  sono  omologiche,  di 


{})  È  chiaro,  che  in  un  piano  e'  J_  ad  a  la  polarità  dì  rotazione 
II  produce  una  polarità  circolare  II'  di  centro  c'a^/1;  e  che  una 
rotazione  in  tomo  ad  a  non  altera  II. —  Osservando  che  la  involo- 
zione  circolare  di  piani  (a)  in  II  è  segata  da  o'  secondo  una  in- 
voluzione circolare  di  raggi,  si  ha  la  1.*  parte  dell'  enunciato.— 
Inoltre,  roti  II  intorno  ad  a,  e  porti  una  retta  m  ed  il  suo  polo  -W 
rispetto  a  TI'  in  m^  ed  3f,  :  si  ha  AM  _\_m,AM^  ^m^'-  d'onde 
Amm^^AN±^MM^.  Dunque  ^  è  il  polo  di  MM^-,  e  quindi  wj,  è 
la  polare  di  M(:  ciò  che  dimostra  la  2,*  parte. 
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asse  a  e  di  piano  a  di  omologia ,  V  involuzione  di  raggi ,  ora 
considerata,  ò  la  circolare,  e  II  possederà  evidentemente  infiniti 
triedri  auto  reciproci  trirottangoli ,  che  avranno  comuni  lo  spi- 
golo a  e  la  faccia  opposta  a. 

Abbiamo  poi  già  considerato  in  a)  il  caso  della  polarità  or- 
togonale,  ,  nella  quale  tutt'  i  triedri  autoreciproci  sono  trirot- 
tangoli. 

g)  Nella  polarità  IT ,  non  ortogonale ,  della  stella  [S] ,  un 
raggio  qualunque  non  è  dunque  perpendicolare  al  suo  piano 
polare;  ma^  se  IT  non  é  di  rotazione,  di  tale  proprietà  godono 
solamente  gli  spigoli  deir  unico  triedro  autoreciproco  triret- 
tangolo  abc^oL^-x,  che  allora  esiste  in  II.  E  noi  chiameremo 
assi  di  n  questi  tre  spigoli  abc ,  e  piani  principali  di  A,  or- 
dinatamente associati  agli  assi  aòc,  le  tre  facce  opposte  a^y* 

Se  poi  li  è  di  rotazione  intorno  all'  asse  a ,  tutt'  i  raggi  di 
n,  situati  nel  piano  principale  a,  associato  ad  a,  sono  perpen- 
dicolari ai  rispettivi  piani  polari:  sicché  n  ha  allora,  oltre  a, 
infiniti  altri  assi,  situati  nel  piano  principale  a. 

Se,  in  fine,  Il  è  una  polarità  ortogonale,  ogni  raggio  a  di  II 
è  un  asse;  e  il  corrispondente  piano  polare  è  il  piano  princi- 
pale associato  ad  a. 

h)  Se  la  polarità  ortogonale  0  di  una  data  stella  [S]  è 
segata  dal  piano  alV  infinito  c^  ,  si  ottiene  [h)]  in  a^  una 
polarità  circolare  II'op^  la  quale  rimane  invariata  al  variare 
della  stella  [S]  :  poiché ,  considerando  le  polarità  ortogonali 
Il  ,  II,  di  due  stelle  distinte  [8] ,  [S^] ,  a  due  raggi  paralleli 
VI  5  w,  di  II  ,  II,,  che  segano  Oq^  in  uno  stesso  punto  M'  ^  , 
corrispondono  ordinatamente  in  II  ,  il,  due  piani  paralleli  (jl,u, 
che  segano  c^  secondo  una  stessa  retta  m'o^;  ed  m'o^  è  la 
polare  di  M' ^  in  II'op. 

Questa  polarità  circolare,  situata  nel  piano  all'  infinito,  sarà 
perciò  chiamata  polarità  circolare  assoluta ,  o  per  brevità , 
t  assoluto, — Sicché ,  proiettando  V  assoluto  dai  punti  al  finito 
dello  spazio  a  tre  dimensioni,  si  hanno  tutte  le  polarità  orto- 
gonali. 

i)  L' introduzione  dell'  assoluto  è  utile  per  lo  sviluppo  delle 
proprietà  metriche  nello  spazio  a  tre  dimensioni. 
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Si  hanno  così,  p.  e,  i  seguenti  risultati: 

1.0  léa  condizione  necessaria  e  sufflcientey  perchè  un  piano 
(JL  ed  mia  retta  m  sieno  _1_  tra  loro,  è  che,  relativamente  all'as- 
soluto, il  punto  alV  infinito  di    in    sia   il  polo   della   retici  ah 

V  infinito  di  pi: 

2.0  Un  piano  pi  «^  _L  a  tuit^  i  raggi  della  stella,  il  cui  cenine 
(alV  infinito)  è  il  polo  y  rispetto  all'  assoluto,  della  retta  aUm- 
finito  di  {jl; 

3.0  Una  retta  m  è  ±  a  tutti  i  piani  del  fascio,  ilcuias.^ 
(air  infinito)  è,  relativamente  all'assoluto,  la  polare  ddpunU 
alV  infinito  di  ra: 

4.0  La  condizione  di  perpendicolarità,  per  due  piani  a,':, 
è  che  le  rette  alV  infinito  di  a, ,  ^  s^ieno  reciproche    rispetto  rj- 

V  assoluto  :  e  per  due  rette  a  ,h,  è  che  i  punti  all'  infimto  di 
ab  sieno  reciproci  rispetto  alV  assoluto: 

5.0  Un  piano  [jl  é  _L  a  tutt'  i  piani  deliri  stella,  il  cui  mi- 
tro {alV  infinito)  è  il  polo ,  relativamente  all'  assoluto ,  ddlo 
retta  all'  infinito  di  [jl: 

6.0  Una  retta  m  è  J_  a  tutte  le  rette  che  si  appogginn" 
alla  polare,  rispetto  alV  assoluto,  del  punto  all'  infinito  di  m: 

7.0  Tre  piani  a  ,  ^  ,  7  formano  un  iHedro  trirettangoh,  $t 
le  loro  rette  all'  infinito  costituiscono  un  y  autoreciproco,  reìn- 
tivamente  alV  assoluto, 

k)  La  involuzione  circolare,  situata  sulla  retta  all'  inliniio 
di  un  piano  qualunque,  è  V  involuzione  che  V  assoluto  deter- 
mina su  questa  retta. 

Ed  un'  involuzione  circolare  (s)  di  piani  —  ossia  un*  invola- 
zione  (s)  di  piani  coniugati  ortogonali— è  la  proiezione  dall'asce 
8  della  involuzione  di  raggi  reciproci  rispetto  all'  assoluto,  la 
quale  ha  per  centro  il  punto  alT  infinito  di  s, 

214.  a)  Da  quanto  è  detto  per  le  polarità  piane,  può  dedarsi 
facilmente  che  : 

Una  polarità  II  in  una  stella  [S]  ha  una  superficie  cmi'^'i 
fondamentale  4,  che  contiene  (0  inviluppa)  tutt'i  raggi  (0  pi^- 
ni)  uniti  di  11.  Se  II  è  di  1.»  specie  ,  i^  può  anche  generaci 
mediante  fasci  di  piani  (o  di  raggi)  proiettivi  in  [S\,  ed  è  un 
cono  quadrico  reale.  Se  II  è  di  seconda  specie,  essa  ci  fonùrà 
la  definizione  di  cono  quadrico  iinmaginario. 


■--^♦^■-' 
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Se  S  ò  all'infinito,  si  otterrà  il  cilindro  quadrico,  reale  o  i ni- 
ni aorinario  ;  e  se  ^  è  reale,  potrà  essere  iperbolico,  parabolico 
o  ellìttico,  secondo  che  la  involuzione  (a^)  di  II  ò  iperbolica, 
parabolica  o  ellittica. 

lì)  Ed  analogamente  poi  a  quanto  si  è  fatto  nel  piano,  s'in- 
tenderanno trasportati  ai  coni  o  cilindri  quadrici  (reali  o  im- 
maorlnarii)  tutte  le  denominazioni  ed  i  teoremi  relativi  alla  po- 
larità in  una  stella. 

POLARrrÀ    NELLO  SPAZIO. 

215.  a)  In  due  sistemi  (luaternarii  correlativi  1  ,  S',  due  ele- 
menti corrispondenti  (punto  e  piano)  iìi  generale  non  si  appar- 
tengono. Ma,  se  un  piano  a'  deirun  sistema  I'  passa  pel  punto 
A  che  gli  corrisponde  nell'  altro  I,  il  punto  A.  considerato  come 
un  punto  7i'  di  2)'^  giacerà  nel  piano  ^  che  gli  corrisponde  in 
1',  e  il  piano  a',  considerato  come  un  piano  ^  ^^i  ^'^  apparterrà 
al  punto  C  che  gli  corrisponde  in  1'. 

Tnoltre,  ad  uno  stesso  punto  A  (o  piano  g),  considerato  come 
appartenente  successivamente  a  Se  -',  corrisponderanno  in 
ifeneraìe  due  piani  (o  punti)  distinti  in  1'  e  S.  Ma,  se  questi 
ultimi  due  piani  (o  pùnti)  coincidono  in  un  unico  piano  a  (o 
punto  B),  si  dirà  che  A  ed  'x  (o  J  e  lì)  si  corrispondono  in 
dojypio  modOj  o  con  permutabilità^  o  involntoriameìite. 

Che  se  poi  tutti  gli  elementi  corrisi)ondenti  (punto  e  piano) 
di  I  ,  1'  si  corrispondono  in  doppio  modo,  si  dirà  che  S  ,  1' 
sono  in  relazione  invoìuforia. 

In  quest'Ultimo  caso  però,  pel  quale  evidentemente  anche  le 
rette  corrispondenti  si  corrispondono  in  doppio  modo,  non  e 
necessario  di  considerare  i  due  sistemi  1  ,  -'  ;  ma  diremo  che 
(juesti  elementi  corrispondenti  con  permutabilità  costituiscono 
ìfu  8Ì8teina  polare  TI  a  tre  dimensioni,  o  una  polarità  quater- 
naria IT. 

b)  Se  un  punto  ^l  ed  un  piano  a  si  corrispondono  in  FI, 
chiì^mererao  A  polo  di  a,  ed  a  piano  polare  di  A:  q  se  A  ,  a 
si  appartengono,  diremo  che  .4  ,  a  sono  elementi  uniti  di  II. 

E  poiché  n  non  è  che  una  particolare  correlazione  (juater- 
naria,  ò  chiaro  che  i  piani  polari  dei  punti,   appartenenti   ad 
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un  piano  qualunque  a,  passano  pel  polo  A  di  a,  mentre  ii^tìi 
dei  pianij  appartenenti  ad  un  punto  qualunque  A,  giaccioivt 
nel  piano  polare  a  di  A. 

Inoltre,  se  di  una  retta  qualunque  sl  è  sl'  la  retta  cormpva- 
dente  (involutoriamente)  in  IT,  ai  punti  di  a  ,  a'  corrispondmo 
proiettivamente  i  loro  piani  polari^  che  formano  ordinatamenU 
i  fasci  (a')  ,  (a).  —  E  noi  diremo  perciò  che,  delie  due  retit  a, 
a',  ciascuna  è  la  polare  deW  altra.  Ma,  se  a'  coincide  con  a. 
chiameremo  a  retta  doppia  di  IT. 

E  poiché  in  una  retta  doppia  qualunque  a  giacciono  i  ]X)Ii 
di  tutt'i  piani  condotti  per  a,  e  per  a  passano  i  piani  polari  di 
tutt'i  punti  di  a,  ne  segue  che  ad  un  punto  (o  piano)  non  u- 
nito  di  IT  non  appartiene  alcuna  retta  doppia;  ed  ogni  retin 
doppia  appartenente  ad  un  punto  unito  A  (p  ad  tin  piano  h- 
nito  p)  deve  giacere  nel  piano  polare  a  di  A  (o  deve  passan- 
pel  polo  B  di  p). 

e)  In  una  polarità  quaternaria  TI,  se  i  poli  A  ,  B  di  due 
piani  distinti  a  ,  ^  giacciono  biella  retta  a^,  questu  è  una  retta 
doppia  di  II:  poiché  la  polare  della  retta  agè  la  retta  ^45, che 
coincide  con  a^  {}). 

d)  Chiameremo  elementi  reciproci  (coniugati)^  in  una  pola- 
larità  quaternaria  li. 


due  punti  A  ^  B,  se  V  uno  A 
giace  nel  piano  polare  ^  del- 
Taltro:  ed  allora  anche  B  gia- 
cerà ìlei  piano  polare  a  di  A: 

una  retta  a  ed  un  punto  A,  se 
a  giace  nel  piano  polare  a  di 
^,  o  se  i4  giace  nella  polare 
rt'  di  a;  e  di  queste  condizio- 
niy  V  una    è    conseguenza   del- 


due  piani  a,  %  se  Tuno  a  passa 
pel  polo  B  deir  altro  ;  ed  al- 
lora anche  ^  passerà  pel  pol'^ 
A  di  a: 

una  retta  a  ed  un  piano  d,  se 
a  passa  pel  polo  il  di  a,  o  se 
a  contiene  la  polare  a'  di  n; 
e  di  questa  condizioni  j  V  vm^ 
è  conseguenza  delV altra: 


V altra  : 

due  rette  a  ,  & ,  se  T  una  a  giace  in  uno  stesso  piano  con  la 
polare  &'  dell'  altra:  ed  allora  anche  b  giacerà  in  uno  stesso 
piano  con  la  polare  a'  di  a  ;  ed  i  punti  ab' ,  a'b  saranno  ordi- 
natamente i  poli  dei  piani  a'b  ,  ab'. 

Q)  Si  noti  che,  la  retta  che  congiunge  due    punti   uniti  A  ,  i* 
di  II  non  è,  in  generale,  retta  doppia  di  II. 


-i^^v'^r- 
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e)  Dunque,  in  una  polarità  quaternaria  0, 


ttn  punto  A  è  recipì'oco  a  tut- 
fi  punti  ed  a  tutte  le  rette  del 
suo  piano  polare  a  {anche 
quando  A  ,  a  si  appartengono, 
nel  qual  caso  ciascuno  degli 
dementi  A  ,  a  è  pure  reciproco 
ili  se  stesso)  ;  ed  è  reciproco  al 
solo  punto  ba  di  una  retta  b 
non  appartenente  ad  o,  ed  alla 
sola  retta  fa  di  un  jfiano  ^  di- 
stinto da  a: 


un  piano  a  è  reciproco  a  tutt'i 
piani  ed  a  tutte  le  rette  appar- 
tenenti al  suo  polo   A    {anche 
quando  a  ,  A  «t  appartengono^ 
nel  qual  caso  ciascuno  degli  e- 
lementi  A  ,  a  «  pure  reciproco 
di  se  stesso)  ;  ed  è  reciproco  al 
solo  piano  bA  di  una  retta  b 
non  appartenente  ad  A,  ed  alla 
sola  retta  BA  di  un  punto   B 
'  distinto  da  A  : 


una  retta  a  è  reciproca  a  ciascun  punto,  o  piano,  appartenente 
alla  polare  a'  di  a  {anche  quando  a  è  una  retta  doppia  di  TI, 
nel  qual  caso  ogni  punto  o  piano  di  a  è  pure  reciproco  di 
se  stesso),  e  a  tutte  le  rette  che  si  appoggiano  ad  a'  ;  ed  una 
retta  a  è  reciproca  di  se  stessa,  se  è  una  retta  doppia  di  U,  o 
se  giace  in  uno  stesso  piano  con  la  sua  polare  a'. 

f)  In  una  polarità  quaternaria  II, 

se  A  ,h  soìio  due  rette  polari  distinte  (o  due  rette  doppie)  che 
si  segano,  il  punto  ab  è  il  polo  del  piano  ab  ;  6  «e  una  retta 
doppia  d  sega  Vuna  e  di  due  rette  polari  distinte  e  ,  e',  essa 
segherà  anche  V  altra  e'  ;  ed  i  punti  de  ,  de'  saranno  ordina- 
tamente i  poli  dei  piani  de' ,  de  (^). 

g)  Se  r ,  B  sono  due  rette  doppie  sghembe  di  una  polarità 
quaternaria  II,  questa  è  trasformata  in  se  stessa  da  un^  omo- 
grafia assiale  0,  che  ha  r  ,  s  per  assi. 

Basterà  (65,  p,  l.o)  provare,   ehe    Q    è    trasformata   in    se 
stessa  da  11. 

Sia  MM'  una  eoppia  qualunque  di  punti  eorrispondenti  in  0. 
La  retta  iOf'^a  sarà  (194,  h)  una  rotta  unita  di  il  ;  e  quindi 
(194,  f)  si  appoggerà  agli  assi  r  ,  «.  In  eonseguenza,  posto 
nr^R,as^8,  si  avrà  (194,  Z)  in  R8MM'  il  primo  gruppo 
caratteristieo  di  ù,  ehe  dev'essere  (194,  ni)  proiettivo  al  secondo 
gruppo  caratteristico  di  0. — Inoltre,  indicando  con  p  ,  o  ì  piani 

\^)  Se  una  retta  qualunque  l  sega  1'  una  e  di   due  rette  polari 
e  y  c\  la  polare  V  segherà  l'altra  c\ 


rr-1' 
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polari  di  Jì  y  S^  questi  piani  passeranno  ordinatamente  per  li 
retto  doppie  r  y  s  di  II,  e  si  scglieranno  nella  polare  b  di  a; 
mentre  la  retta  b  si  appoggerà  evidentemente  ad  r ,  «,  e  sarà 
perciò  un'altra  retta  unita  di  Q,  —  Indicando  poi  con  |jl,;ì'  i 
piani  polari  di  M ,  AI\  questi  piani  passeranno  per  6,  e  (per  la 
polarità  11)  il  gruppo  pojjl|jl'  ò  proiettivo  ad  RSMM'  y  ossia  è 
(194,m)  il  secondo  gruppo  caratteristico  di  Q;  e  quindi  ;i.;i* 
sono  due  piani  corrispondenti  in  ii.  —  Dunque  li  trasforma  la 
coppia  qualunque  MM*  di  punti  corrispondenti  di  Q,  nella  cop- 
pia [xj/.'  di  piani  corrispondenti  di  i2  ;  e  perciò  trasforma  0  in  Q. 
h)  Se  T  j  H  sono  due  rette  polari  sghembe  di  tuia  polariin 
quaternaria  li,  questa  è  trasformata  in  se  stessa  daU*  involu- 
zione rigata  I,  di  assi  r ,  s. 

La  dimostrazione  è  simile  a  quella  del  teorema  precedente; 
poiché,  mentre  i  piani  ^  ,  e  passano  ordinatamente  per  s ,  r  u* 
non  per  r  ,  s),  i  gruppi  BJSMM',  ^o\i]t.^  sono  armonici. 

E  si  vede  pure  che,  un'  omografia  assiale   {iion   involutorìa 
Q,  di  assi  r  ^  s,  è  trasformata  da  II  nelV inversa  di  ù. 

i)  Se  ogni  elemento  (punto  e  piano)  di  una  polarità  qua- 
ternaria Il  appartiene  al  suo  comspondente  elemento  (ossi.-ij 
se  ogni  punto,  o  piano,  di  li  è  reciproco  di  se  stesso),  sì  ha 
una  particolare  polarità,  che  denomineremo  polarità  nuUn,  <• 
sistema  nullo  (^)  -,  denominando  poi  ordinaria  la  polarità  qua- 
ternaria, quando  vorremo  escludere  il  caso  della  polarità  nulla. 


(^)  Il  sistema  nullo  dicesi  anche  sistema  focale  :  e  in  esso  il 
polo  A  di  un  piano  a  si  chiama  pure  punto-nullo  o  fuoco  di  a. 
chiamando  poi  a  piano-mdlo  o  piano  focale  di  A  ;  e  le  rette  dop- 
pie diconsi  ancora  direttrici  del  sistema  focale. 

Si  noti  che,  se  1  ,  21'  sono  due  sistemi  quaternarii  corr^atìn. 
nei  quali  ciascun  elemento  {punto  e  piano)  appartiene  al  suo  cor- 
rispondente, lei'  costituiscono  una  polarità  nulla. 

In  fatti,  si  osservi  dapprima  che  due  rette  corrispondenti  (h  ff 
di  2  ,  S'j  situate  in  un  piano  a,  debbono  coincidere  ;  poiché,  in 
contrario,  il  piano  di  X'  corrispondente  ad  un  punto  qualunque  .V 
di  a,  dovendo  passare  per  M  ed  a',  dovrebbe  coincidere  con  «^ 
assurdo. 
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216.  a)  La  effettiva  esistenza  di  una  polarità 
snita  dal  seguente  teorema  : 

Due  tintemi  qunlernaTÌi  rorretntivi  -  ,  V  cutti' 
patarilà  iirtUnnrÌ/i  11,  gè  a!  vertici  ABUD  di  un  t 
tini  »i»tema  1  corrispondono  ordiaatamHnte  nell'ali 
opposte  a^--5  ; 

u  diii  fatto,  ctie  le  supposte  corrispondenze      ,   „ 

di  numero  inferiore  a  quelle,  clie  occorrono  (156, 
iiire  i  sistemi  correlativi  S  ,  '£'. 

Per  dimostrare  l'enunciato  teorema,  si  osservi  d 
ffli  elementi  di  ciascuna  delle  quattro  coppie  Ai, 
si  corrispondono  con  permutabilità  in  £1  e  £'  (poi 
piano  a  di  -,  die  passa  per  ì  punti  lìCD,  corrìs] 
punto  comune  ai  tre  piani  ^y^,  ossia  il  punto  A); 
segucnza  gli  spigoli  opposti  del  tetraedro  ARCI) 
(luno  pur  essi  con  permutabilità  in  !^  e  1'. 

Inoltre,  poiché  al  piani  distinti  -j; ,  5  del  fascio  d 
cuiTispondono  involutoriamente  i  punti  C ,  1)  delli 
di  sostegno  CD^^-x^,  che  6  proiettiva  a  quel  fase 
(a,  a,  h,  e)  che  il  fascio  di  piani  di  asse  AB,  e  1 
di  sostegno  CD,  sono  in  relazione  invulutorta. — E 
detto  del  fascio  di  piani  che  ha  per  asse  uno  qm 
spigoli  del  tetraedro  ABCD ,  e  della  puuieggiatii 
acjsiegno  io  spigolo  opposto. 

In  conseguenza,  un  piano  qualunque  |ji  segherà  i 


Ciò  posto,  se  ^4  è  un  punto  qualunque  di  £,  al  qua 
iti  I'  un  piano  a'  (appartenente  ad  A,  per  ipotesi), 
«  di  £,  condotta  per  A  in  a',  corrisponderà  in  I'  un; 
in  a',  la  quale  deve  quindi  coincidere  con  a.  In  co 
ogni  punto  B'  di  1,  situato  in  a',  corrisponderà  in 
che  passerà  per  la  retta  B'A  (perchè  ffA  ha  se  sb 
rispondente}.  Dunque,  variando  B'  in  a',  il  piano  f 
pre  per  A,  e  sarà  perciò  A  il  punto  di  1'  corriapom 
a'  di  -;  ossia  A  ed  a'  si  corrispondono  involutorif 
^':  ci6  che  dimostra  il  teorema. 
SxKSi.i — Geometria  proieUiva. 
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tetraedro  AfìCD  in  sei  punti,  che  corrisponderanno  inrolnto- 
riamente  a  sei  piani  condotti  per  gli  spigoli  opposti;  e  questi 
piani  concorreranno  in  un  punto  3/,  il  quale  quindi  corrispon- 
derà involutoriamente  al  piano  pi. 

b)  Dal  teorema  a)  si  induce  immediatamente  (156,  k)  che. 
dati  un  tetraedro  ABCD  ^  aplfS,  un  punto  E,  non  apparte- 
nente ad  alcuna  delle  facce  ol^'^5,  ed  un  piano  s ,  non  ap- 
partenente   ad    alcuno    dei    vertici    ABCD ,    le    corrispondenzf. 

A     B     C     D     E 

,  o  ,       ,   ^  ,    ^   individuano  una  polarità  ordinaria  II. 

e)  Se  una  polarità  quaternaria  II  possiede  due  rette  po- 
lari distinte  a  ,  a',  che  giacciono  in  uno  stesso  piano j  II  è  «Ha 
polarità  ordinaria,  nella  quale  il  punto  aa'^  A  è  il  polo  dei 
2nano  aa'^a:  poiché,  essendo  il  punto  A  comune  ad  a  ed  a\ 
il  suo  piano  polare  a  deve  passare  per  a'  ed  a;  mentre  il 
piano  polare  p  di  un  punto  J5  di  a,  o  di  a',  distinto  da  A,  deve 
passare  per  a',  o  per  a,  e  perciò  non  può  passare  per  Bj  senza 
coincìdere  con  a:  assurdo. 

d)  Dunque,  in  una  polarità  nulla^  due  rette  polari  debbon^i 
essere  sghembe,  o  coincidenti» 

e)  In  un  sistema  nullo  IT,  i  raggi  di  una  stella  qualuuqm 
[A]j  situati  nel  piano  polare  a  del  suo  centro  A,  formano  «» 
fascio  (A  ,  a)  di  rette  doppie  in  U  ;  ossia,  ad  ogni  plinto  A  fo 
piano  a)  di  una  polarità  nuMa  11  appartiene  un  fascio  di  rtUe 
doppie  in  II  :  poiché,  se  a  è  un  raggio  arbitrario  del  fascio 
(il ,  a),  la  sua  polare  a'  (che  deve  passare  per  A  e  giacere  in 
a)  deve  coincidere  con  a  [d)]. 

f)  In  un'ordinaria  polarità  T\,  ogni  stella  [S],  ilcuicenìm 
S  non  giace  nel  suo  piano  polare  q,  è  in  relazione  invdutorin 
col  corrispondente  sistema  piano  [e]:  ossia  [à]  costituisce  nnn 
polarità  ternaria  IT^  con  la  sezione  prodotta  dcU  suo  sostegno  e 
nella  stella  [S],  ed  [S]  costituisce  una  polarità  ternaria  Hs  eoa 
la  stella,  che  dal  suo  centro  S  proietta  [a]  ;  e  gli  elementi  cor- 
rispondenti in  Uq,  0  in  Ils ,  sono  elementi  reciproci  neUa  po- 
larità n  {}). 


{})  Una  stella  [8]  ed  un  sistema  piano  [o],  omografici  tra  loro, 
e  i  cui  sostegni  8 ,  a  non  si  appartengono,  si  dicono  pare  in  re- 
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lu  fatti,  ìli  II  il  piauo  polare  Sa^a  di 
.4  di  e  è  segato  da  o  in  nna  retta  a,  che 
Ilg  ;  mentre  il  polo  A  del  piano  a  in  11  è  ] 
diaiite  il  raggio  polare  AS^a'  di  a  nella 
e  è  il  sostegno  della  polarità  11^,  generata 
reciproci  in  II  ;  ed  iS  è  il  sostegno  della  pi 
dagli  elementi  a' ,  a,  anche  recìproci  in  II 
g)  Se  a. ,  a'  sono  due  rette  polari  agkei 
quaternaria  II,  e  se  ciascun  punto  (o  pian 
punto  (o  piano)  unito  in  II,  la  polarità  IT 
Di  vero,  dietro  le  ipotesi  fatte,  di  un  pu 
Il  il  a'L  il  piano  polare ,  e  dì  un  punto  qi 
aM  il  piano  polare:  e  quindi  (215,  e)  è  L^ 
di  II,  perchè  i  punti  L  ,  M  giacciono  sulla 
]JÌ!ini  polari;  ossia,  ogni  retta  che  si  appog 
retta  doppia  di  II.  In  conseguenza,  anche 
non  passa  per  a,  né  per  a',  sega  a  ,a'  in 
congiungente  LM  è  una  retta  doppia  di  il 
perciò  il  polo  di  a  ;  ossia  a  è  un  piano  un 
u  una  polarità  nulla. 

h)  Se  a ,  a'  sono  due  rette  polari  sghei 
ordinaria  U,  le  punteggiate  (a) ,  (a')  sono  l 
torta  J[63,  a)  ordinatamente  coi  corrispondi 
(a'j ,  (a)  ;  ed.  un  piano  qualunque  a'A^i  d 
tra  a  nel  polo  A  di  a',  relativamente  alla 
determina  in  a. 

tessendo  n  una  polarità  ordinaria,  non  f 


Iasione  involutoria  [cfr.  il  n."  63],  quando  ii 
[cj  B  la  sezione  prodotta  dal  piano  e  nella  e 
stella  che  proietta  [a]  dui  centro  .S'. 

(')  È  bene  notare  che,  nello  spazio  a  trt 
punto  S  ed  un  piano  C  non  si  appartengane 
relativa  ad  vn  sistema  piano  |cj,  é  in  relax 
[o],  ne  ai  rertici  di  un  y  di  [fj]  corrixpondo 
glassano  per  t  tali  opposti:  via,  se  allora  [SJ 
rigptmdeTiti  in  due  sistemi  quaternarti  corri 
coetiluitcono  una  polarità  quaternaria  ordini 
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uniti  Ig)]  i  punti  di  a,  e  i  punti  di  a'.  Sia  quindi  A  un  punto 
non  unito  di  a,  il  cui  piano  polare  a*A^  segherà  a  in  un  punto 
A^  distinto  da  A,  e  reciproco  ad  A,  Sarà  perciò  a'A^oi  il  piano 
polare  di  ^4,  :  ed  in  conseguenza  (63,  a,  ò,  e)  la  punteggiata 
(a)  sarà  in  involuzione  col  corrispondente  fascio  di  piani  (a';: 
ed  A  è  [f)]  il  polo  di  a'  nella  polarità  IT^. 

Inoltre,  nella  polarità  ternaria,  determinata  [f)]  da  n  nel 
piano  a'At ,  alla  punteggiata  (a')  corrisponderà  involutoriamente 
[veggasi  la  nota  a  pag.  510 1  il  fascio  di  raggi  (^,)  ;  e  quindi 
le  corrisponderà  puro  involutoriamente  in  IT  il  fascio  di  piani 
di  asse  AAi  ^  a, 

i)  Dunque,  se  sl  è  una  retta,  la  quale  non  coincide  con  la 
sua  polare  a'  in  una  j^olarità  ordinaria  U  ,  né  sega  a',  k  roj^- 
pie  di  punti,  o  di  piani,  reciproci,  appartenenti  ad  a,  costitaisconv 
dite  involuzioni,  Vuna  di  punti  e  V altra  di  piani,  che  noi  chi.ì- 
raeremo  involuzioni  (a)  di  IT,  rispettivamente  di  punti  e  di  pia- 
ni (*)  ;  e  Vinvoluzione  (a)  di  IT,  di  punti  o  di  piani,  è  ordim- 
tamente  prospettiva  all'involuzione  (a')  di  IT,  di  piani  o  di  jmnti 
E  si  noti  che,  ad  a  appartengono  al  piìL  due  punii  [o  piani , 
che  giacciono  nei  rispettivi  piani  j^olari  (o  che  passaìV)  per  ì 
rispettivi  poli), 

k)  Da  h)  e  g)  segue  che,  se  a  ,  a'  sono  due  polari  disìinU' 
sghembe  di  una  polarità  quaternaria  IT,  e  se  ciascun  punto  (<> 
piano)  dell'  una  a  è  un  punto  (o  piano)  nnitf},  la  jìolnrità  II 
sarà  nulla,  e  ciascun  punto  (o  piano)  dell'altra  a'  sarà  quindi 
jyure  unito, 

l)  Se  una  polarità  quaternaria  TI  possiede  un  fascio  (A,  t 
di  rette  doppie,  essa  è  iena  polarità  nulla. 

Di  vero,  ogni  punto  B  di  a,  giacendo  sulla  retta  doppia  ^.1. 
è  un  punto  unito:  e  quindi  ogni  punteggiata  (6) — il  cui  soste- 
gno b  giace  in  a,  ma  non  passa  por  A — ^  prospettiva  al  fascio 
di  piani,  che  le  corrisponde  in  IT.  Dunque  [h)]  la  polarità  U  è 
nulla. 

m)  Se  A  è  un  punto  di  una  polarità  ordinaria  H,  sittiftl'* 


(')  Se  a  sega  a',  queste  involuzioni  sono  paraboliche  ;  e  se  ii  ^ 
retta  doppia  di  IT,  la  punteggiata  (a)  è  semplicemente  proiettivi 
al  fascio  (a)  dei  piani  polari. 
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nel  suo  piano  polare  o.,  le  coppie  di  rette  polari  in  IT,  apjyar- 
tenenti  al  fascio  (A  ,  a),  costituiscono  un'  involuzione  di  raggi 
(ìperbolicay  o  ellittica):  poiché,  se  è  a  un  rag-gio  arbitrario  del 
fascio  {A  ,  -a),  la  polare  a'  di  a  (che  corrisponde  involutoria- 
niente  ad  a)  deve  passare  per  A  e  giacere  in  a  ;  e  non  può 
questo  fascio  involutorio  ridursi  all'  identità,  poiché  allora  TI 
sarebbe  una  polarità  nulla  [A:)]. 

n)  E  poiché  il  fascio  involutorio  di  rette  polari  si  riduce 
airidentità,  se  in  esso  si  hanno  tre  raggi  doppi;  ne  segue  che, 
se  una  polarità  quaternaria  TI  possiede  tre  rette  doppie,  ap- 
jjartenenti  ad  un  fascio,  TI  è  una  polarità  nulla  ;  e  tutVi  raggi 
di  questo  fascio  sono  rette  doppie  in  TI. 

o)  Sicché,  ad  ogni  punto  unito  A  (o  piano  unito  a)  di  una 
polarità  ordinaria  IT  appartiene  una  coppia  di  rette  doppie 
{reali  o  immaginarie  di  1,^  specie),  rappresentata  dalV involu- 
zione delle  coppie  di  rette  polari,  che  passano  per  A  e  giac- 
ciono nel  lìiano  j^olnre  a  di  A  (o  che  giacciono  in  a  ed  appar- 
tengono al  polo  A  di  a)  ;  e  non  vi  sono  altre  rette  doppie  reali 
di  n  esistenti  nel  j^i^tno  unito  a  ;  poiché,  di  ogni  retta  in  di  a, 
che  non  passa  per  A,  la  polare  deve  passare  per  A,  e  perciò 
non  può  coincidere  con  m. 

p)  Se,  in  una  polarità  ordinaria  IT,  s^ indichino  con  A  ,  A, 
fine  ininti  reciproci  distinti,  e  con  a  ,  a,  i  rispettivi  piani  po- 
lari (che  passano  quindi  ordinatamente  per    .4,  ,  .4),    ai    raggi 
Imn...  del  fascio  (A  ,  a,)  corrispnidono  proiettivamente    le   loro 
rette  polari  l'm'n'...,  che  sono  raggi  del  fascio  (A,  ,  a). 

q)  Da  quanto  si  è  detto  sin  qui  sulle  polarità  ordinarie, 
risulta  che,  in  una  polarità  ordinaria  IT ,  si  hanno  infinite 
forme  involutorie  di  2.»  specie^  ed  anche  di' 1.^  specie, 

E  se  si  considera  la  polarità  ternana  TTa  ,  che  TI  determina 
in  una  stella  [.4],  un  raggio  a  di  [A],  il  cui  piano  polare  a  in 
IT.i  è  _L  ad  rt,  si  dirà  asse  del  punto  A  rispetto  a  IT,  ed  a  si 
chiamerà  piano  principale  del  punto  A,  ed  associato  air  asse 
n.  —  Sicché  (2U5,  g)  gli  assi  di  uu  punto  \,  relativamente  a  U, 
possono  essere  tre  soli,  costituenti  un  trispigolo  trirettangolo;  o 
possono  essere  infiniti ,  iwi  ano  di  essi  è  |  a  tutti  gli  altri;  r) 
tutte  le  rettey  condotte  per  A,  possono  essere  assi  del  punto    A. 
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In  altri  termini,  si  dirà  asse  di  un  punto  arbitrario  ii  rispetto 
a  TI  ogni  retta  di  A  che  sia  J_  al  proprio  piano  coniugato. 

Se  ^  è  un  punto  unito,  di  piano  polare  a,  saranno  assi  del 
punto  A  la  perpendicolare  in  A  ad  a,  ed  i  raggi  coniugati  or- 
togonali nella  involuzione  formata  dalle  coppie  di  rette  polari, 
che  giacciono  in  a  e  passano  per  A  (^). 

r)  Se  a. ,  b  sono  due  rette  sghembey  non  polari  ne  rtcipro- 
che  in  una  polarità  ordinaria  IT,  i  fasci  di  piani  (a)  ,  (b)  —  o 
le  punteggiate  (a)  ,  (b)  —  saranno  proiettivi,  se  si  riferiscono 
in  guisa,  che  gli  eUmenti  corrispondenti  sieno  reciproci  in  IT. 

Poiché,  indicando  con  a'  la  polare  di  a  (la  quale  può  coin- 
cidere con  a),  si  ha,  p.  e.,  che  il  fascio  di  piani  (a)  è  proiet- 
tivo alla  punteggiata  (a')  dei  poli  ;  e  questi  poli,  proiettati  da 
ò,  danno  i  piani  corrispondenti  del  fascio  (6). 

Si  noti  che,  se  a  ,  &  sono  rette  reciproche  sghembe  (ossia, 
se  a  sega  la  polare  V  di  &,  e  quindi  anche  h  sega  la  polare 
a'  di  a),  la  proiettività  tra  i  fasci  di  piani  fa) ,  (6),  o  tra  le 
punteggiate  (a)  ,  (6),  sarà  degenere,  coi  piani,  o  punti,  siufjo- 
lari  ah' ,  a*b:  e  se  a ,  b  sono  rette  polari,  ciascun  piano  del 
fascio  (a)  è  reciproco  a  tutt'i  piani  del  fascio  (6);  e  viceversa. 
s)  Se  a  ,  ^  S0710  due  piani  non  reciproci  in  una  polarità 
ordinaria  IT,  i  sistemi  piani  [a]  ,  [^J  saranno  correlativi,  se  ad 
ogni  punto  M  delV  uno  si  fa  corrispondere  nelV  altro  V  unica 
retta  m  reciproca  ad  M. 

Si  lasciano  al  lettore  l'enunciato  del  teorema  duale,  e  le  fa- 
cili dimostrazioni  dei  due  teoremi. 

t)  In  una  polarità  ordinaria  IT,  se  ^  è  un  punto  unito  dì 
piano  polare  a,  le  coppie  di  rette  polari,  appartenenti  al  fascio 
{A  ,  a),  costituiscono  [m)]  un'  involuzione,  iperbolica  o  ellittica. 

Nel  primo  caso,  a  ciascuno  dei  raggi  doppi  e  ,  f,  che  sonu 
rette  unite  in  U,  appartengono  (oltre  a  ed  ^1)  infiniti  altri  piani, 
e  punti  uniti:  ma  ad  un  raggio  qualunque  a  del  fascio  (A ,  a), 
distinto  da  e ,  /"  (il  quale  raggio  non  è  una  retta  unita  di  TI,! . 
appartengono  i  soli  elementi  uniti  a  ,  A.  Inoltre,  ad  ogni  retta 
m  di  ^,  e  non  di  a,  la  cui  polare  in'  è  una  retta  di  a  e  non 
di  Aj  appartengono  i  soli  piani  uniti  me  ,  mf,  ed  un  altro  solo 


{})  Può  essere  la  involuzione  suddetta  circolare? 
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punto  unito  distinto  da  A  ;  mentre  ad  m'  appartengono  i  soli 
due  punti  uniti  m'e  ,  7n'^  ed  il  solo  piano  unito  m^By  distinto 
da  a. 

Nel  secondo  caso  regge  quanto  è  detto  nel  primo,  eccetto 
che  ad  m  non  appartiene  alcun  piano  unito,  e  ad  m'  non  ap- 
partiene alcun  punto  unito. 

u)  Si  noti  che,  se  in  un  punto  unito  -4,  di  piano  polare  a, 
le  coppie  di  rette  polari  appartenenti  al  fascio  {A  ,  a)  costitui- 
scono una  involuzione  iperbolica,  di  raggi  doppi  e  ,  /",  lo  stesso 
avverrà  in  qualunque  altro  punto  unito  B  ^ì  W. 

Poiché,  indicando  con  g  il  piano  polare  di  B,  se  g  non  passa 
per  A  i  punti  ^e  ,  ^f  congiunti  con  B  daranno  evidentemente 
le  due  rette  unite,  che  costituiscono  i  raggi  doppi  delle  coppie 
di  rette  polari  appartenenti  al  fascio  (B,  f).  E  se  fi  passa  per  ^4, 
B  dovrà  appartenere  ad  a ,  e  quindi  ad  una  delle  rette  e  ,  f. 
Supposto  che  appartenga  ad  e,  nel  piano  f  sarà  e  uno  dei  due 
raggi  doppi  [i)]  dell'involuzione  iperbolica  suddetta. 

217.  a)  In  una  polarità  ordinaria  IT,  un  tetraedro  -^J^Citeagl^o 
si  dirà  autoreciproco  {autoconiugatOy  coniugato)j  se  i  vertici 
AB  CD  sono  ordinatamente  i  poli  delle  facce  opposte  aJ;YS.  E 
il  teorema  del  n.o  216,  b)  può  quindi  enunciarsi,  dicendo:  una 
polarità  ordinaina  IT  è  definita  da  un  tetraedro  autoreciproco 
ABCD  =  aplfS,  e  da  un  punto  E,  non  appartenente  ad  alcuna 
delle  facce  af^S,  insieme  al  suo  piano  polare  £,  non  apparte- 
nente ad  alcuno  dei  vertici  ABCD. 

b)  In  una  polarità  ordinaria  IT  esistono   infiniti  tetraedri 
autoreciproci. 

Di  vero,  assunti  un  punto  arbitrario  D  (non  unito  in  IT)  e  il 
suo  piano  polare  S  (che  non  passa  quindi  per  D),  di  un  punto 
arbitrario  -4  di  8  (non  unito  in  n)  si  costruisca  il  piano  polare 
a,  il  quale  passerà  per  Z>,  e  segherà  6  secondo  una  retta  a, 
che  non  passerà  per  A  ;  indi,  di  un  punto  arbitrario  B  dì  a 
(non  unito  in  IT)  si  costruisca  il  piano  polare  ^,  il  quale  pas- 
serà per  ^  e  D  e  segherà  a  in  un  punto  C:  sarà  evidente- 
mente ABCD  un  tetraedro  autoreciproco  di  IT. 

e)  Si  noti,  che  BCD  è  un  y  autoreciproco  nella  polarità  IT^, 
determinata  da  IT  sul  piano  S,  e  che  la  dimostrazione  ora  data 
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dell'enunciato  teorema  mostra  come  si  possano  costruire  gV  in- 
finiti tetraedri  autoreciproci  di  II,  che  hanno  comune  un  ver- 
tice dato,  o  una  data  faccia. 

d)  Si  osservi  ancora  che,  nel  tetraedro  autoreciproco 
AB  CD  =  a^Y^?  ^^^®  spigoli  opposti  sono  rette  polari  sghembe 
di  TI  ;  mentre  due  spigoli,  che  passano  per  uno  stesso  vertice, 
e  due  vertici  (o  facce)  qualunque  sono  coppie  di  elementi  re- 
ciproci in  n  (^). 

In  conseguenza,  un  tale  tetraedro  è  definito  ancora  da  due. 
rette  polari  sghembe  AB  ,  C/>,  e  dalle  coppie  AB  ,  CD  (o  a2, 
yj)  di  punti  (o  piani)  reciproci  in  TI  ;  ossia,  da  due  rette  polari 
sghembe  ,  e  da  due  involuzioni  iperboliche  di  punti  (o  piani), 
armoniche  alle  involuzioni  di  II,  che  hanno  per  sostegni  le  retit 
AB  ,  CD. 

e)  Generalizzando,  diremo  che  un  tetraedro  autoreciproco, 
in  unji  polarità  ordinaria  n,  è  V  insieme  di  due  rette  polari 
sghembe  r  ,  «,  e  di  due  involuzioni,  amendue  di  punti  o  tli 
l)iani,  armoniche  alle  involuzioni  (/•) ,  (s)  di  II  (*)  ;  ed  indiche- 
remo questo  tetraedro  autoreciproco  col  simbolo   r    . 

Secondo  che  le  involuzioni  armoniche  assunte  sono  amendue 
iperboliche,  o  Tuna  ellittica  e  Taltra  iperbolica,  o  amendue  el- 
littiche, il  tetraedro  autoreciproco  sarà  reale  e  non  degenere, 
imniagiìiario  di  i.»  specie,  o  iinmaginario  di    2.<»    specie. 

In  conseguenza,  se  li  non  ha  alcun  elemento  unito  {punto  r 
piano),  non  esiste  in  II  alcun  tetraedro  autoreciproco  immagi- 
narlo: poiché  allora  le  involuzioni  (r)  ,  («)  di  11  sono  ellittiche, 
e  quindi  le  involuzioni  armoniche  ad  esse  debbono  essere  iper- 
boliche (67,  e). 


(^)  È  evidente  che,  se  due  coppie  dì  spigoli  opposti  di  un  te- 
traedro ABCD  sono  coppie  di  rette  polari  in  una  polarità  ordi- 
naria II,  gli  altri  due  spigoli  opposti  sono  pure  rette  polari  in  11, 
ed  il  tetraedro  è  aiitoreciproco. 

(^)  Queste  involuzioni  di  piani  (a)  ,  (a')  sono  prospettive  (216,  'i 
ordinatamente  alle  involuzioni  di  punti  (a')  ,  (a)  dì  II  :  e  perciò, 
data  Tuna  coppia  d'involuzioni,  è  datii  pure  Faltra. 
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f)  Se,  nella  costruzione  data  in  /;),  esistendo  in  5  un  punto 
unito  A^  di  A  si  costruisce  il  piano  polare  a,  questo  passerà 
per  i>,  e  segherà  o  secondo  una  retta  a  appartenente  ad  A  : 
e  se  di  un  punto  arbitrario  ^  di  a  (distinto  da  j4)  si  costruisce 
il  piano  polare  ^,  questo  passerà  per  D  ed  A,  e  segherà  5  se- 
condo una  ret^a  b,  che  passerà  per  A  :  sicché  si  ottiene  allora 
un  tetraedro  autoreciproco  degenere  di  i.«  specie,  il  quale  ha 
tre  vertici  DAB,  tre  facce  6a^,  e  quattro  spigoli  a,  ò,  DA^DB. 
Ma,  se  per  B  si  prende  il  punto  A,  si  ottiene  un  tetraedro  au- 
toreciproco degenere  di  2.«  specie,  che  ha  due  vertici  Z),  A,  due 
facce  0  j  a,  Q  due  spigoli  a  ,  DA.  —  Se,  in  fine,  D  è  un  punto 
unito  di  IT,  la  stessa  costruzione  data  in  b)  fornirà,  oltre  ai  due 
tetraedri  autoreciproci  di  l.<*  e  di  2.»  specie,  anche  un  tetraedro 
autorecìproco  degenere  di  5.«  specie,  con  un  sol  vertice  D  e  con 
una  sola  faccia  o. 

Dune] uè,  se  la  polarità  ordinaria  fi  non  ha  alcun  elemento 
unito  {punto  e  piano),  essa  non  ha  alcun  tetraedro  antoreci- 
proco  degenere. 

g)  Una  polarità  ordinaria  TT  è  definita  da  un  tetraedri^  au- 

toreciproco  immaginario  1    1  di  i.«  o  di  2.«   specie,    e    da    un 

punto  E  coi  suo  jnano  polare  e  (iion  appartenenti  ad  t  o  s). 

Si  deve,  per  l'ipotesi  fatta,  supporre  che,  delle  due  date  in- 
voluzioni di  punti  Jy  ^  ^f?  armoniche  alle  involuzioni— di  punti — 
(r)  ,  {$)  di  n,  una  almeno  sia  ellittica. 

Si  conduca  per  E  Tunica  retta  m,  che  si  appoggia  ad  r  ,  s. 
Posto  mr^R,  ms^S,  zr^R\  zs^S',  sarà  i? '6"  ^  m' la  po- 
lare di  w  ;  e  si  avranno  quindi  in  UE' ,  SS'  due  coppie  di  punti 
coniugati  ordinatamente  nelle  involuzioni  (r)  ,  (a)  di  IT.  In  con- 
seguenza, queste  involuzioni  si  sanno  costruire  (70,  a),  essendo 
la  prima  (r)  armonica  alle  involuzioni  \^  ,Ì'^^RR\  e  la  se- 
conda («)  armonica  alle  involuzioni  ì^ ,  \\==  8S\  Dunque,  co- 
struendo due  coppie  AA' ,  BB'  di  punti  coniugati  rispettiva- 
mente in  (r) ,  (s),  e  distinte  da  RR' ,  SS^,  sarà  AA'BB'  un  te- 
traedro autoreciproco  reale  di  IT;  e  li  sarà  definita  [a)]  da  questo 
tetraedro  autoreciproco,  e  dal  punto  E  col  suo  piano  polare  s. 
h)  Nel  tetraedro  autoreciproco  ABCD   (reale   e    non   dege- 

Sanma.  —  Geometria  proiettiva.  71* 
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nere)    di    una  polarità    ordinaria    IT ,    le    involuzioni    rigati 

I=|AB  ,  CD|,r~|AC,  DBJ,I"=|AD,   BC|   trasformano  fi  in 
II  (216,  /i)  ;  e  ciascuna  delle  I,  I',  I"  è  (201,  /)    U  prodotto  delle 
altre  due  (^). 
Andiamo  ora  a  dimostrare,    che   il   tetraedro   autoreciprocn 

Il  di  n,  immaginario  di  2.«  specie^  si  può  coìisiderare  comt 

Vinsieme  di  tre  involuzioni  rigate^  una  iperbolica  e  dne  eìW- 
tichey  che  godono  delle  proprietà  di  1,1',  I". 

Dovendo  essere  ellittiche  le  date  involuzioni  di  jmnti  J,.,J,, 
armoniche  alle  involuzioni  (r)  ,  («)  di  II,  ne  segue  (67,  rf)  che 
queste  ultime  due  involuzioni  sono  iperboliche;  e  noi  indiche- 
remo con  E  j  F  ì  punti  doppi  di  (?•),  con  E' ,  F'  quelli  di  Vu 
Esisteranno  quindi  (70,  d)  le  coppie  reali  AA^  ,  A'A\  di  punti 
coniugati,  la  prima  nelle  due  involuzioni  J^  ,  EF  y  la  seconda 
nelle  due  J, ,  E'F',  E  poiché  i  grappi  EFAA^  ,  E'F'A'A\  sono 
armonici,  si  ha  EFAA^aE'F'A'A\,  In  conseguenza  [199,  d[ 
le  rette  EE'  ^  e  ,  FF'  ^  f ,  A  A'  ^  a  ,  A^A'^^a^  formano  un 
gruppo  armonico  di  rette  ;  ossia  (201 ,  e)  le  involuzioni  rigate 
iperboliche  I^^\e  ,  f\  ,  Jg ^ | a  ,  a^\  sono  armoniche:  e  quindi, 
posto  I^I^^I\  sarà  [201,  e),  l.o  e  2.°]  il  prodotto  /'  un'  invo- 
luzione rigata  ellittica,  armonica  ad  /|  ,  J^. 

Inoltre ,  le  7,  ,  1^  si  appoggiano  (201  ,  h)  all'  involuzione 
J^  |r  ,  «',  perchè  efaa^  sono  rette  doppie  sghembe  di  /;  e  quindi 
anche  /'  (che  è,  come  7|  ,  I^,  commutativa  con  /,  senza  essen» 
armonica  ad  /)  si  appoggia  ad  /  (201,  h).  E  posto  ir^r\  il 
prodotto  /''  è  pure  un'involuzione  rigata  ellittica,  che  si  appog- 
gia ad  1(201,  h)\  ed  IIT'  è  [201,  h\  l.o)  un  tetraedro  imma- 
ginario di  2.»  specie.  Ma,  essendo  ef  una  coppia  di  rette  dop- 
pie sghembe  di  II,  ed  aa^  ,  rs  due  coppie  di  rette  polari  sghembe 
di  11^  le  involuzioni  1^,1^,1  sono  commutative  con  TI,  (2lt». 
g  ,h):  e  tali  sono  pure  in  conseguenza  I^^I^I^  ,  7"^//'. 

Dunque,  poiché  I'  determina  sopra  la  sua  retta  doppia  r  una 
involuzione  di  punti,  che    è    il   prodotto    delle    involuzioni   di 


(1)  Il  prodotto  77 '7"  è  l'identità;  poiché,  essendo  7' =  77",  si 
ha  77'7"  =  7"7",  che  è  l'identità. 


-■'^"^-y 
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puuti  EF ,  AA,  determinate  da  /,  ,  I^  sopra  r,  e 
ciotto  è  Ir  (67,  d)  ;  e  poiché,  per  la   stessa   ragio 
mina  sopra  a  l'involuzione  I,;  ne  ne^e  che  il  te 

è  il  tetraedro  autoreciproco  immaginario  di 

II,  quale  è  stato  definito  in  e). 

i)  Conservando  le  notazioni  usate  in  f),  si  I 
polarità  ordinaria  II  è  definita  da  un  tetraedro 
degenerK  di  /.<»  specie  (che  ha  i  tre  vertici  DBA, 
5a^  e  i  quattro  spigoli  a^stS  ,  b^'i  ,  DA  ,  DB),  i 
E  col  suo  piano  polare  e  (ìion  appartenenti  ad 
elementi,  che  individuano  il  tetraedro). 

Condotta  per  E  l'unica  retla  m,  che  sega  le  r 
h  ,  DB,  e  posto  mb^  L  ,  m-  DB  =  M  ,  zh  ^  L'  ,  e- 
ranno  AA  ,  LL',  e  DB  ,  MM'  le  coppie  di  punti  e 
involuzioni  1,  e  J,  determinate  da  n  sulle  rette  p' 
It  0  DB.  Costruite  quindi  due  altre  coppie  ^.V , 
coniagati  ordinatamente  nelle  involuzioni  J,  ,  ], , 
un  tetraedro  autoreciproco  reale  dì  IT,  clic  insier 
definiscono  n  [a]]:  poiché  A  b  un  punto  doppio  di  1 
e  quindi  ^  è  il  polo  del  piano  DBA  ^  i  ;  i  puut 
punti  coniugati  di  Jj^]-l/,ìr  ,  Pi"\,  e  quindi  D  È 
piano  bB^ù,  e  B  k  il  polo  del  piano  fc/J=z^. 

k)  Date  le  tre  coppie  aa'  ,  bb'  ,  ce'  di  spigoli 
tetraedro  autoreciproco  in  una  polarità  ordinari! 

e  dato  un  plano  a.,  che  non  paa-  \  e  dato  un  punto 
sa  per  alcuno  dei  vertici  del  te-  giace  in  alcuna 
traedro,  se  dei  punti  a(aa'bb'ce')  del  tetraedro  ,  s 
ni  trovino  i  punti  reciproci  ;  A(aa'bb'cc')  si  tr 
A,A  ',B,B',C,C',,  ordinatamente  \  reciproci  a,a',?,P' 
situati  negli  spigoli  aa',  bb',  ce',  [  sano  ordinatami 
re  rette  A, A',  ,  B,B',  ,  C,C',  j  8^!(7o/i"aa',bb',cc', 
concorrono  nel  polo  A  del  g,^',  ,  -f,v',  giacer^ 
piano  a.  '  no  polare  a  del  j 

/)  Dati  a  punti  qualunque  ABCDE  {dei  qual 
ciano  in  un  piano),  ed  un  piano  arbitrario  S  (e 
per  alcuno  dei  punti  ABCDE),  se  si  congiungono 
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dati  mediante  una  retta  r ,  ed  i  rimanenti  tre  medianit  ttu 
piano  p,  si  ottengono  10  coppie  di  tali  elementi  r,  p;  ed  i  lu 
punti  rs  sono  poli  delle  relative  rette  pz  in  una  individuata  pò- 
larità  piana  TTg  :  poiché  ITg  è  la  polarità  determinata  sul  piano 
e  dalla  polarità  ordinaria  IT ,  definita  dal  tetraedro  antoreci- 
proco  AB  CD,  e  dal  punto  E  col  suo  piano  polare  £. 

Questo  teorema,  e  il  suo  duale,  sono  in  certa  guisa,  Testen- 
sione  allo  spazio  a  tre  dimensioni  dai  teoremi  contenuti  nel 
n.o  69,  a). 

218.  a)  In  una  polarità  ordinaria  IT,  il  polo  O  del  piano  al- 
Tinfìnito  lo^  si  chiama  centro  di  IT  ;  e  si  denominano  diamtirì 
e  piani  diametrali  di  IT  le  polari  e  i  piani  polari  delle  rette  e 
dei  punti  di  w^. 

b)  Dunque,  tufi'  i  diametri  e  tutV  i  piani  diametrali  dì  W 
passano  pel  suo  centro  0  ;  e  viceversa,  ogni  retta  (o  piano , 
che  passa  per  0,  è  un  diametro  (o  piano  diametrale). 

e)  Se  il  centro  0  è  al  finito,  chiameremo  U  polarità  ordi- 
naria a  centro. 

d)  Nella  polarità  ordinaria  n,  a  centro,  se  a  è  un  diame- 
trOy  il  piano  polare  a  del  punto  aw^  è  il  piano  diametrale 
[a)]  coniugato  ad  a  (215,  d),  e  la  polare  di  a  è  la  retta  aw. 
In  conseguenza  il  piano  polare  \k  di  un  punto  qualunque  M  di 
rt,  dovendo  passare  per  la  retta  aio^,  è  parallelo  ad  a;  e  nella 
polarità  ternaria  U^,  che  IT  determina  nel  piano  pt,  è  |ia  il 
centro  di  IT^^,  perchè  polo,  in  H^^,  della  retta  jjlco,^,  ^  aw^  ('il6, 
h)  Dunque  : 

l.o  In  uìia  polarità  ordinaria  IT,  a  centroy  il  piano  polare 
\L  di  un  punto  arbitrario  M  è  parallelo  al  piano  diametrale  cqh- 
iugato  ad  OM: 

2.0  il  luogo  dei  centri  delle  polarità  ternarie,  che  II  deter- 
mina sopra  i  piani  paralleli  ad  un  dato  pianò  diametrale  5(. 
è  il  diametro  a  coniugato  ad  ol: 

3.0  un  diametro  t^  di  TI  è  coniugato  a  ciascun  diametro  b, 
situato  nel  piano  diametrale  a  coniugato  ad  a  (perchè  h  scp 
la  polare  aco^  di  a)  ;  e  U7i  piano  diametrale  a  è  coniugato  nd 
ogni  piano  diametrale  ^,  che  passa  pel  diametro  a  coning'tt*^ 
ad  a  (perchè  p  passa  pel  polo  aw^  di  a): 
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4.0  Due  diametri  coniugati  a  ,  b  giacciono  ordinatamente 
nei  piani  diametrali  ^  ,  a,  coniugati  rispettivamente  a  b  ,  a  ; 
e  due  piani  diametrali  coniugati  a  ,  ^  passano  ordinatamente 
per  i  diametri  b  ,  a,  coniugati  rispettivamente  a  ^  y  i: 

5.^»  Il  luogo  dei  punti  centrali  delle  involuzioni^  che  IT  de- 
termina su  ciascuna  retta  \  \  ad  un  dato  diametro  in  di  IT,  è  il 
piano  diametrale  pi  coniugato  ad  m  (perchè  questi  punti  cen- 
trali sono  reciproci  del  punto  all'  infinito  mw^  di  m,  e  quindi 
sriacciono  nel  piano  polare  yi  del  punto  wi(o^). 

<?)  Se  iJ^-^^abc  è  un  triedro  autoreciproco  (212,  h)  nella 
polarità  ternaria  FTo,  che  la  polarità  ordinaria  TI  a  centro  0  de- 
termina nella  stella  [0],  le  facce  X;jlv  (o  gli  spìgoli  Imn)  costi- 
tuiscono una  terna  di  piani  diametrali  (o  di  diametri)  con- 
fugati — a  due  a  due — in  U  ;  e  i  piani  diametrali  X{Jlv  sono  or- 
dinatamente coniugati  in  IT  ai  diametri  Iran. 

f)  E  siccome,  di  triedri  autoreciproci  trirettangoli  in  Ilo  , 
ne  esiste  in  generale  un  solo  (213,  g)  aSy^a^c,  ne  segue  che 
in  generale  ogni  diametro  di  IT  non  è  J_  al  suo  piano  diame- 
trale coniugato.  Chiamando  dunque  a^se.d/ IT  ciascun  diametro 
di  n  _L  al  suo  piano  diametrale  coniugato  a  [ossìa  ciascun 
asse  del  punto  0] ,  e  denominando  a  piano  principale  di  TT, 
associato  all'  asse  a ,  si  ha  che  in  generale ,  in  una  polarità 
ordinaria  TI  a  centro  0  esistono  tre  soli  assi  abc,  i  quali  costi- 
tuiscono un  trispigolo  trirettangolo  abc  ^  a^Y  ;  e  le  facce  op- 
poste «^7  sono  i  tre  soli  piani  principali  di  W ,  ordinata- 
mente associati  agli  assi  abc. 

//)  Ma,  se  in  Ho  esistono  (213,  g)  iìiftniti  triedri  autoreci- 
proci tHrettangoli,  che  hanno  in  comune  uno  spigolo  a  e  la 
faccia  opposta  a,  la  polarità  ordinaria  H  a  centro  ha  infiniti 
assij  dei  quali  V  uno  a  è  J_  a  tutti  gli  altri  ;  e  questi  ultimi 
giacciono  nel  piano  principale  a  associato  ad  a,  mentre  tutti 
gli  altri  infiniti  piani  principali  passano  per  a. — E  noi  diremo 
che  allora  IT  ò  di  rotazionCj  con  Tasse  di  rotazione  a. 

Dunque,  una  polarità  ordinaria  IT,  a  centro  e  di  rotazione 
(la  quale  non  muta,  rotando  di  un  A  qualunque  intorno  al- 
l'asse di  rotazione  a),  determina  sopra  un  piano  o' ,  _L  f^d  a, 
fina  polarità  circolare, 

h)  In  fine,  se  la  polarità  Uo   è    ortogonale,    nella  polarità 
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IT  ogni  diametro  m  è  un  asse  di  IT,  e  il  piano  diametrale  ^  1 
ad  m,  è  il  piano  j^'^incipale  associato  all'asse  in. — Noi  chiame- 
remo sferica  una  tale  polarità  ordinaria  a  centro. 

Dunque,  una  polarità  sferica  {che  non  muta,  roteando  in- 
torno al  suo  centro)  determina  sopra  un  piano  qualunque  e' 
una  polarità  circolare  ;  e  tutte  le  polarità  sferiche  determinano 
r assoluto  sul  piano  aiV infinito, 

i)  Le  polarità  ordinarie  a  centro  vanno  dunque  distinte  in 
polarità  a  centro  e  non  di  rotazione,  in  polarità  a  centro  e  di 
rotazione,  e  in  polarità  sferiche.  Ma^  in  seguito,  ciascaua  di 
queste  tre  specie  di  polarità  a  centro  sarà  distinta  in  altre  sot- 
tospecie. 

A;)  In  una  qualunque  polarità  U.  a  centro,  una  t-enia  al^ 
di  piani  diametrali  coniugati,  e  il  piano  aW  infinito  w^:»""^ 
due  diametri  coniugati  e  le  loro  due  polari  —  costituiscono  un 
tetraedro  autoreciproco  di  IT. 

l)  In  una  qualunque  polarità  a  centro  IT,  il  piano  polare 
jjL  di  un  punto  il/  è  j.  al  diametro  OM,  quando  OM  è  un  abse 
di  n  [e),  l.o].  Dunque,  in  una  polarità  sferica  ogni  piano  *s.  ì 
J_  clI  diametro y  che  passa  pel  polo  di  (X. 

m)  Ciùamcremo  paraboloidica  una  polarità  ordinsvria,  se  il 
suo  centro  0  (polo  del  piano  airinfìnito  w^)  sta  airiniinito. 

Dunque  [a),  b)],  in  una  jwlarità  paraboloidica  II,  i  diametri 
sono  paralleli  alla  direzione  del  centro  0,  ed  ai  piani  diame- 
trali ;  e,  viceversa,  ogni  retta  d  (o  piano  e)  \  |  oMa  direzione 
del  centro  0  è  un  diametro  (o  un  piano  diametrale), 

n)  Un  piano  a  J_  ai  diametri  di  11^  e  tutt'i  piani  della  stessa 
giacitura  di  a,  segano  lo^  secondo  una  stessa  retta  aio,^,  la 
cui  polare  a  sarà  un  diametro  J_  ad  a  ;  e  quindi  ogni  altro 
diametro  d  non  è  j_  ai  piani,  che  passano  per  la  polare  (all'in- 
finito) di  d, — E  noi  chiameremo  asse  di  IT  quest'unico  diametro 
J_  alla  giacitura  della  sua  polare. 

Inoltre,  se  ^  ,  y  sono  due  piani  diametrali  coniugati  (215,  rf', 
un  piano  a,  che  passa  per  la  polare  del  diametro  fy^a,  non 
è  in  generale  j_  ad  a  (lo  è  solo  quando  a  è  Tasse)  ;  e  poiché 
il  polo  del  piano  ^  sta  airinfinito  nella  rettA  a^,  ne  segue  che 
la  direzione  del  polo  di  un  piano  diametrale  g  non  è  in  gene- 
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rale  J_  a  p  (').  Ma,  3e  n  è  l'asse  d 
piani  ortogonali  coniugati  detl'invc 
ranno  i  soli  piani  diametrali,  i  cui 
zloni  _L  ad  essi,  e  che  noi  chlamei 
di  n. 

Se  poi  l'involuzione  (a)  di  n  è  ( 
trale,  condotto  per  l'asse  a,  è  un  ] 
diremo,  che  la  polarità  paraboloid 
rotando  intorno  ad  a)  è  rfj  rotazio 
determina  sopra  ogni  piano  X  <^ 

o)  E  pure  evidente  [rf)|  che,  i 
dica  n, 

1."  il  luogo  dei  centri  delle  pi 
mina  sui  piani  di  datti  giacitura 
retta  («o„: 

2,"  U  rette  polari  delle  rette  d 
mano  una  stella  di  raggi  paralleli 

3.0  se  n  è  vna  retta,  non  \\  a; 
centri  delle  involuzioni  di  punti,  e 
nd   n,  è  il  piano  diametrale  coniiii 

ÌSI9.  a)  Analogamente  a  quanto 
nel  piano  o  nella  stella,  anche  in  i 
che  non  sia  nulla  ,  si  può  cercare 
l'inviluppo  dei  piani  uniti).  Si  avr 
mentale  Q,  reale  o  immaginaria. 

fa)  La  Q  è  tale  che  ogni  retta 
punti,  reali  o  immaginari  ;  e  per  og 
due  piani  tangenti,  reali  o  inimagi 
dire  che  Q  è  una  superficie  di  2.° 
è  di  2."  classe;  e  comprendendo  ir 
che  Q  è  di  2."  grado,  ovvero  è  un 

e)  Le  quadriche  cosi  definite  e 
classe  di  superficie,  e  ci  limiteremi 


(')  Può  bene  esaei-e  ay  -1-  P  ■  ^^ 
Y  ;  altrimenti  sarebbe  pf  X  ad  a  :  r 
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comprendono,  tra  le  superficie  g\k  conosciute,  come  casi  par- 
ticolari, le  quadriche  rigate,  i  coni  e  le  sfere.  Più  in  là  potremo 
occuparci  a  parte,  e  più  diflfusameute,  di  queste  superficie,  ma 
non  escluderemo  che  sin  da  ora  si  possano  trasportare  ad  es^e 
tutte  le  definizioni  e  i  teoremi  relativi  alle  polarità  iiuatemarie 
che  le  individuano. 

220.  a)  La  effettiva  esistenza  di  una  polarità  nulla  risnlui 
dal  seguente  teorema: 

Dati  cinque  punti  ABCDE,  dei  quali  mai  quattro  giacciano 
in  un  piano j  i  sistemi  quaternarii  correlativi  1  ,  1',  in  cui 
ai  punti  A,  B,  C,  T>,  E  di  ^  corrispondo Jio  i  piani  EAB^a. 
ABC=3  ,  BCD=Y  ,  CDE=5  ,  DEA  =  2  di  i]',  costituiscono  ttnn 
polarità  nulla  IT  ; 

A     B     C     D    E 

e  dal  fatto,  che  le  supposte  corrispondenze       ,   -5  ,       f  à^  - 

definiscono  (156,  k)  i  sistemi  correlativi  S  ,  1'. 

A  dimostrare  V  enunciato  teorema,  si  osservi  dapprima  clie 
gli  elementi  delle  coppie  i4a  ,  i?^  ,  C^  ,  i>ò  ,  Ez  si  corrispon- 
dono con  permutabilità  in  1  ,  1':  perchè,  p.  e.,  al  piano  EABai 
di  i]  deve  corrispondere  in  1'  il  punto  sa^,  ossia  il  punto  A, 

Inoltre,  poiché  le  forme  ternarie  correlative  A{BCDE)  e 
«(^YSc)  ,  B{ACDE)  e  ^{n-^ii)  si  corrispondono  con  permutabilità 
in  1  ,  -',  di  ogni  punto  if,  il  piano  corrispondente  ji,  costroito 
come  nel  n.o  156,  A;),  corrrisponderà  ad  M  involutoriament^  in 
2)  ,  2'  ;  e  quindi  1  ,  S'  costituiscono  una  polarità  quaternaria  fi 

Ma  AB  ,  BC ,  CD  ,  DE  ,  E  A  sono  rette  doppie  in  H  (poiché, 
p.  e.,  la  polare  della  retta  AB  è  ìsl  retta  a^,  ossia  la  stessa 
AB):  perciò,  posto  CDa^N,  il  punto  ^  è  il  polo  del  piano 
ODA;  e  in  conseguenza  la  polare  della  retta  AN  è  l'interse- 
zione dei  piani  a  e  ODA,  che  6  la  stessa  AN.  Dunque,  essendo 
AN ,  AE  j  AB  tre  rette  doppie  di  R,  che  appartengono  al  fa- 
scio di  raggi  (A,  a),  IT  sarà  perciò  (216,  n)  una  polarità  nulla. 

Il  teorema,  ora  dimostrato,  può  enunciarsi  pure,  dicendo: 
Due  sistemi  quaternarii  correlativi  1  ,  1'  costituiscono  una  p<r 
larità  nulla  IT,  se  ciascuno  dei  lati  AB  ,  BC  ,  CD  ,  DE ,  EA  di 
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piano  polare  3  ;  di  un  punto  C  di  ^,  non  situato  sulla  retta 
a^^^ABy  il  piano  polare  y;  dì  un  punto  D  di  v^  non  situato 
sopra  alcuna  delle  rette  f  >  ^  BC ,  ^a,  il  piano  polare  8  ;  e  di 
un  punto  E  della  retta  oot,  il  piano  polare  e:  sarà  evidente- 
mente ABCDE^n^-^^oz  un  pentagono  autorecìproco  di  IT. 

d)  Chiameremo  complesso  lineare  di  ret€è  (generatrici,  o 
raggi  del  complesso)  un  sistema  di  rette,  distribuite  in  guisa 
che  tutte  quelle,  le  quali  appartengono  ad  un  punto  (o  piano) 
qualunque,  formino  un  fascio;  e  diremo  singolare  (8peci€dt)  vai 
complesso  lineare  di  rette,  se  tutt'  i  raggi  del  complesso  sono 
le  rette  che  si  appoggiano  ad  una  stessa  retta  {asse  del  com- 
plesso). 

Dunque  [b)],  tutte  le  rette  doppie  di  un  sistema  nullo  Sfor- 
mano un  complesso  lineare  di  rette  C,  non  singolare,  apparte- 
nente a  IT. 

E  viceversa,  un  dato  complesso  lineare  di  rette  C,  non  sin- 
golare, individua  un  sistema  nullo  IT,  che  contiene  C 

In  fatti,  se,  di  ogni  punto  A  si  prende  per  piano  corrispon- 
dente quello  del  fascio  di  raggi  (A)  di  C,  e  di  ogni  piano  P 
si  prende  per  punto  corrispondente  il  centro  B  del  fascio  dì 
raggi  (^)  di  r,  quando  ^  passa  per  A,  sarà  «g  un  raggio  del 
fascio  {A)  situato  nel  piano  f ,  ossia  un  raggio  del  fascio  {B\ 
Dunque  B  giacerà  in  a  :  e  quindi  la  corrispondenza  cosi  co- 
struita è  una  correlazione,  in  cui  ogni  punto  (o  piano)  appar- 
tiene al  piano  (o  punto)  corrispondente  ;  e  questa  correlazione 
sarà  perciò  un  sistema  nullo  [cfr.  la  nota  a  pag.  552],  al  quale 
appartiene  il  dato  complesso  C. 

e)  Dati  due  sistemi  nulli  IT  ,  IT',  esistono  infinite  omografie, 
ed  infinite  correlazioni,  che  trasformano  II  in  TI'  {anche  quando 
IT'  coincide  con  IT)  :  ossia,  due  sistemi  nulli  sono  proiettiva^ 
mente  identici. 

In  fatti,  si  costruisca  [e)]  un  pentagono  ABCDE^^^t^- 
autoreciproco  in  IT,  ed  un  altro  pentagono  i4'i?'C'D'jB=a'JY'^'*' 
autoreciproco  in  IT'  (o  in  TI  stesso). 

L'omografìa  ^  —  At^ipijyijpt }  nella  quale  si  hanno  pure  le 

<n»  H  «y  Q  g 

altre  corrispondenze  ^, ,  i, ,  S ,  g, ,    ,  (perchè,  p.  e.,  al  piano 


EAh^a  corrisponde  in  il 
cinqne  coppie  Ai,  £p,  Cy, 
di   n  nelle  cinque  coppie  A' 
corrispondenti  di  n'  {o  di  n); 

È  facile  vedere,  che  ancl 
trasforma  TI  in  II'  {o  in  II). 

f)  È  evidente  poi  che: 
1."  ogni  omografia  (o  C( 

polarità  nulla  TI  in  vn'aUn 
tì-asforma  un  pentagono  aiti 
auioreciproco  dì  II',  o  della 
data  in  e)  fornisce  tutte  le 
sformano  11  in  II',  o  in  lì  s 

2."  due  dati  complessi  i 
possono  trasformare  l'uno  n 
(o  correlazioni)  ;  cioè  mediai 
ni),  che  trasformano  EÌmilmf 
plessi  appartengono  : 

3.0  «e  i  due  complessi  l 
assi  rispettioi  r  ,  r',  essi  sor 
ogni  omografia  {o  correlazio 
spandenti. 

g)  Uh  sistema  nullo  è  i 
rispettivi  poli  B'C'D',  situati 
il  piano  B'C'D' ^  a'  passi  p 

Si  tiri  per  D',  nel  piano  ò 
arbitraria,  che  seghi  in  E,  1 
nulla,  nella  quale  ai  punti  1 
natamente  i  piani  EWA^}, 
[a)].  In  n  corrisponderà  al  ( 
a',  C'FE,  FEB',  II  piano  dei 
Dunque  esiste  mia  polarità  i 
corrispondenze  supposte  nel 

Andiamo  ora  a  provare,  e 
al  variare  del  pentagono  B' 

le  corrispondenze  auTti,  , 
trovare  l'unico  plano  polare 
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Dì  vero,  il  polo  del  piano  MB'Cf  devo  giacere  in  questo 
piano  e  nella  polare  Py  ^^  B'C;  ossia  questo  polo  è  il  punto 
d'intersezione  jN^  del  piano  MB'C  e  della  retta  ^y.  E  simil- 
mente, trovando  i  poli  P ,  Q  dei  piani  MC'D*  ,  MD'B'y  si  ha  in 
NPQ  il  richiesto  piano  p  ;  il  quale  passerà  per  AT,  poiché  noi 
operiamo  in  sostanza  nella  polarità  nulla  11. 

lì)  Dal  teorema  g)  segue,  che  un  sistema  nullo  è  definito 
da  due  dati  tetraedri  Mobius. 

i)  Dati  un  punto  A  ed  un  piano  a,  che   si  appartengono, 
e  date  tre  rette  bcd,  sghembe  a  due  a  due^  e   che    non   appar- 
tengono né  ad  A,  né  ad  a,  è  individuata  una  polarità  nulla  W, 
che  ha  bcd  per  rette  doppie,  ed  A  per  polo  di  a. 
Di  vero,  posto  i4ò^3,  Ac^^y  Ad^S^  ab^B',  ac^O'j  ad=D'; 

jjt     rti     jy 

la  polarità  nulla  11  èdefinita[(jf)]  dalle  corrispondenze^   ì       i  2   \ 

ed  evidentemente  in  II  il  punto  A  è  polo  del  piano  a,  e  hcd 
sono  tre  rette  doppie. 

k)  Due  coppie  rr' ,  ss'  di  rette  polari  di  un  sistema  nullo 
n,  sghembe  a  due  a  due,  appartengono  ad  una  schiera  rigata 
R',  le  cui  generatrici  hanno  per  rette  polari  altre  generatrìà 
di  R'  (*),  mentre  le  generatrici  della  schiera  rigata  R,  incidente 
ad  R',  sono  tutte  rette  doppie  di  II  (o  raggi  del  complesso  li- 
neare C  appartenente  a  IT)  ;  inoltre^  tre  rette  doppie  qualunq^ne 
a,  b,  e  di  U,  sghembe  a  due  a  due,  individuano  una  schiera  di 
rette  doppie  di  II. 

Di  vero,  ogni  retta  d,  che  si  appoggia  ad  r  ^r' ,  s  b  [6),  2  °] 
una  retta  doppia  di  II  ;  e  perciò  d  si  appoggia  [b),  2."]  anche 
ad  «'.  Dunque  rr'ss'  è  un  gruppo  di  4  rette,  appartenenti  per- 
ciò ad  una  schiera  rigata  R\  mentre  la  schiera  incidente  i?. 
generata  da  cZ ,  è  una  schiera  di  rette  doppie  di  H ,  e  quindi 
anche  una  schiera  di  raggi  del  complesso  lineare  C  apparte- 
nente a  11.  Inoltre  la  polare  t^  di  una  generatrice  qualunque 
t  di  R',  dovendo,  come  t,  appoggiarsi  alle  generatrici  di  /?, 
sarà  un'  altra  generatrice  di  E'.  In  fine,  le  generatrici  dell.'i 
schiera  rigata,  incidente  a  quella  individuata   da  a,  6,  r,  sa- 


(*)  Quindi,  le  generatrici  dì  R',  essendo  a  due  a  due  rette  pol<ìr* 
in  11,  costituiscono  una  forma  involutoria  nella  schiera  R'. 
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ranno  ,  per  la  stessa  ragione ,  a  dne   a   due ,    rctt 
Il  ;  e  perciò  la  schiera  individnata  da  a,  h,  e  cost 
doppie  in  II. 

l)  In  un  gigtema  nullo  U,  due  rette  polari  di. 
se.fiano  un  piano  qualunque  a  in  due  punti  ri.  , 
retta  congiungente  passa  pel  polo  A  di  a\  ed  r  ,  r' 
tate  da  un  punto  qualunque  B  secondo  due  piani 
cui  intersezione  giace  nel  piano  polare  ^  di  B. 

In  fatti,  la  retta  rn-r'a  b  [h),  -2.»]  una  retta  dop 
•juindi  passa  pel  polo  ^  di  a:  o  cosi  pare  la  retti 
una  retta  doppia  di  II,  la  quale  perciò  giace  nel  j 
g  di  B. 

vi)  Date  tre  rette  rr'a,  sghembe  a  due  a  due,  è 
il  HÌstema  nullo,  che  ha  r  ,  r'  per  rette  polari  ed 
doppia. 

Condotte  due  rette  a  ,  «',  che  si  appoggino  ad 
posto  ga^A  ,  s'a^B,  s'r^C ,  tr^E,  ed  assunto  in 
7^,  distinto  dai  punti  sr'  ,  a'r',  sarà  ABCDE  un  pe 
toreciproco,  che  definisce  un  sistema  nullo  II  [a)]: 
rette  r ,  r'  sono  polari  (poiché,  appoggiandosi  r  al 
pie  8  ,  s',  la  polare  di  r  deve  passare  pel  polo  D  d 
e  deve  segare  s  ,  s',  ossia  deve  coincidere  con  r'), 
una  retta  doppia. 

Proveremo  ora  che  il  sistema  polare  II  è  unico, 
del  pentagono  ABCDE,  mostrando  come  ei  possa  ci 
diante  rr'a,  di  ciascun  punto  M  (o  piano  v)  l'unit 
lare  |i  (o  polo  N).  _ 

Si  tirino  le  rette  6  ,  e,  che  seghino  r  ,  r',  e  de 
prima  passi  per  M,  e  la  seconda  giaccia  nel  piano  . 
b  ,  e  duo  rette  doppie  di  II:  e  quindi  il  punto  ca  i 
del  piano  Ma,  e  le  rette  doppie  M-ca,b  indivi 
piano  polare  jj:  di  M. 

Analogamente  sì  costruirà  l'unico  polo  N  del  pi 

n)  Se  rr' ,  ss'  sono  due  coppie    di   generatrici, 

mente  assunte  in  una  schiera  rigata  R,  é  individuati 

nullo,  che  ha  in  rr' ,  ss'  due  coppie  di  rette  polari. 

Di  vero,  se  «  è  una  retta  sghemba  ad  r ,  r',  ma 
s  ,  s',  k  individuato  il  sistema  nullo  II,  che  ha  r  ,  ) 
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polari,  ed  o  per  retta  doppia  [m)].  E  poiché  s  si  appoggia  ad 
a,  la  polare  s,  di  «  in  II  deve  appoggiarsi  ad  a  [b),  2.o],  ed 
rr'ss^  dev'essere  un  gruppo  di  rette  [k)]  ;  ossia  rr'sè'B^  sono 
generatrici  della  schiera  rigata  /?,  individuata  dalle  sue  tre 
generatrici  rr's.  In  conseguenza  s^  deve  coincidere  con  «';  per- 
chè, in  opposto,  a  si  appoggerebbe  a  tre  generatrici  «,  «',  *,  di 
B,  e  quindi  segherebbe  pure  le  altre  due  generatrici  r ,  r'  di 
i^,  contro  l'ipotesi  fatta.  Dunque  anche  s  ,  «'  sono  rette  polari 
in  IT. 

Che  n  poi  sia  unico,  al  variare  di  a,  si  vede,  osservando  che, 
di  un  punto  qualunque  3/,  il  piano  polare  jjl  è  quello  delle  due 
rette  b  ,  e,  che  passano  per  M  e  sì  appoggiano  rispettivamente 
alle  coppie  di  rette  rr^ ,  «»'. 

Analogamente  si  ha  il  polo  N  di  un  piano  qualunque  v. 

Si  noti  poi  che ,  indicando  con  Imn  tre  rette  doppie  di  II 
le  quali  si  appoggino  ad  rr'ss*  (ossia  appartengano  alla  schiera 
rigata  R^  incidente  ad  R),  mentre  una  retta  descrive  la  schiera 
rigata  rr's..,  la  sua  polare  in  11  descriverà  la  schiera  rigata 
rV«'...,  proiettiva  involutoriamente  alla  prima,  e  che  si  appogiria 
pure  ad  Imn, 

Dunque^  in  vece  del  teorema  ora  dimostrato^  possiamo  anche 
dire  : 

Mediante  una  schiera  rigata  involutoria  !rr' ,  ss'i  è  indici- 
duato  un  sistema  nullo  IT,  al  quale*  la  schiera  appartiene, 

o)  Se  rr' ,  ss'  sono  due  date  coppie  di  rette  sghembe  tali 
che  i  punti  rsE=A  ,  r's'^B  giacciano  ordinatamente  net  pw«t 
r'8=a  ,  rs^^S,  è  individuato  il  sistema  nullo j  che  ha  i»rr',ss' 
due  coppie  di  rette  polari  (^).    . 

In  fatti,  se  a  è  una  retta  sghemba  ad  r  ,  r',  ma  che  8e<:hi 
s  ,  s*,  è  individuato  il  sistema  nullo  TI,  che  ha  r  ,  r'  per  retif 
polari   ed  a  per  retta  doppia.  Inoltre,  poiché  s  passa  per  i, 


(*)  E  chiaro  che,  se  due  coppie  rr' ,  sii'  di  rette  polari  distìnte 
dì  una  data  polarità  nulla  U  sono  talìj  che  s  si  appoggia  ad  r,  e 
quindi  s'  ad  r',  i  punti  rs  ,  r's'  giacciono  ordinatamente  nei piam 
r's' ,  rs  ;  poiché  questi  piani  sono  rispettivamente  i  piani  polari  dei 
punti  rs  ,  r's'  (215,  d). 


giace  nel  piano  ^  e  si  appoggia  alla  retta  unita  a,  I 
«,  di  8  in  IT  deve  giacere  nel  piano  polare  As'^7.  di 
passare  pel  polo  ^s' ^  £  di  ^  e  deve  appoggiarsi  ad 
deve  8,  coincidere  con  »'. 

Si  proverà  poi,  come  in  «),  che  II  è  unico,  al  varii 
p)  Poicliè,  in  una  polarità  nulla  IT,  il  piano  all'in 
appartiene  al  ano  polo  0,  come  nella  polarità  parat 
adottando  per  Ja  prima  le  stesse  definizioni  di  centro,  < 
piani  diametrali  ed  asse,  date  per  la  seconda  nel  n/ 
l'Cffgc  per  una  polarità  nulla  quanto  fu  detto  nel  n.o 
n),  o)  1.",  2.»  per  la  polarità  paraboloidica;  eccezione 
piani  principali,  che  non  esistono  nella  polarità  nulla, 
traedri  antoreciproci  [di  cui  non  si  parla  in  218,  m),  i 

È  bene  perù  notare  che,  un  sistema  nullo  IT  (e  quit. 
il  relativo  complesso  lineare)  non  è  alterato  da  una  tn 
qualunque  nella  direzione  dei  tuoi  diametri:  poiché  il 
un  piano  arbitrario  a  è  riutersezione  ^  di  a  col  diam 
iugato  ad  a  ;  e  quindi  i4  ed  a  continnano  ad  essere 
piano  polare  in  II,  anche  dopo  la  traslazione  suindics 
q)  In  una  polarità  nulla  U,  ogni  retta  j.  all'asse 
e  che  sega  a,  é  una  retta  doppia  ;  ed  ogni  retta  doppi 
all'asse  a,  sega  a,  e  se  aega  a,  è  X  ad  a. 

In  fatti,  se  una  retta  m  è  ±  a,d  a,  essa  giacerà  in 
^  j_  ad  <i,  e  perciò  segherà  la  polare  di  a  (che  è  la 
l'infinito  di  ^)  ;  slccliè,  se  m  sega  a,  sarà  una  retta  de 
2.0],  e  se  è  una  retta  doppia,  segherà  a  [b),  2.0].  Se 
una  retta  doppia,  che  sega  a,  essa  dovrà  segare  anet 
lare  di  a,  la  quale  è  la  retta  all'infinito  del  piano  |J., 
pel  punto  ma  perpendicolarmente  ad  n  ;  e  quindi  m 
nel  piano  v,  e  sarà  perciò  J_  ad  a. 

r)  Un  sistema  nullo  U  è  individuato  dal  suo  assi 
una  sua  retta  doppia  h,  sghemba  ad  a;  polche  è  dai 
uncfae  la  polare  di  a,  che  è  la  retta  all'infinito  di  un 
ad  (i;  e  si  rientra  nel  teorema  «0- 

Si  noti  poi  che,  so  per  un  punto  3f  di  b  si  conducf 
;4.  X  *d  a,  la  retta  M-^d  —  c  è  un'  altra  retta  doppia 
quindi  bc~,\L  è  il  piano  polare  di  M.  In  conseguenza 
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cendo  per  M  un  piano  qualunque  v,  che  sega  |i  nella  retU  dop- 
pia piv,  la  J_  n,  condotta  all'asse  a  nel  punto  va  e  nel  piano  % 
segherà  [jl  nel  polo  w  •  |Jiv  ^  ^  di  v. 

8)  In  una  polarità  nulla  II,  «e  r ,  r'  sono  due  rette  polari 
distintey  l.o  ogni  piano  ^,  parallelo  ad  t  ^r',  è  un  piano  dia- 
metrale  :  2.o  le  proiezioni  ortogonali  di  r  ,  r'  sopra  un  piaRf» 
a  J_  all'asse  a  di  IT  (o  sopra  U7i  pia/io  X,  che  passa  per  &)  son» 
parallele  (o  concorrono  in  un  punto  di  a)  :  3.o  la  retta  doppia 
m,  cìie  sega  r  ed  r'  ad  angoli  retti,  sega  ancora  l'asse  a  ad  an- 
golo retto. 

Di  vero,  la  retta  r'^i^r'^  (ossia  la  retta  all'infinito  di  ^)  è  una 
retta  doppia  [Z)J,  la  quale  contiene  perciò  il  polo  di  ^:  e  quindi 
^j  avendo  il  suo  polo  airinfinito^  è  un  piano  diametrale. 

Inoltre,  essendo  ^  { |  all'asse  a  (perchè  piano  diametrale),  i 
piani  p  ,  ^',  condotti  rispettivamente  per  r ,  r'  e  1 1  ad  a,  sono 
1 1  a  p,  e  perciò  proiettano  ortogonalmente  r  ,  r'  sopra  a  in  due 
rette  1 1  ;  mentre,  se  r,  ,  r\  sono  le  proiezioni  ortogonali  di  r,  f* 
sopra  X,  la  j_  a  X  nel  punto  r^ì^^ ,  segando  le  rette  polari  r,  r\ 
è  una  retta  doppia  j_  ad  a,  e  perciò  [q)]  deve  segare  a. 

Infine^  la  retta  doppia  m,  che  sega  r ,  r'  ad  A  retti,  h  ±» 
^,  e  quindi  anche  ad  a;  e  perciò  sega  pure  a. 

t)  Date  due  coppie  rr' ,  ss'  di  rette  polari  distinte  di  nn 
sistema  nullo  IT,  costituire  tasse  a  di  II. 

Si  costruiscano  le  rette  b  ,  e,  che  seghino  ortogonalmente  le 
coppie  rr' ,  ««',  e  la  retta  a  che  seghi  ortogonalmente  ò ,  f  : 
sarà  [«),  3.0]  a  l'asse  richiesto. 

Se  ò  ,  e  coincidono,  questa  costruzione  cade  in  difetto.  Ma 
allora,  essendo  individuato  II  [n)] ,  si  sostituirà  ad  una  delle 
coppie  rr* ,  ss'  un'  altra  coppia  di  rette  polari  distinte. 

u)  Un  sistema  nullo  IT  (e  quindi  il  relativo  complesso  li- 
neare) è  simmetrico  rispetto  ad  una  qualunque  sua  retta  rfo/>- 
pia  b,  che  sega  (ad  angolo  retto)  Vasse  a  di  11. 

In  fatti,  indicando  con  c^  la  retta  all'  infinito  del  piano  7, 
condotto  per  a  perpendicolarmente  a  &,  sarà  c^^  un'altra  retta 
doppia  di  n  ;  poiché  c^  passa  pel  punto  all'  infinito  di  a,  che 
è  il  polo  del  piano  all'  infinito,  e  giace  in  questo  piano  all'  in- 
finito. In  conseguenza,  l'involuzione  rigata  di  assi  b  ,  c^,  ossia 
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la  simmetria  rispetto  alla  retta  b  (195,   t)^   trasforma   TI   in   II 
(215,  g). 

v)  Un  8i»teiìì,a  nullo  II  (e  quindi  il  relativo  complesso  li- 
neare) resta  inalterato,  rotando  intorno  al  suo  asse  a  di  un  an- 
golo qualunque  a  (^). 

Di  vero,  indicando  con  M  il  polo  di  un  piano  qualunque  pi» 
e  posto  y.a^A,  sarà  MA  una  retta  doppia  di  IT,  la  quale  è 
buindi  perpendicolare  ad  a  [q)].  E  se  M^  y  \i^  sono  le  posizioni 
che  prendono  M ,  jjl,  dopo  aver  rotato  di  un  angolo  a  intorno 
ad  a,  sarà  M^A  perpendicolare  ad  a  ed  eguale  ad  MA.  Condu- 
cendo ora  la  bisettrice  b  dell'  angolo  MAM^  =  a,  sarà  b  una 
retta  doppia  di  II  ;  e  la  simmetria,  rispetto  alla  retta  6,  trasfor- 
merà M  in  M^  e  jji  in  pi,;  ossia  [«)]  sarà  M^  il  polo  di  jjl,  :  ciò 
che  dimostra  il  teorema. 

x)  Dati  tre  punti  ABC  e  tre  piani  a^y  ^*  *"**  retta  v  ed 
una  retta  s  sghemba  ad  r,  è  individuato  il  sistema  nullo  che 
ha  T  ,  s  per  rette  doppie  ed  ABC  per  poli  ordinatamente  di  apY- 

Posto  r(oL^'^)^A^B^C^  ;  e  posto  AA^  ^p  ,  BBi^q  ,  CC^^r 
e  costruite  le  direttrici  aa^  della  schiera  pqr  armonicamente 
separate  da  r  ,  «,  sia  II  il  sistema  nullo  definito  dalla  schiera 
involutoria  rr'ss-aa^.,..  In  II  saranno  rette  doppie  non  solo  r,  s, 
ma  anche  tutti  raggi  della  schiera  pqr,  ed  ABC  saranno  poli 
di  a^Y- 

Dedurne  che,  se  r ,  «  sono  rette  doppie  sghembe  di  un  si- 
stema nullo  il,  le  rette  doppie  che  si  appoggiano  ad  r  ,  «  co- 
stituiscono una  schiera. 

221.  a)  Due  sistemi  quaternarii  correlativi  £  ,  S',  coi  punti 
limiti  J  ,  I'  al  finito y  possono  sempre  sovrapporsi  in  guisa  da 
costituire  una  polaHtà  ordinaHa  II,  a  centro  \  e  ciò  in  8  modi, 
o  in  infiniti  modi. 

In  fatti,  proiettando  da  i'  le  rette  airinfinito  di  2',  che  cor- 
rispondono alle  rette  di  1    condotte    per   J,   si   generano    due 


(*)  Da  questo  teorema  risulta  evidentemente  che,  se  (C)  è  un  cir- 
colo, il  cui  centro  C  giace  sull'asse  a  di  un  sistema  nullo,  e  il  cui 
piano  é  J_  ad  a,  i  piani  polari  di  tutti  i  punti  di  (C)  inviluppano 
un  cono  di  rotazione  intomo  ad  a,  e  di  vertice  C. 

Sammia — Geometria  proiettiva.  73* 
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Stelle  correlative  [J] ,  [!'].  Ora,  se  abc  è  il  trispigolo  triretun- 
golo  della  stella  [J],  al  quale  corrisponde  (213,  d)  nella  stella 
correlativa  [/']  il  triedro  trirettangolo  a'^'-f'?  ^  evidente  che  ai 
punti  di  £  situati  all'infinito  in  a,  ò,  e  corrisponderanno  in  V 
ordinatamente  i  piani  a',  ^',  y'.  In  conseguenza,  trasportando  V 
in  guisa,  che  i  piani  a',  P',  7'  coincidano  rispettivamente  coi 
piani  bc,  ca,  ab,  il  tetraedro,  formato  dai  tre  piani  a'^'y'  e  dal 
piano  airinfinito,  sarà  tale  che,  nelFattuale  posizione  relativa 
di  I  e  I',  ai  vertici  del  tetraedro  stesso,  considerati  come  punti 
di  ^y  corrisponderanno  in  I'  ordinatamente  le  facce  opposte; 
e  perciò  I  ,  1'  costituiranno  (216,  a)  una  polarità  ordinaria  II, 
di  centro  J. 

Siccome  poi  di  trispigoli,  quali  abc,  ne  esiste  uno  solo  nella 
stella  [Jj,  0  ne  esistono  infiniti,  cosi  ne  segue  T  ultima  part»» 
deir  enunciato  teorema. 

b)  Se  i  punti  limiti  J,  J'  di  2  ,  S'  giacciono  ali"  infinito 
(156,  h),  indicando  con  to^  il  piano  all'infinito,  e  con  0  ,  e  due 
piani  X  ordinatamente  alle  direzioni  di  /' ,  ./,  sieno  a  ,b'  le 
rette,  che  in  1,1'  corrispondono  rispettivamente  alle  rette 
p'co^  ,  010^  di  V  ,  2,  Ai  punti  della  punteggiata  (a)  di  S  corri- 
sponderanno in  V  piani  J_  a  6',  che  determineranno  sopra  V 
una  punteggiata  (&')  evidentemente  simile  alla  punteggiata  (<i.: 
mentre,  se  si  proiettano  da  V  i  punti  di  V,  che  corrispondono 
ai  piani  del  fascio  (a)  di  2,  si  otterrà  un  fascio  di  piani  (ft') 
proiettivo  al  fascio  (a).  Ed  è  noto  che  esiste  una  coppia  sola 
di  piani  ortogonali  p ,  7  del  fascio  (a) ,  i  cui  corrispondenti 
p' ,  7'  nel  fascio  (&')  sono  pure  ortogonali,  o  esiste  un  nume- 
ro infinito  di  tali  coppie  py,  secondo  che  i  fasci  (a) ,  (6')  non 
sono  o  sono  uguali. 

Ma  è  chiaro  che,  quando  J  ,V  giacciono  all'  infinita),  Be  si 
vuole  sovrapporre  1'  a  21  in  modo  da  costituire  una  polarità 
(evidentemente  paraboloidica),  debbono  la  punteggiata  {b')  e  il 
fascio  di  piani  (6')  sovrapporsi  alla  punteggiata  (a)  ed  al  fascio 
di  piani  (a),  in  guisa  da  formare  un'involuzione  (a)  di  punti  ed 
un'involuzione  (a)  di  piani  (poiché  a  ,  6'  debbono  diventare  due 
diametri  coincidenti  nell'asse  della  polarità  paraboloidica). 

Dunque,  la  condizione  necessariay  perchè  tale  polarità  si  ot- 
tenga, è  (71,  f)  che  le  punteggiate  (a) ,  (b')  sieno  uguali;  e  qne- 
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sta  condizione  è  pure  succiente  ad 
(variando  o  e  quindi  6'),  la  richies 
Dì  vero,  sovrapposte  le  punteggi. 
da  formare  un'involuzione  Eiminetrì 
piani  P' ,  y'  coincidano  ordinatamer 
(71,  e)  anche  la  involuzione  (a)  di 
gali  X  ,  À'  in  questa  involuzione,  e 
in  due  punti  coniugati  dell'involuti 
tetraedro,  nel  quale  gli  spigoli  opp 
toriamente.  Ma  si  sa  clic  a  corrisp 
Kiacilura  u'„  dì  [a  ,  [*'  ;  e  quindi  le 
rispondenti  involutoriamente  e  pusi 
rt'„  (')  danno  un  tetraedro  aulorec 
tuiranno  ('216,  a)  una  polarità. 

e)  Se  i  fasci  di  piani  (a)  ,  {b'j  I 
involuzione  (a)  di  punti  nel  modo 
nella  sua  nuova  posizione,  risulterà 
scio  (a),  costituirà  di  per  so  con  (n 
((()  di  piani  ;  e  se  risulterà  invece  i 
scio  (n),  si  potrà  situare  in  modo  e 
con  i  corrispondenti  in  {H)un'involu 
caso  dunque  sì  ottiene  una  polarità 
(218,  n)  di  asse  a;  mentre,  nel  prii 
larità  paraboloidica  equilatera  i218, 

d)  fie  dne  sistemi  qitat/'.riinni  e 
s'icrapjtorre  in  gtiina  da  formare  i 
eqnUatera  [c.)\,  alloi-a,  e  aitlo  nìlora, 
modi,  sovrapporre  in  gnixa  da  cosi 
viceversa. 

In  fatti,  si  potrà  allora,  e  solo  al 
tcggiata  ('>')  e  il  fascio  di  piani  ['/ 
col  fascio  di  piani  (a).  Inoltre,  poìt 
retta  n  appartiene  al  punto  corrispi 
per  ciascun  piano  della  retta  f'io^ 


(')  Si  noti  che  le  rette  corrispondei 
rezionì  _L,  se  si  suppone  (come  ai  può] 
I  ':  e  lo  stesuo  va  detto  di  a  e  p'(->^  ^^  ' 


-» 
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n  doppio  modo,  ne  segue  che  ogni  retta,  che  si  appoggia  ad 
a,  a'^,  ha  so  stessa  per  sua  corrispondente.  Dunque,  le  rette 
«  >  <*'oo  segano  un  piano  qualunque  [/.  in  due  punti,  la  cui  retta 
congiungente  m  ha  se  stessa  per  sua  corrispondente:  e  perciò  il 
punto  Mj  corrispondente  al  piano  |ji  ,  giace  in  m  ;  ossia  ogni 
piano  jJL  appartiene  al  punto  corrispondente  Af,  e  quindi  [cfr. 
la  nota  a  pag.   552]  si  ha  una  polarità  nulla. 

222.  Andremo  ora  a  fare  alcuno  applicazioni  nello  spazio  dei 
risultati  generali  notevoli  contenuti  nei  n.»  208  e  209. 

a)  È  chiaro  prima  d'ogni  altro  che,  trasformando  un'omo- 
grafia Q,  ed  una  correlazione  P,  mediante  un'omografia  Q,,  si 
ottengono  un'  omografia  Og  della  stessa  natura  di  il  ,  ed  nna 
correlazione  V^  della  stessa  natura  di  T. 

Cosi,  p.  es.,  se  £2  è  un'  omografia  assiale,  tale  sarà  pare  Ù*- 
poiché  due  rette  r  j  r'  ^  che  si  corrispondono  in  £2  ,  si  mutano 
in  due  rette  r^  ,  r\  ,  che  si  corrispondono  in  Q^;  e  quindi,  se 
ò  r*  ^r,  ossia  se  è  r  una  retta  unita  di  ù ,  sarà  anche  r,  una 
retta  unita  di  Qg.  Sarà  poi  Q^  iperbolica,  parabolica,  o  ellit- 
tica, secondo  che  0  è  iperbolica,  parabolica ,  o  ellittica.  E  se 
il  è  involutoria,  tale  sarà  pure  Q^*  —  ^  chiaro  che  quanto  è 
qui  detto  regge  pure,  se  la  corrispondenza,  la  quale  trasforma 
Q  in  ^2 }  ^  ^^*  correlazione,  in  vece  di  un'  omografia. 

Cosi  ancora,  se  r  è  una  polarità,  sarà  Tg  una  polarità  della 
stessa  natura  di  T;  poiché  gli  clementi  uniti  di  r  saranno  tra- 
sformati negli  elementi  uniti  di  T^- 

b)  Il  prodotto  di  due  sistemi  nulli  distinti  II ,  IT'  è  ««'  o- 
mografia  assiale ,  le  cui  rette  unite  (  esclusi  gli  assi ,  che  soii'» 
rette  polari  in  IT  e  IT')  sono  le  rette  doppie  comuni  a  IT  ,  H^ 

In  fatti ,  indicando  con  M ,  3f'  i  poli ,  rispetto  a  IT  ,  li' ,  di 
un  piano  qualunque  pi,  la  retta  MM'^m  è  evidentemente  una 
retta  doppia  comune  a  II  e  II',  mentre  M ,  M'  sono  punti  cor- 
rispondenti dell'omografia  ITTI' ^  a.  Indicando  poi  con  JV,^' 
i  poli,  rispetto  a  IT  ,  TI' ,  di  un  piano  v  della  retta  m ,  distinta 
da  iJL ,  i  punti  N ,  N'  giaceranno  in  w ,  e  saranno  punti  corri" 
spendenti  in  Q.  Dunque  m^  MN^M'N*  è  una  retta  unita  di 
Q,  esistente  nel  piano  arbitrario  pi  ;  ossia  Q  è  un'  omografia  as- 
siale, le  cui  rette  unite  sono  le  rette  doppie  comuni  a  II  e  11'. 


L. 
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e)  Si  noti  poi,  elle  il  teorema  del  n. 
(io  C,  ,  Cj  appaitengono  ad  una  fon 
inferiore  a  qnclla,  alla  quale  appar 
C|  ,  Cj  sono  un'  omografia  ed  mia  c( 
commutative  fra  loro,  mentre  C  6  ur 
ne)  quaternaria,  saranno  C,  ,  C'j  or 
ed  una  correlazione,  commutative  ti 
una  stella  ). 

rf)  Date  un' omoffrafla  assiale  Q, 
I,  (200,  d),  «e,  mediante  un' omogra 
cori-eìazione  quaternaria  T)  sì  trasft 
I^  ,  sarà  Qg  un'  omografia  assiale  d' 

Di  vero,  Qj  ed  1.  sono  [a)]  un'oi 

voluzione  rigata:  e  poiché  I^  ha  (2( 

rette  unite  di  Q, ,  anche  I^  avrii  [a 

unite  di  Q^,  e  sarà  208,  e)  commut; 

e)  Dal  n.o  209,  b  ai  trae  che 

Il  prodotto  di  una  polarità  quale 
fla  assiale  Ù,  che  ha  per  assi  due  r 
IT,  è  un'  altra  polarità  W,  che  ha  p 
n  ,  n'  saranno  amendue  polarità  ni 
din  arie. 

Di  vero,  11  trasforma  Q  in  iì~'  (: 
lazione  ììù  è  [209,  f<)J  una  polarità  11 
in  « ,  ed  Q  trasforma  a  in  « ,  ossia 

iifl  =  n'. 

In  conseguenza,  se  n  è  un  sisteir 
si  appoggia  ad  )■  ,  a ,  t  una  retta  d 
e  quindi  a  è  una  retta  doppia  in  n 
una  polarità  nulla.  Ma,  se  IT  6  una 
retta  a,  che  si  appoggia  ad  r ,  s  e 

n,  corrisponderà  in  n  una  retta  a, ,  distinta  da  a,  e  che  si  ap- 
poggerà ad  r,s;  e  quindi  «,  sarà  una  retta  unita  di  il:  ossia 
ad  a  corrisponderà  a,  in  II',  e  perciò  II'  non  sarh  una  pola- 
rità nulla  [220,  b),  2"]. 

Analogamente  si  ragionerai  per  ll's;5lTi2. 
/■)  Nello  spazio  afre  dimensioni  poljla  condizione  necessaria  e 
sufficiente,  affinchè,  di  due  polarità  II ,  n',  l'una  sia  polare  re- 
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ciproca  di  se  stessa  rispetto  alV altra,  è  che  il  prodotto  UW  sia 
W7i'  omologia  armonica^  o  un*  involuzione  rigata,  se  li ,  II'  soìh) 
due  polarità  ordinarie  \  e  che  il  prodotto  TI  II'  sia  unHncolu- 
zione  rigata,  se  II  ,  II'  sono  due  sistemi ,  ntilli  o  se  V  una  TI  t 
una  polarità  nulla  e  V altra  IT'  una  polarità  ordinaria  (*). 

g)  Per  costruire  nello  spazio  una  coppia  dì  polarità,  cia- 
scuna delle  quali  sia  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  al- 
l'altra, si  operi  come  segue: 

Assunta  una  jyolarità  quaternaria  IT,  si  prendano  due  retlf 
sghembe  r  ,  s,  che  sieno  polari  (o  doppie)  in  II,  e  s' indichi  con 
I  V  involuzione  rigata  di  assi  r  ,  s:  j^osto  TI  I  ^  II'  (1 ,  II ,  II'  di- 
ranno  la  richiesta  coppia. 

Di  vero,  essendo  II,  I  commutative  (215,  h,  g)  ed  invola- 
torio,  si  avrà  in  II'  una  correlazione  involutoria,  nella  (jualc 
r,  s  sono  rette  polari  (o  doppie)  e  la  (1 ,  dando  nil'^/,  di- 
mostra [f)\  Tenunciata  costruzione. 

Se  V  ,  ^  sono  rette  polaH  in  II  ,  ragionando  come  in  e;) ,  si 
prova  che  TI ,  IT'  saranno  amendue  polarità  ordinarie,  o  amen- 
due  polarità  nulle,  —  Se  r  ,  s  sono  rette  doppie  in  11,  una  deìk 
polarità  II  ,  II'  sarà  nulla  e  V altra  ordinaria.  In  fatti,  se  a  ,  «i 
sono  due  rette  polari  distinte  di  li  che  si  appoggiano  ad  r ,  «, 
queste  saranno  pure  rette  polari  in  II'.  Ora,  se  IT  (o  li')  è  un 
sistema  nullo,  ogni  rotta  b,  che  si  appoggia  ad  a  ,  a, ,  e  non 
ad  r  ,  s,  sarà  retta  doppia  in  TI  (o  in  II'),  e  non  in  /:  e  quindi 
non  sarà  retta  doppia  in  n'(o  in  II  ).  In  conseguenza  II'  (o  li; 
non  sarà  un  sistema  nullo  [220,  b),  2.^]. 

223.  a)  I  raggi  comuni  a  due   dati  complessi   lineari  C,0^ 


(*)  Se  una  almeno  delle  polarità  II  ,  IT',  p.  e.  IT,  è  nulla,  il  pro- 
dotto niT'  non  può  essere  un'omologia  armonica  D.  Tu  tatti,  cia- 
scuua  delle  TI  ,  IT',  iì  è  trasformata  in  se  stessa  dalle  rimaDenti 
duo  (220,  6);  e  quindi,  il  centro  Cr  di  tì  e  il  piano  di  omologia 
Y  (elementi  che  non  si  appartengono),  dovrebbero  [cfr.  n.*>  200  g^ 
corrispondersi  involutoriamente  in  IT  ;  assurdo,  perchè  in  TI  ogni 
punto  giace  sul  suo  piano  polare.  —  D'altronde,  se  TI  ,  II'  sono  dae 
sistemi  nulli,  è  già  noto  (222,  b)  che  il  prodotto  nn'  è  un'omo- 
grafìa assiale. 


^..r-i.    "T 
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costituiscono  il  sistema  di  tutte  rette  unite  di  una  determinata 
omografia  assiale  Q  (  esclusi  gli  assi  di  0  ,  che  sono  rette  po- 
lari del  sistema  nullo  II  relativo  a  0),  ^a  quale  è  (222,  h)  il 
prodotto  dei  sistemi  nulli  TI  ,  II',  individuati  ordinatamente  da 
0 ,  0'  (220,  d). 

h)  Date  quattro  rette  abcd,  sghembe  a  due  a  due  e  non  ap- 
partenenti ad  una  schiera ,  esistono  infiniti  complessi  lineari^ 
che  hanno  comuni  i  raggi  abcd:  poiché,  se  r  ,  r'  sono  due  rette 
qualunque,  che  si  appoggiano  ad  abc  e  non  a  rf,  è  individuato 
(220,  1)  il  sistema  nullo,  in  cui  r ,  r'  sono  rette  polari,  e  d  una 
retta  doppia;  e  quindi  anche  il  relativo  complesso  lineare,  che 
avrà  in  ahcd  quattro  dei  suoi  raggi. 

e)  Se  ^  e  0  sono  un  punto  ed  un  piano ,  appartenenti  ad 
una  retta  unita  a  di  un*  omografia  asciale  Q  ,  proiettando  da 
S  e  segando  con  e  tutte  le  altre  rette  unite  di  Q,  si  hanno  una 
stella  [S]  ed  un  sistema  piano  [o] ,  correlativi  tra  loro ,  e  che 
possedono  un  fascio  (S)  di  raggi,  dei  quali  ciascuno  corrisponde 
a  se  stesso. 

In  fatti,  condotta  in  e  una  retta  arbitraria  «,  e  considerando 
la  schiera  R  [199,  e),]  delle  rette  unite  lmn,„  di  Q,  che  si  ap- 
poggiano ad  s  (alla  quale  schiera  appartiene  a) ,  e  riferendo 
ai  punti  sa,slySm,sn,  ...  i  piani  Ss ,  SI ,  Sm  ,  Sn , ...  (che  pas- 
sano per  la  retta   «,  ,   condotta   per   S ,  ed    appartenente    alla 

schiera  incidente  ad  R) ,  variando  s  in  o ,  si  avrà  V  enunciata 

•         ■  . 

correlatività,  definita  dalle  corrispondenze     ,    ai  >    qj ,     ew  (^  ? 

dove  b  y  e  .  d  sono  tre  rette  unite  di  ù  ,  sghembe  tra  loro  e 
con  a,  e  non  appartenenti  con  a  ad  una  stessa  schiera.  Inoltre, 
se  s  passa  per  S ,  s^  coinciderà  con  s  ;  e  quindi  il  fascio  di 
raggi  {S)  è  nelle  condizioni  espresse  dairenunciato. 

d)  Dal  teorema  e  )  segue  che ,  «e  a  è  una  retta  unita  di 
una  omografia  assiale  Q,  segando  (o  proiettando)  tutte  le  altre 
rette  tcnite  di  Q  con  due  piani  g^q^  (o  da  due  puuti  S,  S,)  ap- 
partenenti  ad  a ,  si  ottengono  due  sistemi  piani  omografici  (  o 
due  stelle  omografiche). 

e)  Se  quattro  rette  unite  abcd  di  una  data  omografia  as- 
siale 0,  sghembe  a  due  a  due  e  non  appartenenti  ad  una  schie- 
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ra  j  sono  raggi  di  un  complesso  lineare  O ,  tutt-e  le  rette  unite 
di  £l  (esclusi  i  suoi  assi)  sono  raggi  di  O. 

Di  vero,  se  nel  teorema  c)  si  suppone,  che  a  sia  il  piano  po- 
lare di  S  in  uno  qualunque  IT  dei  sistemi  nulli,  che  hanno  abcd 
per  rette  doppie  [b)]  |  IT  determina  una  correlazione  tra  la  stella 
[S]  e  il  sistema  piano  [e],  che  possiamo  supporre  definita  dalle 
stesse  corrispondenze  (1,  assunte  nella  dimostrazione  del  teo- 
rema e).  In  conseguenza,  il  piano  polare  di  un  punto  qualun- 
que la  dì  a  {  dove  l  è  una  retta  unita  arbitraria  di  £1  ) ,  deve 
passare  pel  polo  S  dì  a  e  per  la  retta  unita  2  di  £2  :  ossìa  / , 
che  passa  pel  punto  lo  e  giace  nel  piano  polare  di  questo  pon- 
to^ è  una  retta  doppia  di  IT. 

f)  Noi  chiameremo  congruenza  lineare  il  sistema  dei  raggi 
comuni  a  due  complessi  lineari  [a)];  e  diremo  quindi  che  due 
complessi  lineari  si  segano  secondo  una  congruenza  lineare. 

Una  congruenza  lineare  si  dirà  iperbolica,  parabolica,  o  el- 
littica^ secondo  che  tutt'  i  raggi  della  congruenza  stessa  si  ap- 
poggiano a  due  rette  {direttrici)  reali  e  distinte,  reali  e  coin- 
cidenti, o  immaginarie  (^). 

g)  Dalla  definizione  f)  segue,  che, 

1.0  una  congruenza  lineare  è  individuata  [208,  a)  e  201,  ouj 
da  quattro  suoi  raggi,  sghembi  a  due  a  due  e  non  appartenenti 
ad  una  schiera'. 


(^)  E  bene  notare,  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  af- 
finchè quattro  rette  abcd,  sghembe  a  due  a  due  e  tion  formanti 
un  gruppo,  sì  appoggino  ad  una  sola  retta  r,  è  che  il  gruppo  di 
putiti  r(abcd)  sia  proiettivo  al  gruppo  di  piani  r(abcd). 

Di  vero,  se  r  è  la  sola  retta ,  che  si  appoggi  ad  abcd ,  consi- 
derando uno  IT  degr  infiniti  sistemi  nulli ,  che  hanno  aòcd  per 
rette  doppie ,  sarà  anche  r  una  retta  doppia  di  n  ;  e  quindi  il 
gruppo  dei  punti  r(abcd)  è  proiettivo  al  gruppo  r{abcd)  dei  loro 
piani  polari.  Ma,  se  questa  proiettività  regge,  e  si  potesse  avere 
un'  altra  retta  r',  che  seghi  abcd,  i  4  punti  r'(abcd)  coincidereb- 
bero coi  punti,  nei  quali  r'  è  segata  dai  4  piani  r(ab€d)^  e  per- 
ciò sarebbero  proiettivi  ai  4  punti  r(abcd)\  e  le  rette  abcd  costi- 
tuirebbero un  gruppo:  contro  V  ipotesi. 
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2."  sii  una  congruenza  lineare  ha  tra  i  suoi  raggi  t 
neratrici  di  una  data  schiera,  ttilie  le  generatrici  di  que 
tima  sono  raggi  della  congruenza  {'200,  f);  e  diremo  cb( 
sciiiera  è  contenuta  nella  congruenza: 

3,"  in  ogni  congruenza  sono  contenute  infinite  schie: 
gale: 

4.0  line  schiere  rigate ,  che  hanno  due  generatrici  co, 
iiidimituano  la  congruenza  Uneai-e,  che  te  contiene: 

5."  ogni  congruenza  lineare  è  contenuta  in  infiniti  coi», 
lineari. 

h)  Date  5  rette  abcdc ,  sghembe  a  due  a  due ,  e  cfte 
Steno  raggi  di  una  stessa  congruensa  lineare  Q-),  è  indivi 
il  complesso  lineare  C,  che  ha  in  abcde  5  dei  suoi  raggi 
In  fatti,  se  nella  congruenza  lineare  definita  [g),  1.»]  da 
4  rjijrgì  abcd  sì  considerano  tre  altri  raggi  Imn  ,  che  pa 
per  tre  distinti  punti  della  retta  e,  questi,  e  tutt' i  rag; 
fasci  le  ,  me  ,  ne ,  dovranno  appartenere  al  complesso  0. 
cando  ora  ordinatamente  con  l' ,  m'  ,  n'  i  raggi  di  tali  1 
che  si  appoggiano  ad  a,  il  sistema  nullo  n ,  relativo  al 
])Iesso  O,  dovrà  avere  {220,  k)  per  rette  doppie  tatte  le 
r.itriei  della  schiera  R' ^i'm'n' ,  e  le  generatrici  a, e 
schiera  R  incidente  ad  li'',  e  quindi  In  TI  dovranno  essere 
li)  coppie  di  rette  polari  le  coppie  rr' ,  ss', ...  di  generati 
A*,  separate  armonicamente  da  a  ed  e. 

Viceversa,  due  coppie  rr' ,  ss'  di  tali  rette  polari  individ 
(220,  jj)  nn  sistema  nullo ,  il  cai  relativo  complesso  linei 
conterrà  i  raggi  l'm'n'ae,  e  quindi  anche  i  raggi  l,  m,  n  ( 
raggi  dei  fasci  Ve,  m'e ,  n'e  appartenenti  a  O),  In  consegi 
C  conteiTà  la  congruenza  lineare  atmn;  alla  quale  appartei 
l',c,d,  perchè  la  congruenza  lineare  deiìnita  da  abcd  cont 
Imn  come  suoi  raggi. 

K  si  noti:  l.o  che  la  dimostrazione  qui  riportata  reggo, 
che  sia  (iperbolica,  parabolica,  o  ellittica)  la  congruenza  1 
re  abcd:  2.°  che,  se  abcd  è  una  congruenza   iperbolica    d 


(■)   Quindi  4    delle  5   rette  non    debbono  appartenere    ad 
ihìera  rigata,  perchè  questa  e  la  quinta  retta  apparterrebbt 


schiera 

lina  congrnen; 
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rettrici  p  ^  q,  ed  e  sega  una  di  queste  direttrici,  o  se  abcde  si 
appoggiano  ad  una  stessa  retta,  C  sarà  un  complesso  speciale. 
i)  il  teorema  h)  può  cnunciai*si,  dicendo:  una  congruenz»i 
lineare  ab  ed,  ed  un  raggio  e  non  appartenente  ad  essa^  indi- 
viduano un  complesso  lineare  V. 

Se  la  congruenza  è  iperbolica,  di  direttrici  2^  ?  9,  questa  pro- 
posizione coincide  con  quella  del  n.«>  220,  wi);  poiché  p ,  q  sono 
polari  nel  sistema  nullo  IT  relativo  a  C  ;  mentre  e ,  e  tutte  le 
rette  che  si  appoggiano  a  /?  ,  g ,  sono  rette  doppie  in  il. 

k)  Date  5  rette  abcde,  non  appartenenti  ad  una  stessa  coa- 
gruenza  lineare j  e  tali  che  due  a  ,  b  giacciano  in  un  piano  ^ 
e  due  altre  e  ,  d  giacciano  in  un  altro  piano  S,  che  non  passi 
pel  jJunto  ab,  è  individuato  il  complesso  lineare  C,  che  ha  in 
abcde  5  dei  suoi  raggi. 

Di  vero,  indicando  con  B  ,  D  ì  punti  ab  ,  ed,  le  rette  BD,2ò 
saranno  polari  nel  sistema  nullo  FI  relativo  a  C  ;  e  quindi  sa- 
ranno le  direttrici ,  che  individuano  una  congruenza  lineare 
(della  quale  abcd  sono  4  raggi).  Dunque,  tale  congruenza  ed  il 
raggio  e  individuano  C  [i)], 

l)  Se  l^  è  un  involuzione  rigata  iperbolica,  i  cui  assiT,r' 
sono  due  rette  polari  distinte  di  un  sistema  nullo  R,  ogni  ohm»- 
grafla  assiale  non  involutoria  Q  ,  che  è  commutativa  con  I| . 
ma  non  ha  I,  per  involuzione  unita,  avrà  r  ,  r'  per  rette  unite, 
e  sarà  commutativa  con  FI.  Inoltre,  Vinvoluzione  unita  I  di  Q 
[alla  quale  si  appoggia  I,  (201  ,  h)]  è  pure  commutativa  con  II. 

Di  vero,  dovendo  ù  trasformare  I,  in  I, ,  dovrà  trasformare 
ciascuno  degli  assi  di  I,  nel!'  altro  asse,  o  in  se  stesso;  perchì* 
r  ,  r'  sono  rette  di  punti  e  piani  uniti  in  1,.  Ma,  nel  primo  caso 
qualunque  retta  a,  unita  in  II,  e  che  seghi  T  una  r  delle  rette 
r ,  r'  comspondentisi  involutoriamente  in  IT,  segherebbe  anche 
r  altra  r',  ed  i  punti  ra  ,  r*a  si  corrisponderebbero  involatoria- 
raente  in  TI  :  sicché  it  sarebbe  involutoria  (200,  e)  ;  contro  Y  i- 
potesi.  Dunque  r  ,  r'  sono  rette  unite  di  IT. 

Inoltre  se  s' indichi  con  r,  un'  altra  retta  unita  di  0  che  non 
si  appoggi  ad  r,r',  e  con  r'|  la  sua  polare  in  li,  le  rette  rr'r,r/ 
saranno  generatrici  di  una  schiera  rigata  R  (220, k):  e  poiché  rr'r^ 
sono  rette  unite  di  II,  tale  sarà  pure  r\  (200 ,  f)  ;  e  quindi  11 
sarà  (198 ,  e)  commutativa  anche  con   V  involuzione  rigata  di 
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assi  r,  ,  r'|.  Ma  se  «  ,  »,  sono  le  rette  che  sì  appoggiano  ordi- 
natamente alle  coppie  di  rette  rr* ,  ^'i^'i?  e  passano  per  un  punto 
arbitrario  Jtf,  mentre  »' ,  »'|  sono  le  corrispondenti  di  »  ,  »,  in 
Q,  anche  «',«'4  si  appoggeranno  rispettivamente  ad  rr',r,r'i; 
e  le  rette  »»,»'»',  saranno  doppie  in  H;  e  perciò  i  punti  ss^^M'j 
8^s\=:M*  saranno  poli  dei  piani  «»,^[jl  ,  »'»',=pi'  in  II.  Dunque  II 
trasforma  II  in  11. 

Iq  fine  le  rette  r  ,  ?•',  unite  in  H,  sono  rette  doppie  di  I,  ossia 
I  si  appoggia  ad  I,  (201,  li\\  e  poichò  II  trasforma  II  in  IT,  tra- 
sformerà ancora  (222,  d)  I  in  I. 

m)  Una  data  omografia  assiale  FI  è,  in  infiniti  modij  il  pro- 
dotto di  due  sistemi  nulli  II,  ,  11^,  le  cui  rette  doppie  comuni  sono 
le  retts  unite  di  II  (eccetto  gli  assi). 

In  fatti,  la  congruenza  lineare  C,2,  che  ha  per  raggi  le  rette 
unite  di  Ù  (eccetto  gli  assi  di  0  ,  se  questa  è  iperbolica),  ed 
un  raggio  non  appartenente  a  C^g,  individuano  [l)]  un  complesso 
lineare  C,  il  cui  relativo  sistema  nullo  indico  con  II,.  E  se  Mj  3/' 
sono  due  punti  qualunque  che  si  corrispondono  in  II,  sarà 
A(M'=ni  una  retta  unita  di  II:  ^  quindi  sarà  m  una  retta  doppia 
di  II,,  e  il  piano  polare  [xdi  Min  Tì^  passerà  perciò  per  m.  Con- 
ducendo pòi  per  M'f  nel  piano  ;/,  una  retta  n  distinta  da  m,  la 
congruenza  C^^,  e  il  raggio  n,  individuano  un  altro  complesso 
lineare  Cg,  il  cui  relativo  sistema  nullo  indico  con  Hg:  sarà  \l  il 
piano  polare  di  Ji'  in  fi,.  Ma  il  prodotto  IT H,  è  (222,  ò)  un'omo- 
grafia assiale  n',  che  ha  per  rette  unite  (eccetto  gli  assi)  i  raggi 
di  C^i,  e  che  ha  pure  evidentemente  M ,  M'  per  punti  corrispon- 
denti. Dunque  (201,  m)  II'  coincide  con  IT. 

n)  Se  le  rette  doppie  di  un'involuzione  rigata  I  (esclusi  gli 
assi)  sono  i  raggi  di  una  congruenza  lineare  contenuta  in  un 
dato  complesso  lineare  C,  il  cui  relativo  sistema  nullo  indico 
con  IT,  sarà  IT  commutativo  con  I,  ma  non  sarà  commutativo 
con  alcuna  delle  omografie  assiali,  che  hanno  I  per  involuzione 
unita. 

Di  vero,  Il  trasforma  I  in  1  ;  perchè  le  rette  doppie  di  I 
(esclusi  gli  assi)  sono  rette  doppie  di  11^  ed  I  è  individuata 
(200,  a)  dalle  sue  rette  doppie. 

Ora^  se  un'omografia  assiale  ù  (non  involutoria),  d'involu- 
zione unita  I,  fosse  commutativa  con  IT,   determinando  un  al- 
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tro  sistema  nullo  n'  [m)J  tale  che  il  prodotto  DIl'  sia  li,  ^i 
avrebbe  IT'^IIQ^QII;  e,  poiché  IT'  e  involutoria,  si  avrebbe 
pure  II'^Q^UJ.  Dunque  dovrebbe  essere  QIT^Q"*!!,  e  quimli 
Q  ^  Q"*  ;  ossia  Q  sarebbe  involutoria:  contro  Tipotesi. 

o)  Dal  n.o  215,  g),  h)  si  ha  che,  se  Q  è  una  omografia  as- 
siale, i  cui  assi  r  ,  ?•'  sono  rette  doppie  di  un  sistema  nullo  II, 
ed  I  è  un'involuzione  rigata,  i  cui  assi  s  ,  a'  sono  rette  polari 
distinte  di  II ,  0  ed  I  trasformano  II  in  II.  Ed  è  facile  dini'i- 
strare  che,  se  una  omografia  assiale  0,  di  assi  p  ,  q,  tra  sforni  t 
UH  sistema  nullo  I!  in  II,  le  rette  p  ,  q  saranno  rette  doppia 
in  II,  se  ù  non  è  involutoria]  e  se  Q  è  involutoria,  saranno 
p  ,  q  rette  doppie,  o  rette  polari^  in  TI. 

Generalizzando  quindi,  noi  chiameremo  coppia  di  rette  dojh 
pie  {reali  o  immaginarie)  di  un  sistema  nullo  IT,  Tìnvoluzionp 
unita  di  ogni  omografia  assiale  (non  involutoria)  commutativa 
con  TT  ;  e  coppia  di  rette  polari  {reali  o  immaginarie)  di  U  o^ni 
involuzione  rigata  commutativa  con  TT,  e  che  non  sia  involu- 
zione unita  di  un'omografia  assiale  (non  involutoria)  commuta- 
tiva con  IT. 

p)  Dal  teorema  l)  si  trac,  che  ogni  coppia  I  di  rette  iw- 
maginarie,  le  quali  si  appoggiano  a  due  rette  polari  r ,  r'  di 
un  sistema  nullo  11,  è  una  coppia  di  rette  doppie  immaginarie 
in  IT  [cfr.  220,  ò),  5.^1  ;  e  nel  n.o  201,  k)  si  ha  il  modo  di  co- 
struire tali  coppie  I  di  rette  immaginarie,  che  si  appoggiano 
alle  polari  r  ,  ?•'  di  II. 

D'altronde,  se  un'involuzione  rigala  I  rappresenta  due  reno 
doppie  immaginarie  di  IT,  non  ogni  retta  doppia  di  I  è  pun^ 
retta  doppia  di  IT:  poiché  in  contrario  [«)]  Tinvoluzionc  I  ra[»- 
presenterebbe  due  rette  polari  immaginarie  di  II.  Se  quindi  *' 
è  una  retta  doppia  di  I,  la  cui  polare  r'  in  IT  ò  distinta  da  r, 
sarà  r'  un'altra  retta  doppia  di  I,  ed  I  si  appoggerà  ad  r ,  r'. 
Sicché  tutte  le  coppie  di  rette  doppie  immaginarie  di  IT  si  ot- 
tengono nel  modo  qui  sopr<a  indicato. 

q)  Dal  teorema  n)  si  ha  poi  la  costruzione  delle  coppio  1 
di  rette  polari  immaginarie  di  una  polarità  nulla  IT,  quando 
si  suppone  ellittica  l'involuzione  rigata  I.— Ciò  risulta  evidenti', 
osservando  che,  una  congruenza  lineare  ellittica,  ed  un  ra^jjri*» 
non  appartenente  ad  essa,  individuano  [/)]  un  complesso  lineare. 
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mentre  duo  complessi  lineari  si  corrispondono  in   infinite  omo- 
jrrafic  [220,  e)  2.o];  e  clie  perciò  nel  complesso  lineare  relativo 
u  II  esistono  infinite  congruenze  lineari  ellittiche,   i    cui   rixg^ì 
saninno  le  rette  doppie  delle  involuzioni  ellittiche  I, 

r)  Data  una  coppia  I  di  rette  polari  immaginarie  di  tin 
sistema  nullo  II  [o)],  ogni  retta  reale  m,  che  si  appoggia  ad  I 
Tcioò  ogni  retta  doppia  di  I),  è  una  retta  doppia  dì  11  [cfr. 
n.«  220,  b),  2.ol. 

Di  vero,  se  m  non  fosse  una  retta  doppia  di  II,  siccome  II 
V  commutativo  con  I,  esso  trasformerebbe  m  in  un'  altra  retta 
doppia  m'  di  I.  In  conseguenza,  un'omografia  assiale  qualunque 
a,  d'involuzione  unita  I,  sarebbe  commutativa  con  Tinvoluzionc 
rìgata  di  assi  r  ,  r';  quindi  [l)]  sarebbe  Q  commutativa  con  II, 
e  perciò  I  rappresenterebbe  una  coppia  di  rette  doppie  di  li  : 
contro  ripotesi. 

s)  Una  coppia  r  ,  r'  di  rette  polari  n.ali  di  un  sistema 
nullo  IT,  ed  una  coppia  I  di  rette  polari  immaginarie^  costitui- 
scono un  gruppo  (201,  e). 

In  fatti,  le  rette  doppie  di  I,  che  si  appoggiano  alla  retta  r 
(che  non  è  retta  doppia  di  Ij,  costituiscono  una  schiera  rigata 
72;  e  si  appoggiano  ad  r',  perchè  esse  sono  pure  rette  doppio 
di  n,  ed  r'  ò  polare  di  r  in  IT.  Dunque  la  1,  e  V  involuzione 
rigata  di  assi  r  ,  r',  hanno  la  schiera  R  di  rette  doppie  comuni; 
e  perciò  formano  un  gruppo  (201,  e). 

Questo  teorema  è  restcnsione  di  quello  del  n.<'  220,  k). 

EaercUii. 

1.  Diiti  in  un  piano  due  quadrangoli  AliCJJ  ,  Ali^C^lJ* ,  e 
posto  Afì'Clj=H ,  AC'1)B=G  i  AD'BC=F,  AD'^C'D'  =  II'y 
AC'^D*B'=G'  ,  ADf'B'C'=F',  i  tre  punti  BB'-HW,  CC-GG', 
l)iy»FF^  giacciono  per  diritto. — E  dati  due  pentaedri  ABC  DE, 
AB'C'B'E',  e  posto  ABCDE^K,  ACDEB=n,  ADEBC=iG, 
AE'BCD=F,  AB'-  C'D'E'=K\  AC''D'E'B'=H',  AD'- EUi'C'^G\ 
AE''B'C'D'=F'y  i  quattro  punti  BB'KK^  CC'IIIV,  DD''GG\ 
EE*  '  FF*  sono  situati  in  un  piano. —  Teoremi  duali- 

2.  Se  la  intersezione  dei  sostegni  e  ,  o'  di  due    dati    sistemi 


—  590  — 

piani  omografici  [e]  ,  [o']  è  una  retta  unita,  quale  ente  geometrie/^ 
costituiscono  le  rette,  che  congiungono  i  punti  corrispondenti  di 

3.  Dati  due  sistemi  piani  [cj  ,  [c'J,  correlativi  e  sovrapposti 
o  pur  no,  si  può  dedurre  V  uno  dall'  altro,  mediante  un'  altra  si- 
mile correlazione  data,  e  un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni. 

4.  Se,  essendo  i,  ky  n  tre  numeri  interi,  si  ha  t-h^nO  (mod. 
??),  le  potenze  Q*  ,  £2*  di  un'omografia  (binaria,  ternaria,  o  qua- 
ternaria) 0,  ciclica  di  ordine  n,  sono  due  omografie  cicliche  in- 
verse. 

5.  Se  rtiflgrtg...  sono  rette  successivamente  cx)rri spendenti  in 
un'omografia  quaternaria  0,  e  se  a,  ,  a^  sono  sghembe,  in  quali 
casi  a^a^a^,.,  formano  una  schiera  rigata  ? 

6.  Dati  in  due  piani  o  ,  e',  sovrapposti  o  pur  no,  rispettiva- 
mente le  coppie  di  punti  AB  ,  A^B\  vi  sono  due  coppie  di  sistemi 
jìiani  simili  [e]  ,  [e'],  in  cui  A  ed  -4',  B  e  B'  si  corrispondono: 
se  ne  dimanda  la  costruzione. 

7.  Se,  in  un  a  quadrispigolo  (o  tetraedro)  completo,  due 
facce  (o  spigoli)  soud  _L  agli  elementi  opposti,  le  altre  due  facce 
(o  gli  altri  due  spigoli)  sono  pure  J_  tra  loro. 

8.  Dati,  in  una  polarità  ordinaria  IT,  un  punto  non  unito  A, 
e<l  un  piano  p,,  non  appartenente  ad  ^  e  distìnto  dal  piano  po- 
lare a  di  Aj  la  stella  [.4]  ed  il  sistema  piano  [^^\  saranno  riferiti 
orrelativamente  tra  loro,  se  a  ciascun  piano  Ji  di  [A]  si  farà  cor- 
rispondere in  [^,]  il  punto  M^f  nel  quale  ?,  è  segato  dalla  retta, 
che  congiunge  il  polo  //,  di  ^,  al  polo  M  di  |Jl. — Teorema  duale. 

9.  Le  4  altezze  a,  b,  e,  d  di  un  tetraedro  ^ 5 (7Z>  formano  ih 
(fenerale  un  gruppo  di  rette  ;  e  le  JL  a\  6',  e',  d'  ai  piani  dei 
SJBCD,  CDAj  DAB,  ABC  nei  punti  delle  altezze  di  questi  T» 
sono  generatrici  di  un  gruppo  incidente  al  gruppo  abcd, — Si  esa- 
minino i  casi  particolari  (*). 

10.  Date  due  omologie  in  un  piano  (o  in  una  stella),  o  due 
omologie  quaternarie,  quali  sono  le  omografie  commutative  con 
entrambe  le  date  omologie  ? 


(M  Le  minime  distanze  tra  le  abcd  prese  a  2  a  2  sono  \  ai 
6  spigoli  del  tetraedro. 


I 
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11.  Indicando  con  a',  6',  e'  i  lati  ABj  BCy  CA  di  un  y  qua- 
lunque ABCj  ed  assunti  arbitrariamente  nel  piano  o  del  v  un 
punto  D,  non  appartenente  ad  alcuno  dei  lati  a\  h\  c\  ed  una 
retta  d',  non  appartenente  ad  alcuno  dei    vertici    ABC,    il    qua- 

ABCD 
drato  della  correlazione  F ^    ni  f^f   ^    ^^'  omografia    ciclica    di 

3.<>  ordine.  —  Indicando  poi  con  a',  h\  c\  d'  i  lati  AB,  BC,  CD^ 
AD  di  un  quadrangolo  piano   qualunque  ABCDj  il  quadrato  della 

correlazione  T,^    7'  '/f  ^  un  omografia  ciclica  di  4.o  ordine. 

12.  Dato  un  quadrangolo  piano  ABCD,  si  ponga  AB-CD^eII, 
AC'DB  =  G,  BC'GH=  U,  AD'GU=  F,  ed  assunto  un  punto 
qualunque  M  nel  piano  Q  del  quadrangolo,  si  proietti  3/ dai  ver- 
tici ^  ,  C  in  Mk  ,  Me  sulla  retta  i^D.  Poscia  si  proiettino  ordi- 
natamente da  F ,  (7  i  punti  M^  ,  Me  in  If'x  ,  ^ìf 'e  sulle  rette  -4Z?, 
C£>.  Al  variare  di  M  sul  piano  o ,  questo  punto  e  la  retta 
M\M'c  ^  w'  descrivono  una  correlazione  F,  il  cui  quadrato  è  una 
omografia  ciclica  di  4.o  ordine. 

13.  Di  due  dati  sistemi  omografici  quaternarii,  l'uno  può  de- 
dursi  dall'altro,  in  infiniti  modi,  mediante  due  omografie  assiali 
ed  un'omologia. 

14.  Se  rr' ,  ss'  sono  due  coppie  di  rette  polari  in  una  pola- 
rità ordinaria  11,  indicando  con  JRk'SS'  i  centri  delle  involuzioni, 
che  n  determina  ordinatamente  in  rr'ss'j  sarà  jRR'-SS'  il  centro 
O  di  fi  ;  e  quindi,  se  rr'  ,  ss'  sono  due  coppie  di  spigoli  opposti 
di  un  tetraedro  autoreciproco  in  FI,  e  T ,  T'  ì  centri  delle  invo- 
luzioni, che  TI  determina  sugli  altri  due  spigoli  t  ,  t'  del  tetrae- 
dro, la  retta  TT'  passerà  per  O. 

15.  Un'  omografia  assiale  può  considerarsi,  in  infiniti  modi, 
come  il  prodotto  di  due  altre  omografie  assiali. 

16.  Se  due  rette  si  corrispondono  nelle  due  involuzioni  ri- 
gate, che  hanno  per  coppie  di  assi  due  coppie  di  spigoli  opposti 
di  un  dato  tetraedro,  esse  si  appoggiano  agli  altri  due  spigoli  op- 
posti del  medesimo  tetraedro. 

17.  Se  (ilj^giig)  ,  (B^B^Bq)  sono  due  cicli  di  un'  omografia 
piana  Qj  ciclica  di  3.^  ordine,  i  \jA^A2A^  ,  B^B^B^  sono  omolo- 
gici in  tre  modi  differenti  ;  e  i  tre  centri  di  omologia  O^C^C^  co- 
stituiscono un  terzo  ciclo  di  Q,  tale    cl.o    i    sjA^A^A^  ,  B^B^B^, 
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C\C^C^  sono  omologici  a  due  a  due,  e  coi  centri  dì  omologia  nei 
vertici  del  terzo  y.  Quando  avverrà  che  questi  V  saranno  omo- 
logici in  4  modi  differenti  ? 

Si  dimostri  il  teorema,  partendo  dalla  relazione  A^(A^À^B^B^]\ 

18.  Dato  un  tetraedro  ABCD^d^^òj  sono  definite  7  omr- 
grafie  involutorie;  cioè  le  4  omologie  armoniche,  che  hanno  p<*r 
centri  i  vertici  ABCD  e  per  rispettivi  piani  di  omologia  le  fawe 
opposte  ap^ò,  e  le  tre  involuzioni  rigate,  che  hanno  per  coppia* 
di  assi  le  tre  coppie  di  spigoli  opposti  del  tetraedro  stesso.  Ag- 
giungendo a  queste  Tomografia  identica,  si  ha  un  gruppo  di  8  o- 
mografie  tali,  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  ess»* 
(anche  non  distinte)  coincide  con  una  delle  stesse  8  omografie: 
gruppo,  che  perciò  dicesi  chiuso.  Inoltre,  se  di  un  punto  qualun- 
que M  si  costruiscono  i  coniugati  in  ciascuna  delle  prime  7  omo- 
grafie, il  punto  3/,  e  i  7  cosi  rinvenuti,  saranno  i  vertici  di  due 
tetraedri,  che  formano  con  ABCD  un  sistema  desmico  [cfr.  eserc. 
29  a  pag.  438].  In  fine,  se  di  una  retta  arbitraria  m  si  costrui- 
scono le  coniugate  nelle  suindicate  prime  7  omografie,  wi  e  le  7 
rette  così  rinvenute,  costituiscono  due  gruppi  di  4  rette,  Tuno  in- 
cidente all'altro. 

19.  Se  due  coppie  A  a.  Uh  (o  tre  Aa^  Bb,  Ce),  di  punti  e 
rette,  si  corrispondono  involutoriamente  in  due  dati  sistemi  piani 
\c]  ,  [e'],  correlativi  e  sovrapposti,  e  se  a  ,  6  non  passano  ordina 
tamente  per  A  ,  B  (o  se  a,  h,  e  passano  rispettivamente  per  A, 
Bj  C)f  i  sistemi  [e]  ,  [a']  sono  in  relazione  involutoria. — Si  esten- 
dano queste  proprietà  ai  sistemi  correlativi  quaternarii. 

20.  NelTomografia  assiale  iperbolica  Q,  di  assi  r  , .?,  i  plani 
limiti  sono  ;  j  ad  r  ,  Sy  e  Tuno  dista  da  r  per  quanto  l'altro  dista 
da  Sj  ma  in  senso  contrario.  —  Se  lì  è  parabolica,  o  ellittica  ? 

21.  Dati  un  sistema  piano  [e]    ed  una    stella   [*S'] ,   omogn- 

# 

fici  tra  loro,  in  qual  caso  si  possono  disporre  in  posizione  pr-^- 
spettiva  ? 

22.  Una  data  omografia  ternaria  (o  quaternaria  che  ha  almen«> 
un  punto  unito  reale)  si  può  considerare,  in  infiniti  modi,  come 
il  prodotto  di  due  (o  tre)  omologie. 

Da  questo  teorema  si  trae  un'altra  dimostrazione  di  quello  con- 
tenuto nel  n.o   198,  d). 
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(r,),  sarà  RX''R^N\^  M  il  polo  di  r?i.  —  Analogamente  si  e©- 
struìrà  la  polare  di   un  punto  qualunque. 

d)  Posto  MM'  ^  ?•  ,  rì\  ^  //,  e  determinato  il  coniugato  //', 
di  //in  (?'|)j  sarà  H\R^  la  polare  di  //;  e  quindi  il  punte 
//,  '/^l 'V^a  H'  sarà  reciproco  di  //.  Sicché  V  involuzione  (r)  di  IT 
verrà  definita  dalle  coppie  MM'  ,  ////'  di  punti  reciproci,  e  si 
rientrerà  in  e). 

Ninno  dei  punti  M  y  M'  deve  appartenere  ad  /?|  ,  o  r, ,  altri- 
menti il  problema  è  assurdo  o  indeterminato:  ma  possono  If  .  J/ ' 
essere  allineati  con  72, . 

e)  Siene  iLT,  ,  M\  i  punti  di  (r,)  corrispondenti  ai  raggi /?,3/, 
/2|3/'  di  (/^,),  ossia  i  poli  di  R^M  ^  R^M'i  saranno  1/ ,1/' =  m,  ^ 
M\M^m\  le  polari  di  3/,  M'  \  e  quindi  ?n,  ,  »n'|  e  la  retta 
MM'  ^  r,  costituiranno  un  y  autoreciproco  di  II.  Sicché  II  sarà 
individuata  da  questo  V  autoreciproco,  e  dal  punto /if,  con  la  sua 
polare  7'|. 

Si  noti  che  quanto  è  qui  detto  si  applica  anche  al  caso  consi*lr- 
rato  in  </);  poiché,  p.  e.,  il  polo  della  retta  R^M  è  il  coniugato  de: 
punto  A*, 3/- r,  nell'involuzione  (r,)  di  li.  Si  faccia  un'osservazioiìe 
analoga  alla  precedente  in  d), 

f)  Posto  ^/i=5c  ,  c«EEE^'  ,  ch^B*  j  è  definita  T  involuzione 
(c)  =  !.4.4'  ,  B}ì'\  di  IT  :  e  posto  MM'=d  ,  dc^N,  ab=C,  e  de- 
terminato il  coniugato  N'  di  N  in  (e),  sarà  CN'-d^X^  un  pumo 
reciproco  di  -^^,  e  Tinvoluzione  (d)^\MM'  ,  Ny^\  di  II  sarà  indi- 
viduata. Sicché  si  rientrerà  in  e). 

g)  Dal  teorema  del  n.o  72,  h)  si  trae  che,  le  polari  di  «" 
2)unto  qualunque  N,  rispetto  a  tutte  le  polarità^  che  hanno  lo  sifssf 
y  autoreciproco  ABC,  e  gli  stessi  jnuiti  reciproci  M  ,  M'  coftcur- 
rono  in  un  medesimo  punto  0. 

In  fatti,  posto  AM'  BC=Dy  BM-  CAs-E,  AN-  BC=F,  BX-  CA^^i, 
ed  assunta  un'arbitraria  retta  m  di  M'  per  polare  di  3/,  sarà  in- 
dividuata una  n,  delle  polarità  in  esame;  e  posto  m-BC^ ^^ y 
m-CA^E',  si  avranno  in  U=\BC  ,  DD%  l^~\CA  ,  EE'\  due  in- 
voluzioni di  1I|.  E  se  F'  y  Cr'  sono  i  coniugati  di  jP,  6r  in),  .L 
saranno  /'' ,  G'  ì  poli  di  AF  ,  BG  ;  e  quindi  sarà  F'G'=3n  lajK 
lare  del  punto  AF'  BG^^N.  Ma,  al  variare  di  m,  i  punti  D',  ^ 
generano  una  proiettività  coi  punti  uniti  B  ,  C,  mentre  JS',  (V  j^^ 
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La  dualità  dà  altrettante  diverse  individuazioni  di  una  polarità 
ordinaria  IT. 

a)  Condotta  per  AI  Tunica  retta  s,  che  si  appoggia  ad  r ,  r,, 
e  determinati  i  coniugati  //'  ,  //',  dei  punti  sr^H  y  sr^^H^  in 
(r)  ,  (r,),  sarà  ini\^s^  la  polare  di  «  ;  e  quindi  sarà  «,Af'=3? 
il  piano  polare  di  M,  e  pis^Jfj  un  punto  reciproco  ad  if(*)  sic- 
ché si  avrà  in  {h)^\HH ^  ,  MM ^\  unlnvoluzione  di  IT.  Dunque, 
dato  un  piano  arbitrario  a,  e  determinati  i  coniugati  B* ,  B\ ,  C 
di  ar^B  ,  ar,^B,  ,  as^C  in  (r)  ,  (r,)  ,  («),  si  avranno  in  r,/?'. 
rB\  ,  s, C  i  piani  polari  di  B  ^  B^  ^  C\  e  perciò  Tintersezione /l 
di  questi  tre  piani  sarà  il  polo  di  a. — Analogamente,  ricorrendo 
alle  involuzioni  di  piani  di  IT,  che  hanno  r  ,  r^  ,  b  per  sostegni, 
si  costruirà  il  piano  polare  di  un  dato  punto. 

h)  Posto  Gc'^«,  e  determinati  i  poli  S  <,  S'  di  s  in  II^»,  11^, 
saranno  S' ,  S  i  poli  di  e'  ,  g  in  II,  ed  S'S^s'  sarà  la  polare  <U 
s  in  IT. — Dato  quindi  un  piano  qualunque  li,  e  determinati  i  poli 
J/,  ,  M\  delle  rette  \LC^m  ,  \ì.G'==m'  in  IT^.  ,  If^*,  saranno  S^M\ , 
SM^  le  polari  di  w'  ,  m;  e  quindi  si  avrà  in  8M^'S'M\^M'ì\ 
polo  di  \f.. — Analogamente  si  costruirà  il  piano  polare  di  un  dat<.» 
punto,  ricorrendo  alle  polarità,  che  II  determina  nelle  stelle  (.S), 
[S '],  e  che  si  deducono  immediatamente  dalle  date  polarità  11^ ,  IT,.. 

e)  Il  piano  AMM'^a^  segherà  a  in  una  retta  a^  ,  e  l'invo- 
luzione (a,)  di  punti,  che  TI^^  determina  in  «,  ,  sarà  pure  1*  invo- 
luzione (a,)  della  polarità  H,^  ,  che  TI  determina  in  a|.  Sarà  per- 

ciò  individuata  [eserc.  24,  d)]  la  polarità  11^,  ;  e  si  rientra  quindi 

in  b). 

d)  Si  determini  la  retta  m,  del  sistema  [a],  che  corrisponda 
alla  retta  AM^m  della  stella  [^J:  sarà  M'm,  ^  pi  il  piano  polare 
di  M  in  n.  Inoltre,  poiché  di  ogni  punto  ^  di  pi  il  piano  polare 
è  individuato  dal  polo  M  di  jjl,  e  dalla  retta  di  [a] ,  che  corri- 
sponde al  raggio  AN  di  [A],  si  può  costruire  /217,  6)  un  tetrae^ir»» 


(^)  Costruendo  allo  stesso  modo  due  altre  rette  polari  i  ,  ^,?  cho 
si  appoggiano  ad  r* ,  r,  ,  il  tetraedro,  che  ha  in  rr^  ,  H^  due  cop- 
pie di  spigoli  opposti,  sarà  autoreciproco  in  IT  ;  e  TI  verrà  indi- 
viduata da  questo  tetraedro  autoreciproco,  e  dal  punto  M  col  suo 
piano  polare  [x. 


M^l 
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MX^PQ  autoreciproco  in  II,  il  quale,  insieme  al  punto  A  col  suo 
piano  polare  a,  individua  IT. 

Quanto  è  qui  detto  si  applica  al  caso  considerato  in  e).  In  fatti, 
determinando  la  polare  7n^  del  punto  AM'OL  in  Ilg^,  sarà  3/'wi,^jjl 
il  piano  polare  di  M  in  IT.  Inoltre,  assunto  un  punto  JV  di  [jl,  e 
determinando  la  polare  n,  del  punto  AX- a  in  ITg^ ,  sarà  3f/i,  il 
piano  polare  di  -Y  in  IT. 

Costruire  II,  dando  un  tetraedro  autoreciproco  ABCD  e 

l.o  due  rette  u  ,  u*  sghembe  anche  agli  spigoli  di  ABCD, 
Tali  che  sia  u{ABCD)7\  u^{ABCD)  ]  dove  u  ,  u*  saranno  rette 
polari  : 

2.0  una  retta  doppia  ti,  sghemba  agli  spigoli  di  ABCD  : 

3.^  due  rette  polari  u  ,  ìa',  che  si  appoggino  solo  rispettiva- 
mente ad  AB  ,  CD. 

29.  Dati,  in  un  piano  e,  un  v  ABC^ahc  ed  una  retta  s,  ed 
assegnati  in  s  due  punti  U^  y  U^t  si  determinino  i  poli  (28,  a) 
IJ  ,  M*  ,  N^  dei  lati  a  ,  b  ,  e  rispetto  al  segmento  U ^U^-  le  rette 
AL'  ,  BM^  ,  CN*  concorreranno  (28,  h)  in  uno  stesso  punto  U^^] 
e  l'armonica  «,2  di  U ^^  ,  rispetto  al  v  ABC  (28,  &),  si  dirà  armo- 
nica-mìsta  (0  polare-niista)  dei  punti  U^  ,  T/g,  rispetto  al  V  ABC, 
Diremo  pure  V  polare  dì  U,  ,  rispetto  al  v  ABC,  il  y  costituito 
dalle  polari  di  U^  (28,  a)  rispetto  agli  A  A,  B,  C:  e  questo  y  è 
omologico  al  V  ABC,  col  centro  di  omologia  in  (7,,  e  con  l'asse 
di  omologia  nell'  armonica  di  f/,  rispetto  al  v  ABC.  Ciò  posto^ 
si  ha  che  1.^  se,  rimanendo  fisso  U,,  il  punto  U^  si  muove  in  s, 
Var manica-mista  u,2  descrive  un  fascio  (S),  proiettivo  alla  pun- 
teggiata (s)  generata  da  Ug:  2.°  V  armonica-mista  dei  punti  U|  ,  S, 
rispetto  al  V  ABC,  è  la  retta  s. 

In  fatti,  ponendo  sa^Lj  AU^^'a^U\  AU^'a^D^,  AU^^a^D^f 
il  gruppo  armonico  U^U^LiU  sarà  proiettato  da  A  sopra  a  nel 
gruppo  armonico  D^D^LTj'x  ©  questo,  posto  KL"'^Z),^^,,  sarà 
proiettato  da  Z/^  sulla  retta  AD^  nel  gruppo  armonico  D^AU^A^. 
Inoltre,  essendo  armonici  i  gruppi  di  raggi  B{AD^  U^A^^C{AD^U^A^), 
le  rette  A^B  ,  A^C  saranno  le  polari  di  f/, ,  rispetto  agli  ^  B^  C 
del  V  ADC  \  ossia  saranno  due  dei  lati  del  v  polare  di  C7,  ri- 
spetto al  V  ABC.  Ma,  se  si  pone  «i^-a^P,  è  armonico  il  gruppo 
BCL'^P  (perchè  AP  è  la  polare  di   U^2  rispetto  all'Ai);  e  quindi 
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è  armonico  il  gruppo  di  raggi  A^{BCL"P),  ed  A^P  è  perciò  nn 
lato  del  V  polare  di  U2  y  rispetto  al  y  A ^B ^C ^,  Dìinqne,  determi- 
nando il  V  polare  A,B,C|  di  U,  ,  rispetto  al  v  ABC,  ed  il  y  po- 
lare AjjBjjC^  di  Uj{ ,  rispetto  al  V  A,B,C,  .  sarà  A^jB^Gg  omologico 
con  ABC,  e  con  l'asse  di  omologia  u,j  (poiché  si  può  ragionare 
sui  punti  Uj^fe  ,  i*i2<^  )  come  si  è  fatto  pel  punto  u^^a^P). 

Ma,  i  XJ  omologici  ABC  ,  A^B^C^  definiscono  una  polarità  piana 
TI  (205,  g)j  nella  quale  i  punti  A  j  B  ,  C  hanno  per  polari  ordÌDa- 
tamente  le  rette  B^C^  ,  C|i4,  ,  A^B^  ;  e  quindi  i  punti  L",  P,  con- 
iugati armonici  rispetto  ai  punti  uniti  i?  ,  C  di  IT,  sono  ponti  re- 
ciproci in  II  (poiché  B  ,  C  sono  i  punti  doppi  dell*  involuwonf . 
che  n  determina  sulla  retta  BC). 

Dunque  è  L\L''A^  la  polare  di  P;  e  perciò  la  polare  di  U^  passa 
per  P:  ossia,  la  polare  di  Ug  in  IT  coincide  con  la  retta  Uj^  (per- 
ché si  può  ragionare  sui  punti  u,2&  ,  ^12^,  come  si  é  fatto  sai  punto 
u^^a  =  P). 

Indicando  quindi  con  S  il  polo  di  8  in  II,  se  L\  si  muove  sulla 
retta  s,  la  it,2  roterà  intorno  ad  8y  descrivendo  (204,/)  un  fascio 
involutorio  alla  punteggiata  generata  da  C/2;  e  Tarmonica-mista  dei 
punti  U^  ,  8,  dovendo  coincidere  con  la  polare  di  S  in  II,  coinci- 
derà con  8. 

E  si  noti  che  Ì.o  se  si  costruisce  il  y  polare  A'gB'gC'g  di  U*  ri- 
spetto al  7  ABC,  nella  polarità  \V,  individuata  daisj  ABC,  A'jB'^Cj. 
la  polare  di  U|  coincide  con  V armonica-mista  Ujj!  2.°  prendendo 
sulla  u,2  ^n  punto  arbitrario  Ug,  le  armoniche-miste  di  Uj  ,  T, 
e  1)2,113  passano  orditiat amente  per  Uj  e  U,  :  3.^  se  Uj  coincide 
con  U, ,  la  u,2  coincide  con  l'armonica  di  U,  rispetto  al  V  ABC: 
4.^  le  armoniche- miste  di  U,  ,  U^  rispetto  ai  4  y,  che  si  ottengono 
prendendo  a  tre  a  tre  i  4  punti  ABOU,^,  sono  le  polari  del  quarto 
punto  rispetto  a  tali  y. 

30.  Se  il  centro  G  e  l'asse  g  di  un'omologìa  piana  ù  non  s^ 
appartengono,  ogni  correlazione  P,  nella  quale  Cr  ,  ^  si  corrispon- 
dano involutoriamente,  trasformi  0  in  ù'^i  e  viceversa,  se  F  tra- 
sforma ù  in  Q~^  j  G  ,  g  si  corrisponderanno  involutoriamente  in 
r.  —  Da  questo  teorema  si  deduce  immediatamente  quello  del 
n.o  209,  g). 

Analogo  teorema  nello  spazio  a  tre  dimensioni. 

31,  Se  DEFG  é  il  tetraedro  fondamentale   di    un'  omografia 


■   soni.,  generami 
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Si  dimostrerà  questo  teorema,  osservando  dapprima  che,  se  I 
vertici  A  ,  B  ,  C  di  un  y  so7io  poli  dei  piani  a*  ,  f;'  ,  '\*  nulla  jfj- 
larità  ordinaria  TT,  i  punti  AB-'y' ,  BC-a' ,  CA-^'  giacciono  in 
una  retta  r  (poiché,  se  il  piauo  6  del  y  ABC  non  passa  pel  pDuto 
a'?'7'f-/>',  posto  Sa's«'  ,  Z^'~h' ,  CY==c',  i  y  ^^C ,  a'6V  sono 
reciproci  nella  polarità  piana,  che  IT  determina  in  6  ;  e  se  o  passa 
per  D\  le  rette  congiungenti  D'  ai  punti  AB»-^'  ,  jBC-a',  CJS' 
formano  con  le  rette  D'C ,  D'A  ,  />'5  tre  coppie  di  raggi  in  in- 
voluzione) 5  mentre  i  jnani  C-a'^'  ,  A-f '7'  ^  'R'-^^'aJ  passano  perla 
polare  r'  ^h*  r  in  IT. — E  si  noti  che  gli  elementi  ABCaJ'^^^\(»iÀ 
legati  tra  loro,  e  due  punti  M ,  M\  definiscono  la  polarità  II,  nella 
quale  M  ,  M'  sono  reciproci,  ed  ABO  sono  poli  ordinatamente  di 
a'^'Y  [eserc.  28,  ò),  e)]. 

38.  Se  {S)^abc,..  {S)^a^b^c^..,.  sono  due  fasci  di  raggi,  che 
si  corrispondono  in  un'omografia  piana  £2,  gli  assi  di  collinea- 
zione  r^  ,  r^,...  delle  coppie  di  punteggiate  corrispondenti  [a]  e 
(^1)  7  (^)  ®  (^«)»—  costituiscono  un  fascio  (U). 

Se  Q  è  un'omologia  di  centro  G  ed  asse  g,  (a)  e  (a,),  (6)  e  (6,)?... 
sono  coppie  di  punteggiate  prospettive,  col  comune  centro  G  di 
prospettiva  ;  e  quindi  è  U  il  coniugato  armonico  di  G ,  rispetto 
ad  S,S,, 

Se  ù  non  è  omologica,  e  non  è  ^^|  una  retta  unita,  conside- 
rando i  punti  S_^SS^S2,  ^^®  s^  corrispondono  successivamente  in 
£2,  alla  retta  S^iS^^t  corrisponderà  la  retta  SS^^t^J  e  tt^BATÌ 
{ì  punto  U. — In  fatti,  ai  punti  S ,  ta  della  punteggiata  (a)  corri- 
pendono  i  punti  /S\  ,  t^a^  della  punteggiata  (a,):  e  perciò  T  asst? 
r^  di  colliueazione  di  (a)  ,  (a,)  passa  pel  punto  U  d'  intersezione 
delle  rette  S't^a^  ^ty  ,  S^-ta^EEat, 

Se,  in  fine,  essendo  0  non  omologica,  è  SS  ^^g  una  retta  unita, 
il  cui  punto  unito  associato  sia  G,  indicando  con  H^l^  tre  raggi 
successivamente  corrispondenti  nella  proicttività  caratteristica  ;(/' 
di  0,  e  tali  che  S  sia  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiata 
(/)  ,  (/|)  corrispondenti  in  0,  sarà  (183,  b)  S^  il  centro  di  prospet. 
tiva  delle  punteggiate  (/,)  ,  (/^).  Sicché,  conducendo  per  S  una  retta 
arbitraria  a,  e  posto  al  ^  M  ,  al^  ^  M^  ,  i  punti  M ,  M^  si  corri- 
sponderanno in  lì  ;  e  quindi  sarà  S,^M (^a^  la  retta  corrispondeut»* 
ad  a  in  li,  mentre  ad  Jf ,  corrisponderà  in  Q,  il  punto  rt,7^==.1/-- 
Dunque,  in  Qo  ad  3/ corrisponderà  M^\  ed  MM^'gs^Ua&rk  il  ct'ii- 


K^\ 
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tro  di  prospettiva  delle  punteggiate  (Z)  ,  (l^)  corrispondenti  in  Q-, 
e  rimarrà  fisso  al  variare  di  a.  Ma  la  retta  MM2  è  Tasse  di  col- 
lineazione  r^  delle  punteggiate  (a)  ,  (a,)  corrispondenti  in  Q,  Dun- 
que   r^ ,   al   variare  di  a,  passa  pel  punto  fisso   U. 
Si  noti  pure  quanto  segue  : 

1.0  Dato  il  punto  U,  cui  corrisponda  C/,  in  0  (supposta  non 
involutoria),  è  t  il  raggio  del  fascio  (C/'),  che  ha  UU^^t^  per 
corrispondente  raggio  del  fascio  (f/|).  Inoltre,  non  potendo  in  ge- 
nerale t  e  t^  corrispondersi  in  doppio  modo,  S ,  S^  sono  i  soli 
punti  corrispondenti  di  ù^  situati  ordinatamente  in  ^1  ,  ^  ;  e  se  le 
rette  t^^tt^t^  si  corrispondono  successivamente  in  0,  sarà  ^_,<,^/S', 
tt^=S^^  Sicché,  dei  tre  punti  S ,  St  ,  U,  ciascuno  è  individuato 
dai  rimanenti  due:  e  se  a  descrive  il  sistema  [e],  la  retta  r^  de- 
scriverà un  sistema,  che  costituisce  con  [cj  una  seconda  omografia 
Q^  (e  quindi  con  [0]  una  terza  omografia  Q^)'  poiché,  se  a  rota 
intorno  ad  S ,  r^  roterà  intorno  ad   U,  e  viceversa. 

2.0  Le  tre  omografie  Q  ,  fì|  ,  £2^  sono,  a  due  a  due,  commu- 
tative.— In  fatti,  si  vede,  p.  e.,  che  in  Q=  s"'V  ^*  V^    ^^    hanno    le 

corrispondenze      7/0'  ^ ^   ,   t./j'~  /  »  ^  /  ~~  rr  >  mentre  in  Q,''si 

hanno  le  corrispondenze  ^t,  Vt*  ;  ed  12 ^  trasforma  quindi  la  cop- 
pia di  punti  S ,  S^  f  corrispondenti  in  ù  ,  nella  coppia  di  punti 
^  1  ^\j  por©  corrispondenti  in  Q. 

.*i.o  Se,  date  due  punteggiate  («)^^1/?C...,  [ìì^)^A^B^C^»,.  cor- 
rispondenti in  Q,  si  considerano  i  centri  R^  ,  A*j, ,  ...  di  collinea- 
zione  delle  coppie  di  fasci  di  raggi  (.4)  e  {A^  ,  {B)  e  (-B,),...  cor- 
rispondenti in  Q,  i  punti  /i?^  ,  -K^  , ...  descrivono  una  punteggiata 
I  m)  ;  e  mentre  «  e  »,  generano  Tomografia  £2  ,  9  e  li  ,  9,  e  u  ge- 
nereranno due  omografie  Q' ,  Q''  commutative  con  ù, —  Quali  re- 
lazioni hanno  Q'  ,  0''  con  ù^  ,  Q3  ? 

4.oDati,in  un  piano,  due  quadrangoli  completi  ABCD^Ai^Bfi ^D^, 
e  posto  AB^CD=H,  AC^DB=G,  AD'BC=F,  A.B^- C,D,=  H,, 
A^C^'D^B^^Gi^y  A^D^'B^C^^F^^  i  sei  assi  di  collineazione  delle 
sei  proiettività  ABHaA^B^JI^  ,  CDWKC^DJl^  ,  ACGl\A^Cfi^, 
DBGaD^B.G^  ,  ADFaA^D^F^  ,  BCF1\  n,CJ\  sono  i  lati  di 
un  terzo  quadrangolo  completo. 

i^AìtHì A  — (reometria  pro'uttlva.  7(»- 
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39.  a)  Le  correlazioni  piane  P,  non  involatone,  possono  clas- 
siticarsi  come  segae: 

1.0  Può  r  avere  un  solo  punto  A,  che  corrisponde  involuioria- 
mente  alla  corrispondente  retta  a',  la  quale  non  passerà  per  A. 

2.0  Possono  esistere  in  V  due  soli  punti  A  ,  B  ,  che  corrispon- 
dono in  doppio  modo  ordinatamente  alle  rette  a'  ,  b'  ;  «  di  qmstr^ 
a'  è  una  retta  di  B,  che  ìion  passa  per  A,  e  b'  é  la  retta  BA. 

3.0  Può  r  avere  tre  soli  punti  ABC,  che  corrispondono  in  dop- 
pio modo  ordinatamente  alle  rette  a'b'c'  ;  ed  allora,  mentre  ABC 
sono  i  vertici  di  un  y,  delle  rette  a'b'c',  uìia,  p.  e.  a'  è  il  lato  BC 
opposto  ad  A,  le  altre  due  b',  e'  sono  ordinatamente  i  lati  AB,  AC. 

4.0  Può  un  sol  punto  A  di  V  corrispondere  involutoriamenit  ad 
tma  retta  a',  che  non  passerà  per  A,  mentre  a  ciascun  punto  B 
di  a'  corrisjyonde  involutoriamente  la  retta  BA  ;  e  noi  diremo  al- 
lora che  r  è  in  polarità  parziale  di  centro  A  e  di  asse  a'  (^). 

5.0  Può  T  avere  due  elementi  A  ,  a'  che  si  appartengoìw  e  */ 
corrispondono  involutoriamente ,  senza  che  vi  sia  in  V  cdcun  al- 
tra coppia  involutoria  di  elementi  corrispondenti. 

In  fatti,  dati,  in  un  piano  e,  un  quadrangolo  completo  ABCIK 

due  rette  b'  ,  e',  che  passino  pel  solo  vertice  A  del  quadrangolo. 

ed  una  retta  éZ',  che  formi  un  quadrilatero  completo  con  le  rettt^ 

ABCD 
BC^a'  y  b'  ,  e' ,  si  consideri  la  correlazione  P^    nt  tjt  i    ^^^-^ 
»  '  a'b  c'd 

r»  /i  —  Q^ 

quale  si  hanno  pure  evidentemente  le  corrispondenze  ,r  »^  j   , 

AB~b        AC  =  c       AD  =  e      j  „  ,    .    ^ 

'/  '  =  7?'  »     I  f  —  P'  ì    ffj'  =  F'*        conseguenza,  nella  correlazione 

r  gli  elementi  A  ,  a  sì  corrispondono  con  permutabilità,  e  al  fascio 
di  raggi  (A)  ^  bce,.,  corrisponde  proiettivamente  la  punteggiata 
(a')  ^  B'C'E',,.,  Segando  quindi  il  fascio  {A)  con  la  trasvera^It^ 
a',  e  ponendo  ea'  ^  E,  si  ha  BCE  ...  a  B'OE*.  .  . . 


(^)  Analoga  classificazione  va  fatta  per  le  correlazioni  in  una 
stella. 

Del  resto,  è  quasi  inutile  di  ridire  che  spesso  noi  enunciereico, 
o  dimostreremo,  delle  proprietà  nel  piano,  che  lo  studioso  dom 
trasportare  nella  stella,  mediante  la  dualità. 
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Uru,  ai  può  disporre  dei  dati  in  guii^a,  a) 
UCE...7\  B'C'E'...  non  sia  involutoria,  e  ne 
reali:  p)  che  aia  B' ^  B  (e  quindi  b'^b),  i 
BCE...aBC'E'...  non  eia  involutoria,  ed  abl 
unito:  >)  che  aia  B'^B,  C' ^  C  (e  quindi 
che  E'  coincida  con  E,  o  formi  il  gruppo  i 
flie  sia  B'=B  ,C'=C  ,  E'=E:  nel  qaal 
di  a'  corrisponde  involutoriamente  alla  retti 
ad    A. 

Dì  qui  segue,  che  in  niuno  dei  casi  a.) ,  f 
zione  r  sarà  involutoria;  poiché  nei  casi  a) 
menti  di  T,  che  non  al  corrispondono  in  dof 
S)  la  punteggiata  (a')  è  prospettiva  al  corri! 
di  raggi  ma  in  tutti  i  quattro  casi  conaìdery 
non   si  appartengono,    e   si    corrispondono  in 

Inoltre,  nel  caso  a),  la  correlazione  T  non 
.Vm  di  elementi  corrispondentisi  con  permi 
nell'omografia  r-  =  ii,  gli  elementi  A  ,  a'  so 
Itili  ;  e  poiché  non  si  appartengono  ,  sono  ns 
H  coiTisponde  b',  ed  a  b'  un  punto  distinto 
e  perciò  nella  proiettività  di  ponti  U,,- ,  i 
a'  (Ja  quale  iì„.  può  considerarsi,  come  il 
iettività  di  punti,  che  T  determina  sopra  a' 
punto  unito.  Dunque  Q  non  può  avere  alcui 
reale,  oltre  A  ed  u';  e  quindi  T  ha  i  soli  el 
corrispondono  involutoriamente. 

Similmente  ragionando,  si  prova  che,  nell 
caso  ?),  solo  A  e  a' ,  B  o  BA  ^  b'  si  corris 
labilità  ;  pel  caso  •()  ,  ciò  avviene  solo  per  1 
(ì  BA  =  b;  Ce  CA  ==  e'  ;  e  pel  caso  S),  ci.^ 

(')  Poiché,  in  r,  ad  un  punto  qualunque 
una  retta  AM,  ,  che  sega  a  in  3/,  e  ad  .If,  ' 
.t.V,  che  sega  a'  in  M',  noi  diciamo  che  M 
|iie  di  punti  corrispondenti  nella  proiettiviti 
Mulla  retta  a';  e  quindi  che  .U.V  è  una  co 
spendenti  nella  proiettività  che  1'^  ^^  Q  detei 
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per  A  e  a' ,  6  per  ciascun  punto  di  a' ,  relativamente  alla  retia. 
che  lo  con  giunge  ad  A. 

La  facile  costruzione  di  una  correlazione  piana  che  si  trovi 
nel  caso  considerato  5.^  si  lascia  come  esercizio  allo  studioso. 

Per  dimostrare  poi  compiutamente  l'enunciata  classificazione  delìt- 
correlazioni  piane,  non  involutorie,  si  osservi  che  nel  quadrato  H 
di  una  correlazione  piana  T,  non  involutoria,  (che  è  un'omogratìa 
non  identica),  non  possono  presentarsi,  che  i  4  casi  considerati 
nel  n.o  184,  g),  1.^,  2.o,  5,o  e  4.o,  e  quello  dell'omologia.  Ora  noi 
abbiamo  effettivamente  data  la  costruzione  di  correlazioni  tali,  cLt* 
i  loro  quadrati  sono  le  omografie  considerate  nel  n.o  184,  g\  1:\ 
2.0,  3.0,  e  V  omologia,  il  cui  centro  non  giace  suU'  asse  di  omo- 
logia. 

Basta  dunque  provare,  che  O^P'*  non  può  un'  omologia  il  cui 
centro  A    giace   sull'asse  a'. 

A  far  ciò,  si  ricordi,  che  per  ogni  coppia  Mm  di  elementi  cor- 
rispondenti involutoriamente  in  P,  e  solo  per  tali  coppie,  si  hanno 
in  ù  un  punto  unito  M  ed  una  retta  unita  m  :  e  che,  se  M  (o  m] 
è  un  punto  unito  (o  una  retta  unita)  di  Q,  ad  ^  (o  ad  m)  cor- 
risponderà involutoriamente  in  P  una  retta  w  (o  un  punto  J/).— 
Quindi,  se  tì  ^  P^  fosse  un'omologia,  il  cui  centro  A  appartiene 
all'asse  a',  in  P  ai  punti  ABC».,  di  a',  uniti  in  Qt^  corrispondereb- 
bero con  permutabilità  le  rette  a'b'c'.,.y  unite  in  il,  e  quindi  ap- 
partenenti al  punto  A.  Se  dunque,  in  P,  ad  un  punto  J/ fuori  »li 
a'  corrisponde  la  retta  ni,  ad  m  corrisponderà  un  punto  M'  (di- 
stinto da  3fj  ma  situato  sulla  retta  AM'),  e  il  prodotto  della  po- 
larità   n  =    M,f^     per    la    correlazione   P  =    f i  »  T  'iti     sarebbe 

Pomologia    A-nn  'h'\f'^^'  ^  poiché   dovrebb' essere  fì=r*,  ^■ 

rebbe  IlP  ^  P^,  d'  onde  II  =  P  :  contro  1'  ipotesi. 

b)  Si  noti  che,  se  due  sistemi  piani  correlativi  [a]  ,  [c'j  sofio 
in  polarità  parziale  [a),  4.o],  di  centro  A  e  di  asse  a,  e  s  indichi 
con  P  la  proiezione  ortogonale  di  A  sopra  a,  rotando  Vun  sistema 
[a']  di  180o  intorno  alla  retta  AF,  il  sistema  [e'],  nella  nuora  pf^- 
sizione,  costituirà  con  [o]  una  polarità  II,  nella  quale  A  sarà  '^ 
polo  di  a. 


Di  vero,  prendendo  due  punti  I! ,  C 
ai  punti  A,  B,  C  dì  [ci  corrisponderan 
la']  ordinatamente  le  rette  BC  ,  CA  ,  À 

o)  Poiché  però  il  risultato  della  ri 
AP  si  può  ottenere  pure,  moltiplicandi 
[cj  e  \<f\,  per  la  simmetrìa  S  di  asse  . 
rS=n;  d'onde  V  =  \iS.  Ma  H  ,  iT  som 
6)  ciascuna  delle  II  ,  8  trasforma  r  in 

40.  a)  Due  figure  uguali  P  ,  P, , 
ili  una  ifteasa  figura,  si  corrispondono 
quaternaria)  Q,  costituita  da  due  eiste 
compiutamente  deSnita ,  e  che  denomii 
Q  avrà  per  elementi  uniti  associati  la 
piano  all'infinito  -^^  ed  un  punto  G:  i 
unito  del  movimento. 

b)  Supponendo  dapprima,  che  le  fi 
F  ,  F|  appartengono  ad  un  piano  o,  st 
vita  caratteristica  \G\  di  Q.  E  poiché  i 
corrispondenti  in  Q,  sono  direttamente 
raggi  corrispondenti  SG  ,  SfG,  ne  segi 
rispondenti  sono  ||.  In  conseguenza  \0^ 
motetia-congruente. 

Dunque,  un  movimento  in  un  piano 
modo  solo)  da  xma  rotazione  intorno  a, 
mento,  se  G  é  al  finito,  o  da  una  tra» 
nella  direzione  di  G,  se  Q  è  all'infiniti 

e)  Un  movimento  in  una  stella  [8] 
una  roteazione  intorno  ad  un  punto  fìsi 
(itt  un  modo  solo)  da  una  rotazione  in, 
della  siella. 

Di  vero,  le  figure  P  ,  P,  individuau' 
mune  centro  S,  le  quali  si  corrispondon( 
-,  1,  a  tre  dimensioni,  che  hanno  quìi 
e  il  punto  S  per  elementi  uniti  associa 
stelle  congruenti  hanno  almeno  un  ragi 
e  la  rotazione  intorno  ad  r  fa  coincido 
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altri  raggi   uniti  reali  :  poiché  questi  dovrebbero  giacere  nei  pian: 
uniti  della  rotazione  (r),  e  questa  ha  i  piani  uniti  immaginar.'!. 

d)  Una  rotazione  intorno  ad  una  retta  fissa  r  {e  quindi'/ 
una  roteazione  intorno  ad  un  punto  fisso)  è  in  generale  un  omo- 
grafia Q,  che  ha  la  retta  r  di  punti  uniti,  ed  una  retta  ali  inf- 
ìnto s^  di  piani  uniti,  la  cui  giacitura  è  normale  ad  r  :  »i<i,  .<? 
la  rotazione  è  di  due  retti,  ù  è  un^ involuzione  rigata  di  assi  r,  ^^^ 
(ossia  una  simmetria  di  asse  r). 

In  fatti,  è  evidentemente  unito  qualunque  punto  iS^di  r:  e  quindi 
le  stelle  corrispondenti  (uguali),  di  comune  centro  Sj  hanno  per 
elementi  uniti  associati  r  ed  un  piano  p,  il  quale  deve  segare  i 
fasci  uguali  di  piani  corrispondenti  in  £2,  e  che  passano  per  r. 
in  fasci  uguali  di  raggi.  Dunque  p  dev'essere  _J_  ad  r  ;  e  5,  e  il 
piano  airiniìnito  c^,  si  segano  nella  retta  s^. 

Il  resto  è  evidente. 

e)  Se  il  movimento  è  qualunque,  ossia  senza  alcun  punto  tìs>" 
al  finito,  il  punto  unito  G  del  movimento  dev'essere  all'infinito; 
e  perciò  vi  sarà  una  retta  unita  }*  di  direzione  (r,  sulla  qaale  !ì 
determina  due  punteggiate  uguali.  In  conseguenza,  una  traslazione 
di  F,  parallelamente  ad  r,  farà  diventare  r  una  retta  di  punti 
uniti  per  F|  e  per  la  novella  posizione  F^  di  F  ;  e  poscia  uni 
rotazione  intorno  ad  r  [d)]  farà  coincidere  Fg  con  F,. 

Dunque,  un  movimento  qualunque  (senza  pìinti  fissi)  ndlo  «/*»- 
zio  a  tre  dimensioni  può  essere  sostituito  {e  in  un  modo  solo)  da 
una  traslazione  parallelamente  ad  una  retta  r,  e  da  una  rotazione 
intorno  ad  r  :  e  questi  due  movimenti  sono  commutativi. 

f)  Nello  spazio  a  tre  dimensioni,  i  soli  movimenti  ciclici  sohu 

.   .  ,  2mu 

le    rotazioni  intorno  ad  un  asse  per  un  A  ,  dove  m  ,  n  so»'* 

n 

due  interi  arbitrar ii. 

41.  Quali  sono  le  rotazioni,  che  fanno  coincidere  un  dato  t»- 

« 

traedro  regolare  (o  cubo)  con  se  stesso  ? 

42.  Se  un  sistema  nullo  IT,  di  asse  a,  si  moltiplica  per  la 
simmetria  rispetto  ad  una  retta  p  che  sega  ortogonalmente  fl»  i' 
prodotto  sarà  una  polarità  paraboloidica  equilatera,  nella  qnak 
sono  rette  doppie  la  /?  e  tutte  le  rette  doppie  di  IT,  che  segano/? 
ortogonalmente. 


43.  Se  un  sistema  nullo,  < 
taente  per  una  simmetria  rispe 
ad  un  piano  qualunque  perpen 
un  retto  intorno  ad  a,  il  prodt 
(.li    rotazione. 

44.  In  un  sistema  nullo  T 
conduce  la  J_  a'  ad  a,  la  pola 
caratteristica  del  piano  a  (con 

Se  V  ,  t'  eono  due  rette  poi 
le  proiezioni  ortogonali  r,  ,  r', 
a  concorrono  in  un  punto  dell 

45.  Dati  due  sistemi  quat 
sono  disporre  in  modo  da  coat 
metrico  ,1"  di  u'  (rispetto  ad 
piano)  si  potranno  disporre  in 
raboloidica  di  rotazione  ;  e  vie 

46.  Dati,  in  un  piano  e, 
durre  per  P  una  trasversale  r 
ra=L  ,  rl~M  ,  rc~X  ,  P  sia 
segnato  in  una  forma   fondam 
duale  net  piano, 

47.  a)  Da  quanto  è  detto 
mente  che,  date,  in  un  piano, 
ed  tir»'  omografia  Q  non  omoloi 
/Sciente  per  la  loro  commutatii 
asnoc.iiiti  di  ù  ;  ma,  se  Q  è  pt 
che  il  centro  e  l'a»se  di  Q  coii 
ofdittatamente  a  g  e  G. 

b)  Nel  n.»  189,  a),  b)  fu 
HO,  due  omografie  Q  ,  11',  ame 
necessaria  per  la  loro  eommutt 
y  fondamentale  iy^  e  cke  qu 

se  \  1  non  è  un  ^  degenere  i 
hanno  comuni  due  elementi  un 
hanno  Q'  ,  g  per  elementi  uniti 
cessarla  e  Muffidente  per  la  lori 
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D'  trasformi  una  coppia  m^m^  di  elementi  corrispondenti  deiXaìtni 
ù  in  una  simile  coppia  n,ii2  di  Q. 

e)  Andiamo  ora,  per  quest'ultimo  caso  di  0  ed  0'  con  gli 
elementi  uniti  associati  tripli  G  j  g  b.  sostituire  alla  suddetta  con- 
dizione di  commutatività  un'altra  equivalente. 

Tra  gli  elementi  delle  proiettività  caratteristiche  associate  \G\  = 

•^  ^,  .  .  .  ,  jgf  j  =  ^  j ,  .  .  .  di    Q    si    ha    (  183  ,    ^  )    la    proiettività 

|6r  ,  ^j  ==?^  ^^,  .  .  .  ,  dove  A  j  A'  sono  (183,  b)  i  centri  di  pro- 
spettiva delle  coppie  (a)  e  (a')  ,  (a')  e  (a")  di  punteggiate  corri- 
spondenti in  Q:  sicché  \0  ^  g\  trasforma  J6r|  in  \g\  e  \g\  ìn\G. 
E  noi  chiameremo  \G  y  g\  proiettività  caratteristica  mista  di  Q, 
osservando  che  0  è  definita  da  G  ,  g  ^  \G  ,  g]  ,  insieme  ad  una 
delle  \G\  ,  j^j,  o  ad  una  coppia  qualunque  di  punti,  o  rette,  cor- 
rispondenti: poiché,  p.  e.,  dando  G  ,  g  ,  \G  ^  g\  j  \g\j  se,  di  due 
punti  A  ,  A'  corrispondenti  in  |^|,  si  trovino  le  rette  a  ,  a\  ole 
loro  corrispondono  in  \G  ,  g],  le  a  ,  a'  si  corrisponderanno  in  \G\: 
e  perciò  xina  retta  arbitraria  m  di  A  segherà  a  ,  a'  nei  pimti  3/^ 
J/g  corrispondenti  in  0,  ed  ù  (185,  d)  sarà  definita  (*). 

Inoltre,  indicando  con  \G\'  ,  {gY  ,  \G  ,  gY  le  proiettività  caratte- 
ristiche di  ù'j  ed  avendo  \G\  ,  [(?}'  lo  stesso  unico  raggio  nnito 
Oi  ®  \9\  ì  Wl  1^  stesso  unico  punto  unito  G,  saranno  \G\ ,  \g 
commutative  ordinatamente  con  |(?|'  ,  {^j',  sieno  Ù  ,  Q' commuta- 
tive, 0  pur  no.  In  conseguenza,  se  ad  ^  ,  A^  corrispondono  ^j  B 
in  j^}',  e  ad  a  ,  a'  corrispondono  b  j  b'  in  \G\^  saranno  BB^,f>^* 
due  altre  coppie  di  elementi  corrispondenti  ordinatamente  in  ;</, . 
j(t|  ;  e  se  m  ,  n  sono  due  rette  corrispondenti  di  Q',  che  passano 
ordinatamente  per  i  punti  A  ,  i?,  posto  7na^M^  ,  ma*^M^  ,  nte^^, 
nb^^N^,  sarà  M^M^  una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  0. 
mentre  M^N^  ,  M^N^  saranno  due  coppie  di  punti  corrispondenti 
in  ù\ 


{})  Se  il  V  fondamentale  l  j  di  un'omografia  piana  2  non  è 
degenere  di  2.»  specie,  regge  quanto  è  qui  detto  intorno  alle  pro- 
iettività caratteristiche  \G\  ~z  ,  ,  .  .  ,  \g\  =  w  .  .  .  ,  IO.  g\=  i  j»*" 
.li   1>. 
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Ciò  posto,  se  tì  ,  Q'  sono  commutative,  i  punti  N^  ,  N^  saranno 
corrispondenti  in  £2  ;  e  quindi  B  sarà  il  centro  di  prospettiva 
delle  punteggiate  (h)  ,  (6')  corrispondenti  in  Q:  ossia  b  ,  B,  si  cor- 
risponderanno in  }(t  ,  g\.  E  viceversa,  se  b  ,  B  si  corrispondono 
in  [G  ,  </i ,  sarà  ^^^2  una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  Q  ; 
e  perciò  (189,  b)  0  ,  Q'  saranno  commutative. 

Ma  ab  ,  AB  sono  coppie  di  elementi  corrispondenti  ordinata- 
mente in  \G\'  ,  \g\'. 

Dunque,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  Q  ,  0 
sieno  commutative,  è  che   \G\\  \g\'  si  corrispondano  in   \G  j  g\. 

Ma  \GW  IgY  si  corrispondono  pure  in  \G  ,  gY\  e  quindi,  alla 
condizione  precedente  può  sostituirsi  Taltra,  che  la  jyroi  etti  vita  bi- 
naria di  raggi,  o  di  punti,  \G  ,  g\  j6^  ,</(',  la  quale  si  ottiene  ap- 
plicando successivamente  \G  ,  g\  e  \0  ,  g\'  a  |(tJ',  o  a  j^|',  sia 
conifìiutativa  con  jG]',  o  con  jgj';  ossia  che  \G  ,  g\  \G  ,  gY  abbia 
per  unico  elemento  unito  g,  o  G. 

Ciò  è  evidente,  osservando  che,  se  p.  e.,  \G\^  corrisponde  a  se 
stessa  in  \G  ,  g\  \G  ,gV,  siccome  \gy  ,  \G\'  si  corrispondono  in 
\G  ,  gVy  cosi  deve  a  \G\'  corrispondere  j^|'  in   \G  j  g\* 

Si  noti  però,  che  può  evidentemente,  alla  proiettività  di  raggi, 
o  di  punti,  \G  ,  g\  \G  ,  g^  sostituirsi  l'altra  simile  proiettività 
\0,g\'  \G,g\. 

d)  Nel  n.o  191  noi  abbiamo  supposto,  che  ninna  delle  omo- 
graiie  piane,  ivi  considerate,  sia  omologica;  ed  abbiamo  ancora  ta- 
citanaente  ammesso  che,  se  di  tre  omografie  fì  ,  0',  0"  di  un 
ptano  e,  delle  quali  ninna  sia  omologica,  luna  Q  è  commutativa 
con  ciascuna  delle  altre  due  Q',  0",  queste  sono  commutative  tra  loro. 

Per  dimostrare  un  tale  teorema,  si  osservi    che,    per    V  ipotesi 

fatta,  il  7  fondamentale  l     j    di  0  deve  essere  (189,  a)  pure    il 

y  fondamentale  di  Q'  e  di  Q";  e  perciò,  se  (      j  non  è  un  y  tic- 
genere  di  2.a  specie,  0'  risulta  (189,  b)  commutativa  con  ù". 

Se  poi  (  )  è  un  V  fondamentale  degenere  di  2.«  specie,  co- 
mune ad  Q,  ,  Q',  Q",  indicando  con  jG|"  ,  ;^j"  ,  \G  ,  g\'^  le  pro- 
iettività caratteristiche  di  fì",  le  proiettività  binarie  di  raggi,  o 
di  punti,  \G  j  gV\G  ,  g\  ,  \G  ,  g\\G  ,  g^^  avranno  [e)]  por  unico  ele- 

Sankia — Geometria  proirltivct.  77* 
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mento  unito  g  o    G'^    e   quindi    lo    stesso    avverrà    pel  prodotto 
\0  ,  g\'\G  ,g\\G,  gì \G  ,  g\"=  \G  , g\'[G  ,  gV'.  Dunque  [e)]  ù' ed 
Q"  sono  commutative, 

e)  Se  EFG^efg  è  il  V  fondamentale  dì  un'omografia  piana 
Q,  le  tre  proiettività  caratteristiche  miste  jE  ,  e|  ,  |P  ,  f[  ,  jG  ,g; 
di  Ù  fanno  corrispondere  a  tre  raggi  dei  fasci  (E),(F),(G), 
concorrenti  in  uno  stesso  punto  P,  tre  punti  situati  per  diritto 
con  P. 

48.  Se  i  vertici  ABC  DE  di  un  pentagono  gobbo  sono  gli  ele- 
menti successivi  di  un  ciclo  in  un'omografia  ciclica  ù  di  5"  ordi- 
ne, il  sistema  nullo  IT,  individuato  dal  pentagono  autoreciproc'^ 
ABCDE,  è  commutativo  con  D. 

49.  Date  due  omografie  Q,  ,  Q^  (binarie  o  ternarie),  eaistont. 
infinite  coppie  Ù^Ù*'  di  omografie,  che  si  corrispondono  in  Q|  e«i 
in  Q2' 

50.  Se  Q,  ;  O2  sono  due  omografie  piane  proiettive  (in  cia- 
scuna delle  quali  esista  almeno  una  coppia  di  elementi  uaiti  a.*;- 
sociati,  che  non  si  appartengono)^  ed  O3  è  una  qualunque  fra  \f 
infinite  omografìe,  che  trasformano  0|  in  Q,)  ^^^  queste  infinite 
omografie  ve  ne  sarà  almeno  una  Q4  (al  più  tre)  tale,  che  il  pro- 
dotto ^304"^  risulti  un'omologia  armonica. 

51.  Se,  in  tre  omologie  piane,  che  hanno  per  centri  i  verti«  i 
di  un  V  e  per  rispettivi  assi  i  lati  opposti,  i  gruppi  caratteristici 
sono  proiettivi,  il  prodotto  delle  tre  omologie  sarà  l'identiti. 

52.  Se  un'  omografia  piana  Q  non  omologica  è   commutativa 
con  una  polarità  piana  IT  ,  Q  sarà  pure  commutativa  con  infinite 
altre  polarità  piane,  che  hanno  comuni  con  H  infiniti  y  autoreci 
proci  ;  e  questi  hanno  di  comune  uno  stesso  vertice  G  ed  il  lato 
opposto  gy  che  sono  due  elementi  uniti  associati  di  Q. 

Di  vero,  poiché  Ti  trasforma  tì  in  Q  ,  è  facile  vedere  che  vi 
sono  sempre  in  Q  due  elementi  uniti  associati  G  ,  </,  che  si  cor- 
rispondono in  n.  Indicando  ora  con  Ù^  una  qualunque  delle  inn- 
nite  omologie  di  centro  G  ed  asse  g,  essa  sarà  commutativa  con 
Q  (188,  aj  ;  e  il  prodotto  Ù^Uj  evidentemente  commutativo  con  Q- 
sarà  (209,  e),  un'  altra  polarità  II „  che  avrà  G  per  polo  di  g. 
Inoltre,  se  ad  una  retta  a  di  G  corrisponde  in  TI  un  punto  ^1  tli 
Qj  ad  a  corrisponderà  pure  A  in  IT,,  perchè  a  è  retta  unita  in* fì,. 
In  conseguenza,  IT,  e  le  infinite  IT,,  che  si  possono  costniire  mi 
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modo  ora  indicato,  avranno  di  comune  infiniti  S7  autoreciproci,  di 
vertice  G  e  di  lato  opposto  g»  —  Né  vi  è  alcuna  polarità  H^,  che 
iroda  delle  stesse  proprietà  di  ITi,  e  che  non  si  ottenga  dalla  co- 
struzione suindicata.  In  fatti,  in  II  e  II^,  ad  una  stessa  retta  a  di 
(jf  corrisponde  uno  stesso  punto  A  di  g:  e  quindi,  nel  prodotto 
IIjjlI^Qg,  a  ed  A  saranno  elementi  uniti,  ossia  Qg  ^  un'omologia 
di  centro  G  ed  asse  g]  mentre,  da  II^TI  ^  Q2>  si  trae  11^  ^  Q^IT. 
Si  osservi  che,  se  M ,  N  sono  due  punti  non  uniti  in  una  po- 
larità piana  IT,  ed  w  ,  n  le  loro  polari,  le  omologie  armoniche 
[M  y  m]  ,  [N ,  n]  saranno  commutative  con  II  (209,  g)  ;  e  quindi 
il  loro  prodotto  sarà  un'  omografia  piana  Q  commutativa  con  TI. 
53.  Date  due  schiere  rigate  involutorie  aa^'hb^'Cc^,,, ,  a'a\' 
h*h\  •  c*c\  .  .  .  ,  incìdenti  tra  loro,  è  individuata  la  involuzione  ri- 
gata /,  che  ha  aa^  ,  6ò,  ,  ce,  ,  .  .  .  ,  a^a\  ,  Vb\  ,  c*e\  ,  .  .  .  per  cop- 
pie di  rette  coniugate. 

64.  Date  due  schiere   rigate    proiettive    ahc  .  .  .  ,  «i^iCj  .  .  . 
queste  si  corrispondono  in  infinite  correlazioni. 

55.  Dato  un  quadrangolo  piano  ABCD ,  ed  assegnata  una 
retta  m  nel  suo  piano  e,  dal  punto  BC *  AD^  F  si  proiettino  i 
punti  ni'AB^Pym'CD^Q  ordinatamente  in  P,  ,  Q,  sulla  retta 
AC:  proiettando  i  punti  P,  ,  Q,  dal  punto  AB'CD^Il  in  P'  ,  Q, 
ordinatamente  sulle  rette  BC ,  AD,  le  rette  m  ,  P'Q'^m'  descri- 
veranno, al  variare  di  w  in  e,  un'omografia  ciclica  Q  di  4.°  ordine. 

56.  Se  Tinvoluzione  rigata  /'  è  armonica  all'involuzione  imita 
/  di   un'omografia  assiale  fì,  la  J'  muterà  Ù  in  Q~^. 

57.  Una  correlazione  piana  P,  applicata  successivamente  2nf  1 
volte,  riproduce  se  stessa,  se,  applicata  due  volte,  dà  un'omografia 
piana  ciclica  di  ordine  n.  —  In  particolare  V  è  una  polarità,  se  F^ 
è  l'identità. 

58.  Se  il  prodotto  Ilfl'^Q  di  due  polarità  quaternarie  è 
un'omologia  di  centro  G  e  di  piano  di  omologia  y  ,  IT  e  n'  deter- 
minano in  G  (e  in  y)  le  stesse  polarità  (^).  E  se  fl  è  una  omo- 
grafia assiale,  di  assi  r  ,  Sj  TI  e  II'  determinano  in  r  (e  in  s)  le 
stesse  involuzioni  di  punti,  e  di  piani,  reciproci. 


(^)  Per    due  polarità  nel  piano  (o  nella  stella)  si  ha  un  analogo 
teorema. 


^  .  a- 
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59.  Il  prodotto  di  due  omologie  quaternarie  è  in  generale 
uu^omografia  del  tipo  del  n."*  194,  e).  —  Si  esaminino  i  casi  par' 
ticolari. 

60.  Determinare,  nel  piano  o  di  due  dati  quadrangoli  ABCD, 
A^B'C'D'j  un  punto  G  ed  una  retta  g  tali,  che  sia  G{A^B,C^DJ\ 

61.  Se  un  ennagono  piano  ordinario  A^A^  ,  ,  ,  A^  corrisponde 
a  se  stesso  in  due  polarità  (ma  in  modo  che  due  vertici  succes- 
sivi sieno  poli  di  uno  stesso  lato,  rispetto  alle  due  polarità),  ess'-' 
corrisponderà  pure  a  se  stesso  in  altre  «—2  polarità;  ed  {A^A^  •  •  •  -"^s' 
sarà  un  ciclo  di  una  omografìa  ciclica  di  ordine  n.  Viceversa,  sf 
(^,i42...4,J  è  un  ciclo  di  una  omografia  piana,  ciclica  di  ordine  h, 
Tennagono  ordinario  A^A^, , ,  A^  corrisponde  a  se  stesso  in  n  po- 
larità. 

62.  Date  tre  rette  Tj^g^g,  sghembe  a  due  a  due,  esiste  una 
polarità  ordinaria  II,  che  ha  T^r^r^  per  rette  doppie,  ed  una  sola. 

63.  Se  tre  rette  doppie  r^r^r^  di  una  polarità  ordinaria  II, 
sghembe  a  due  a  due,  sono  pure  rette  doppie  di  una  polarità  nolia 

IT|  (o  se  Puna  r,  è  una  retta  doppia  di  FI,,  e  le  altre  due  r^ ,  »•• 
sono  polari  in  IT,),  le  polarità  II  ,  U,  sono  commutative. 

64.  Date  duo  schiere  rigate  incìdenti  i?  ,  i?',  tutte  le  omo- 
grafie non  assiali,  che  trasformano  JR  in  i?,  si  ottengono  moltipli- 
cando ciascuna  delle  omografie  assiali,  che  hanno  la  schiera  lì 
di  rette  unite,  per  ciascuna  delle  omografie  assiali,  che  hanno  la 
schiera  E'  di  rette  unite. 

65.  Se  r  è  una  correlazione,  che  trasforma  una  data  schiera 
rigata  R  in  E  stessa,  tutte  le  correlazioni,  che  godono  di  tale  pri.>- 
prietà,  si  ottengono  nei  prodotti  di  P  e  di  ciascuna  delle  omogra- 
fie, che  trasformano  72  in  i?  (^).  E  se  T,  è  una  correlazione:  clif 
trasforma  una  data  schiera  rigata  E  in  un'altra  data  schiera  A*. 
tutte  le  correlazioni,  che  godono  della  stessa  proprietà,  si  otieii- 


(^)  Tra  le  infinite  correlazioni,  che  trasformano  E  in  i?,  ve  Uf 
sono  pure  infinite,  che  trasformano  ciascuna  generatrice  r  di  Ji  iJi 
?'  stessa:  ma,  di  queste  ultime  correlazioni,  ve  n'  è  una,  ed  una 
sola,  che  è  una  polarità  ordinaria,  ed  essa  ha  per  rette  doppie 
anche  le  generatrici  della  schiera  rigata  incidente  ad  E, 
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che,  se  fossero  direttamente  uguali,  Tasse  ii  di  prospettiva  giace- 
rebbe airinfinito):  e  perciò  evidentemente  n  dovrebbe  giacere  ptr- 
jiendicolarmente  al  raggio  unito  SS'  nel  punto  medio  del  sedi- 
mento SS'y  mentre  i  punti  S  ,  S'  debbono  essere  allineati  con  T. 
perchè  corrispondenti  in  Q.  Dunque,  nella  proiettività  Q,^,  che  11 
determina  sulla  retta  unita  A  V  =£  »«,  dovrebbero  esistere  due  cop- 
pie  W  ,  SS'  di  punti    corrispondenti  e    simmetrici    rispetto  al 

Jf'    TT    V      Q 

punto  unito  viu^E:  assurdo,  poiché  tì„^  =  ^  ^^  yi   .,»    dovrebbe 

TP   V     ^ 

coincidere  con  T  involuzione  simmetrica  ^  y,  ^f,  e  quindi  T sa- 
rebbe il  punto  all'infinito  di  7«. 

In  fine,  in  Q,  essendo  le  rette  u\  v'  parallele  ed  equidistanti  da 
/',  mentre  la  distanza  di  U  da.  j  è  uguale  (95,  b)  a  quella  di  m=«' 
da  i',  ma  di  senso  contrario,  ne  segue  (*)  essere  (j,  r)=(r,j'= 
a',  w')  =  (u',  2'},  e  quindi  anche  (UJ)  -t-  0',  V)  =  (r',  t')  -f  (i',  «';. 
ossia  sarà  il  segmento   UV  uguale  alla  distanza  tra  le    |  t/,  r'. 

Dunque  (valendo  per  [a]  quel  che  si  è  detto  per  [g'J,  e  vicevtr- 
sa),  in  due  sistemi  piani  omografici ,  non  affini,  [o]  ,  [c'|,  esistono 
sempre  due  coppie,  e  due  sole,  di  jmnteggiate  corrispondenti  tignalt 
(u)  e  (u'j  ,  (v)  e  (v'),  e  di  fasci  di  raggi  corrispondenti  uguali 
(U)  e  (UO  ,  (Vj  e  (V;  ;  e  i  segmenti  UV  e  U'V  sono  rispettiva' 
mente  uguali  alle  distanze  tra  le  coppie  di  \\   u'  ,  v'  e  u  ,  v. 

b)  Affinchè  Q  sia  un'omologia  armonica,  è  necessario  e  suffi- 
ciente, che  Q„j  sia  involutoria;  e  quindi  che  i  punti  F,  F'  coin- 
cidano con  ìnu^Ej  e  i  punti  rm,  v'm  coincidano  con  U.  Dnnqni-, 
[c'J  può  sovrapporsi  a  [o],  in  guisa  da  costituire  con  [e]  unomo- 
logia  armonica,  solo  quando  è  UV  ^  U'V.  In  tale  ipotesi  poi,  so- 
vrapponendo [e']  a  [a],  in  modo  che  le  punteggiate  (u')  ,  (m)  coin- 
cidano; come  pure  i  punti  Z7',  U,  le  j  ,  i'  coincideranno,  e  si  avrà 
Tomologia  armonica  di  centro  Z7  e  di  asse  «,  nella  quale  r ,  V 
apparterranno  ordinatamente  a  U ,  u]    mentre,  facendo  rotare  [e' 


(^)  Indicando  con  {A,  6),  o  (6,  ^4),  la  distanza  tra  il  punto  A  e 
la  retta  6,  indicheremo  poi  con  (a  ,   b)  la   distanza  tra  due  rette 
<i,  b. 


di   180"  intomo  ad  UV,  si  avrà   1'  omologia   i 
F*  e  di  asse  v. 

e)  Dati  due  sistemi  piani  omografici,  non  affini,  [o]  ,  [?'],  in 
quanti  modi  possono  sovrapporti,  in  guisa  da  costituire  un'omo- 
logia piana  t 

69.  Se  [e]  ,  [s'j  sono  due  sititerai  piani  at&ui,o  non  esiste  nel- 
l'nno  [a]  alcuna  retta,  che  sia  sostegno  di  una  punteggiata  aguale 
»Ila  sua  corrispondeate  ia  [e'],  o  ne  esistono  infÌDite,  le  quali  co- 
stitaÌECODO  due  fasci  (distinti  o  coincidenti)  di  raggi  paralleli. 

70.  a)  Date  due  polarità  11  ,  II'  di  un  piano  e,  se  due  coppie 
di  punti  bireciproci  (o  di  rette  bireciproche)  appartengono  ad  una 
stessa  retta  s  (o  ad  nno  stesso  punto  U),  si  dirà  s  (o  U)  asse  di 
Mintosi  (o  vmbilico)  di  IT  ,  11'  ;  ed  evidentemente  tutte  !e  coppie  di 
punti  di  *  (o  di  rette  di  U),  che  saranno  elementi  reciproci  ri- 
spetto a  I),  saranno  pur  tali  rispetto  a  II'. 

h)  Se  s  ,  s,  sono  due  assi  di  sintosi,  ns,  sarà  un  punto  bipolo, 
o  un  punto  biunito:  e  se  t/,  U,  sono  due  umliiichi,  UU,  sarà  una 
retta  bipolare,  o  una  retta  bìunita. 

Diremo  poi  associati  due  assi  di  sintosi  s  ,  s,  (o  due  umbilichi 
U,  U,),  se  M,  è  un  punto  bipolo  (o  se  f/f/,  è  una  retta  bipolare. 
e)  Due  date  polarità  11  ,  11'  di  un  piano  0,  amendue  prive  di 
pilliti  uniti,  0  possedono  un  solo  asse  di  sintosi  g  ed  un  solo  tim- 
liilìco  G,  e  questo  è  allora  bipolo  della  bipolare  g,  o  possedono 
due  soli  assi  di  sintosi  s  ,  e,,  e  due  soli  umliilichi  U  ,  U,,  e,  men- 
tre 83, =G  è  un  punto  bipolo,  la  retta  UU,>=G  ne  è  lacorrispon- 
ifente  bipolare. 

Inoltre,  in  quest'ultimo  caso,  indicanti/)  con  S  ,  S'  *  poli  di  s  ri- 
spetto a  n  ,  n',  con  S,  ,  S',  quelli  di  a„  con  a  ,  u'  le  polari  di  U 
rispetto  a  n  ,  II',  e  con  u,  ,  u',  quelle  di  U„  gli  nasi  assocìntì  di 
sintosi  B  ,  s,  sono  separati  armonicamente  dalle  coppie  di  reti-. 
uu'  ,  u,u',,  e  da  una  coppia  qualunque  di  punti  bireciproci,  men- 
tre gli  umbilichi  associati  U  ,  U,  sono  separati  armonicamente 
dalle  coppie  di  punti  SS'  ,  S,S',,  e  da  um  coppia  qualunque  di 
rette  bireciproche. 

In  fatti,  é  noto  (210,  f)  che  esiste  sempre  un  bipolo  G  tale, 
che  non  esiste  alcun  altro  bipolo,  nou  appartenente  alla  bipolare 
g  di  G,  né  alcun'altra  bipolare,  non  appartenente  a  tì\  ma  le  iii- 
volnzioni   11^,  ,  11'^,:  che  IT  ,  IT'  determinano  in  g,  coincidono  (210, 
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^),  0  hanno  una  coppia  comune  EF   di    punti    coniugati,  reali  e 
distinti. 

Nel  primo  caso,  G  ,  g  sono  evidentemente  nn  umbilico  ed  un 
asse  di  sintosi.  Inoltre,  considerando  una  retta  qualunque  a  di- 
stinta da  gy  un  punto  arbitrario  P  di  a  avrà  per  punto  bireciproco 
il  bipolo  della  retta  GP  (bipolo  situato  in  g):  e  perciò  a  non  può 
essere  un  altro  asse  di  sintosi;  ossia  ^  è  il  solo  asse  di  sintosi  di 
n  ,  n'.  E  poiché  similmente  si  ha,  che  6r  è  il  solo  umbilico  dì 
n  ,  ir,  ne  segue  la  verità  della  prima  parte  del  teorema. 

Nel  secondo  caso,  indicando  con  EFG^^fg  il  solo  v  atitoreci- 
proco  (reale  e  non  degenere),  comune  a  IT  e  II'  (210,  g),  se  5   è 
un  asse  di  sintosi,  che  sega  g  in  un  punto  distinto  da  E,  Fesso 
deve  passare  per  (x,  che  è  l'unico  punto  bireciproco  del  punto  sy. 
Inoltre,  indicando  con  P  un  punto  arbitrario  di  g,   non   apparte- 
nente ad  alcuna  delle  rette  e  ,f  ^  gj  e  con  />  ,  p'  le   polari   di    P 
ordinatamente  in  IT  ,  II',  sarà  pp^  ^  P'  V  unico  punto  bireciproco 
di  P:  e  so  P  percorre  la  retta  GP^nij  le  rette  p  ,  p*   roteranno» 
intorno  ai  poli  di  Jf ,  3/'  di  ?»  (poli  situati  in  g),  e  genereranno 
due  fasci  proiettivi  (perchè  proiettivi   alla   punteggiata   descritta 
da  P),  e  col  raggio  unito  MM'^g,  ossia  due  fasci   prospettivi, 
il  cui  asse  di  prospettiva  è  la  retta  GP'^m'.  Dunque,  al  variare 
di  Pj  m  ed  m'  genereranno  una  corrispondenza   univoca  involu- 
toria  Co  ,  che  avrà  evidentemente    in  / ,  e    due    raggi   corrispon- 
denti.— E  similmente  FP~n  ,  FF  =  n'  (o  JSP  ,  EP')  genereranno 
una  corrispondenza  univoca  involutoria  Cp  (  o  Co  ),  che  avrà  per 
raggi  corrispondenti  e  ,  g  {o  g  j  f). 

Ma,  se  4  posizioni  mim^wi^w^  di  m  costituiscono  un  gruppo  ar- 
monico, lo  stesso  avviene  pel  gruppo  w'^wi'gWi'jw'^  delle  4  posi- 
zioni di  7n':  poiché  ai  4  punti  armonici  nw,  ,  nwu  ,  nwig  ,  nm^  cor- 
rispondono in  IT  e  IV  4  posizioni  di  p  e  dì  p\  che  formano  due 
quaterne  di  raggi  armonici,  i  quali  si  segano  ordinatamente  nei 
punti  armonici  n^m\  ,  w'wi'^  ?  n'w'g  ,  n'm\  della  retta  n.  Dunque, 
le  corrispondenze  Cb  ,  Cp  ,  Co  sono  tre  involuzioni  di  raggi  {^\ 


{})  Altrimenti.  La  punteggiata  descritta  da  un  punto  P  sopra 
una  retta  fissa  u  di  F^  è  proiettiva  al  fascio  generato  dalla  polare 
di   P  in   n  (o  n'),  e  quindi  alla  punteggiata  descritta  sopra  li' tW 
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Ora,  di  qneste  tre  involuzioni,  una  sola,  p.  e.  Ca  ,  è  ìperbolics 
e  quindi  i  suoi  raggi  doppi  s  ,  9,  saranno  i  soli  assi  di  siotosi  ■: 
n  ,  n'.  Infatti,  se  anche  Cp  avesse  i  raggi  doppi  reali  t  ,  f,,  quf 
sti  segherebbero  s  ,  s,  ia  punti  biunìtì,  o  bipoli:  assurdo,  per  quant 
si  è  detto  innanzi.  E  se  le  due  Cp  ,  Ce  sono  ellittiche,  ossia  se  i 
Cf  le  coppie  FP  e  FP",  g  eà  e  ai  separano,  e  in  Cb  si  separan 
le  coppie  EP  e  EP',  g  ed  /,  in  Co  evidentemente  non  si  separt 
tanno  le  coppie  GP  e  GP',  f  ed  e. 

In  questo  secondo  caso  ancoraj  la  dualità  mostra  l'esistenza  dt 
due  soli  umbilichi  U,  t/,,  osservando  che  la  figura  duale  di  ui 
a^se  di  sintesi  è  un  nmbilico  ;  e  mostra  pure  che  due  rette  birc 
ciproche  p  ,  ;>,  segano  g  in  due  punti  S ,  S'  tali,  che,  quando  l'ir 
voluzione  \EF ,  SS'\  fosse  iperbolica,  i  suoi  punti  doppi  U,  C 
sarebbero  due  umbilichi,  situati  sulla  bipolare  g.  Ora,  le  polai 
p  ,  p',  rispetto  a  n  ,  n',  di  un  punto  arbitrario  P  di  s  si  segan 
sopra  g  nel  punto  P'  bireciproco  di  P,  e  segano  g  nei  poli  S  ,  S 
di  s:  sicché  sg==A  ed  S  sono  reciproci  in  II,  mentre  A  ed  S'  son 
reciproci  in  II';  e  poiché  le  involuzioni  ÌT^  ,  11'^  sono  aniendue  e! 
litticbe,  i  punti  S  ,  S'  saranno  entrambi  estemi,  o  interni,  al  seg 
mento  EF,  e  l'involuzione  \EF ,  iSS'\  è  iperbolica.  Ma,  essendi 
PS'^Pf  la  polare  di  P'  in  II',  i  poli  di  p  in  II  e  II'  saranno  J 
ed  nn  punto  della  retta  p,  ;  ossia  p  ,  p,  sono  due  rette  bireciprc 
che.  Dunque  i  soli  umbilichi  U  ,  ^,  di  II  ,  II'  giacciono  realment 
in  g  :  ciò  che  dimostra  la  seconda  parte  del  teorema  ;  mentre  I 
terza  parte  del  teorema  risulta  dall'  insieme  del  ragionament 
fatto. 

(l)  Date  due  stelle  omografiche  [V]  ,  [V],  non  congruenti  e  co 
centri  al  finito,  o  esistono  nell'una  [V]  un  piano  -[  ed  un  raggi 
g,  sostegni  di  un  fascio  di  raggi  e  dì  un  fascio  di  piani  ugual 
<ti  loro  corrispondenti  in  (V),  ed  allora  g  è  lo  spigolo  comun 
agl'infiniti  triedri  trirettangoli,  che  hanno  Y  per  faccia  opposi, 
comune,  e  i  cui  corrispondenti  in  [V]  sono  pure  trirettangoli,   1 


punto  /"  bireciproco  di  P,  la  quale  è  la  sezione    del    fascio    me 
diante  u'.  Dunque  la  corrispondenza  Ca  tra  wi  e  m'  è  proiettiva 


Ecc 

SiKHiA — Geomtfria  proìellii 


—  618  — 

esiste  nelVuna  [V]  una  sola  coppia  a^  di  piani^  sostegni  di  faid 
di  raggi  uguali  ai  loro  corrispondenti  nelValtra  [V'j,  ed  una  tdn 
coppia  ab  di  raggi^  sostegni  di  fasci  di  piani  uguali  ai  loro  cor- 
rispondenti in  [V'J,  ed  allora  a}  è  uno  spigolo  del  solo  triedro  tri- 
rettangolo  di  [Vj,  che  ha  ab  per  faccia  opposta^  e  il  cui  corrispon- 
dente triedro  in  [V]  è  pure  tri  rettangolo. 

Di  vero,  le  due  date  stelle  determinano  sul  piano  air  infinito 
G^  un'omografia  Ù^\  e  questa  trasforma  la  polarità  assoluta  11^ 
n  un'altra  polarità  II'^o,  priva  di  punti  uniti.  In  conseguenza, 
^xj  ^  n'oQ,  0  possederanno  un  solo  asse  di  sin  tosi  g^,  che  è  pure 
una  bipolare,  il  cui  corrispondente  bipolo  G^  è  quindi  il  solo  ura- 
bilico,  o  possederanno  due  soli  assi  di  sintosi  s^  ,  t^,  e  due  soli 
umbilichi  ^S'^  ,  T^,  tali  che  s^t^=G^  è  un  punto  bipolo,  e  la  retta 
Sg^  T^^g^  ne  è  la  corrispondente  bipolare.  Nel  secondo  caso,  se 
*«  )  ^'oo  so^^  ^®  rette,  alle  quali  corrispondono  in  Q^  le  «^^  ,^,^5 
ù^  trasformerà  la  involuzione — circolare — («'«)  di  11^^  nella  invo- 
luzione («jo)  di  n'gg,  che  è  pure  circolare,  perchè  coincide  con  la 
involuzione  (s^^)  di  IXa^,  essendo  s^  asse  di  sintosi  di  JI^^  ,11'^. 
Dunque,  siccome  le  involuzioni  {s*^)  ,  (s^)  sono  proiettate  ordina- 
tamente da  V ,  V  in  due  involuzioni  circolari  di  raggi,  ne  segue 
che  a  due  raggi  ortogonali  di  [FJ,  situati  nel  piano  PV^sSt 
corrispondono  sempre  due  raggi  ortogonali  di  [  F']  ,  situati  nel 
piano  V's^—fjJ  \  ossia  a  ,  a'  sono  sostegni  di  fasci  di  raggi  ugnali 
ai  loro  corrispondenti  in  [  F  ]  ,  [  F']. 

Analogamente  si  ragiona  sui  piani   Vt'^  =  ?  »  ^'^00  ~  ?'• 
Ragionando  poi  sugli  umbilichi  8^  ,  T^  di  11^  ,  11'^,  che  giac- 
ciono in  ^^,  si  hanno  gli  assi  a  ,  h  dei  fasci   di   piani,   apparte- 
nenti alla  stella  [  F],  ed  uguali  ai    loro    corrispondenti    (a') ,  {h'ì 
in  [F']. 

E  poiché  il    7    f     °°  ì  ,  biautoreciproco  in  11'^  >  Hg^,    è   quello 

che  in  Qgj,  corrisponde  ad  un  v  autoreciproco  di  H»,  ne  segu»? 
che  alla  retta  a^  ed  al  piano  X  della  stella  [  F]  corrispondono  in 
[V]  la  retta  a'^'  ed  il  piano  J..,  e  che  ah  ,  aV  sono  questi  piani 
j_  ad  a^  ,  a'P':  ciò  che  dimostra  la  seconda  parte  del  teorema. 

Dall'ipotesi  poi,  che  g^  sia  asse  di  sintosi    e    bipolare  ad  un 
tempo,  si  deduce  analogamente  la  prima  parte  del  teorema. 

e)  Dal  teorema  d)  si  trae  che^    date    due    stelle    omografiche 
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[V]  ,  [V],  non  congruenti  e  coi  centri  al  finito ,  si  può  sempre  so- 
vrapporre Vtina  [V'I  alVallra  [VJ,  in  guisa  da  costituire  un'omo- 
logia nella  stella:  poiché  basterà  [167,/),^)]  sovrapporle  in  guisa, 
che  due  fasci  corrispondenti  uguali  (di  raggi,  o  di  piani)  coin- 
cidano. 

/)  In  quanti  modi  si  può  effettuare  una  tale  sovrapposizionef 

71.  a)  Dati  due  sistemi  quaternarii  omografici  £  ,  1',  non  af- 
fini, esistono  nell'uno  1  infinite  rette,  ciascuna  delle  quali  è  so- 
stegno di  una  punteggiata  uguale  alla  sua  corrispondente  in  I'. 
Tutte  queste  rette  sono  distribuite  in  modo,  che  ad  ogni  piano,  o 
punto,  dello  spazio  ne  appartengono  in  generale  due;  e  mentre  esse 
sono  tutte  parallele  al  piano  limite  /  di  1,  sono  pure,  a  due  a 
duo,  simmetriche  rispetto  a  y^. 

Esistono  ancora  in  £  infinite  rette,  sostegni  di  fasci  di  piani 
uguali  ai  loro  corrispondenti  in  1';  e  infiniti  piani;  sostegni  di  fa- 
sci di  raggi  uguali  ai  loro  corrispondenti  in  L'. 

In  fine,  2)  ,  £'  si  possono^  in  infiniti  modi,  disporre  in  guisa  da 
costituire  un'omografia  del  tipo  del  n.  194,  e). 
b)  Se  1,1'  sono  affini  ? 

72.  a)  Se  IT  ,  II'  sono  due  polarità  piane  commutative,  una  di 
esse  almeno  ha  punti  uniti:  e  se  s^ indichi  con  Q  il  prodotto  II  II 
{che  è  un'omologia  armonica,  il  cui  centro  S  è  polo  del  suo   asee 
s  in  H  e  in  H'),  delle  tre  proiettività  involutorie  II  ,  II'  ,  Q,  com- 
mutative a  due  a  due,  ciascuna  è  il  prodotto  delle  rimanenti  due. 

Di  vero,  il  prodotto  1111=0  (1  è  (210,  a)  un'omologia  armonica, 
la  quale  è  quindi  (208,  b)  trasformata  in  se  stessa  da  II  e  da  II': 
sicché  il  centro  S  e  l'asse  «  di  Q  sono  polo  e  polare  in  II  e  in 
II'.  Dunque  (208,  6),  delle  tre  proiettività  involutorie,  commuta- 
tive a  due  a  due,  ciascuna  è  il  prodotto  delle  rimanenti  due. 

Inoltre,  conducendo  per  S  una  retta  arbitraria  r,  che  é  unita  in 
Q,  ed  indicando  con  11^  ,  n'^  ,  Q^  le  involuzioni  di  punti,  che  IT, 
Tl\  Q  determinano  ordinatamente  in  r,  se  di  un  punto  qualunque 
-V  di  r  si  determina  la  polare  m  in  IT,  e  di  m  si  determina  il 
polo  *V  in  TI',  dalla  (1  si  ha  che  i  punti  M ,  M'  si  corrispondono 
in  O  ;  e  perciò  M^  é  un  punto  di  r.  In  conseguenza,  posto  mr=^,, 
saranno  JOfj  ,  M^M'  ,  ilfitf'  coppie  di  punti  coniugati  rispettiva- 
mente in  11^  ,  Fl'y.  ,  Q,.  ;  e  si  avrà  n^n\=fl^  (2.  Ora  dalla  (2  segue 
che  11^  ,  TI'^  ,  Q^  sono  commutative  a  due  a  due;  e  quindi  una  di 
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esse  è  ellittica,  e  le  altre  dae  sono  iperboliche.  Dunque^  poiché 
Q^  ha  i  punti  doppi  S ,  «r,  delle  due  IT^  ,  11'^  V  una  sarà  ellittica 
e  l'altra  iperbolica:  e  perciò  II'  avrà  punti  uniti,  se  H  ne  sarà  pri- 
va. Ma  possono  II ,  TI'  avere  amendue  punti  uniti;  poiché,  se  IT^  è 
iperbolica  per  una  data  retta  r  di  Sj  può  essere  ellittica  per  un'al- 
tra retta  di  S. 

b)  Se  n  ,  fi'  sono  due  polarità  quaternarie  commutative^  um 
di  esse  almeno  ha  punti  uniti',  e  se  s* indichi  con  ù  il  itrodotto  nil' 
{che  è  un* omologia  armonica^  ti  cui  centro  S  è  polo  del  siu>  piano 
di  omologia  a  in  U  e  in  II',  a  è  un  involuzione  rigata),  delle  tre 
proiettività  involutorie  II ,  II'  ,  0^  ciascuna  è  il  prodotto  delk  ri- 
macilenti  due. 

Se  Q  è  un'omologia  armonica,  il  teorema  si  dimostra  aDaloga- 
mente  a  quanto  si  è  fatto  in  a).  Se  poi  Q  è  un'involuzione  rigata, 
si  ragionerà  pure  in  modo  analogo  a  quello  usato  in  a),  indicando 
con  r  una  retta  doppia  arbitraria  di  l2:  e,  se  0  è  ellittica,  si  ve- 
drà che  n  ,  II'  debbono  amendue  possedere  punti  uniti. 

73.  a)  Se  il  centro  8  e  Tasse  s  di  un  omologia  piana  Q  non 
si  appartengono,  può  essere  £2  il  prodotto  di  due  omologie  armo- 
niche 0|  ,  ^2  '^ 

Siene  8^  ,  S^  i  ceutri  delle  omologie  0|  ,  0^7  ®d  *i  »  *«  i  loro 
rispettivi  assi,  e  si  abbia  la  relazione  Q|Q2=0  (1.  Dalla  (1  segue 
(208,  6),  che  ù^  deve  mutare  Q  in  lì"^;  e  perciò  deve  mutare  le 
rette  di  iS  ed  i  punti  di  s  in  rette  di  /S  e  punti  di  «.  Ora,  affin- 
chè ciò  avvenga,  dev'essere  8^^S ,  s^^s^  o  debbono  8^  ,  <i  ap- 
partenere ordinatamente  ad  s  j  8:  sicché  in  amendue  i  casi  deve 
Oi  (188,  a,  b)  trasformare  0  in  lì;  e  perciò  si  deve  avere  Q  =  0'^ 
ossia  0  dev*  essere  un^  omologia  armonica^  e  quindi  (208,  b)  due 
qualsisieno  delle  tre  omologie  armoniche  distinte  Q  |  ,  0 j ,  lì  ? 
hanno  per  prodotto  la  terza,  e  sono  commutative.  In  consegaenza, 
non  potendo  due  di  esse  avere  lo  stesso  centro  e  lo  stesso  asse  di 
omologia,  senza  coincidere,  ne  segue  [eserc.  47,  a),  a  pag.  607] 
che  il  centro  di  una  qualunque  delle  £2 ,  ,  ììo  ,  0  deve  giacere  su- 
gli assi  delle  rimanenti  due*:  ossia  dev^essere  8|  =  ss^  ,  Sa  =  ss,. 

Ma,  se  lì  é  un'omologia  armonica^  e  mentre  8^  ,  ^2  ^^^^  ^^^ 
punti  arbitrarii  di  s,  si  ha  $^^88^  1  s^^SS^  ,  il  prodotto  0,0) hO' 
è  un'omografia  involutoria,  ossia  è  un'omologia  armonica  ;  perchè 
0,  ,  Qg  sono  commutative  (188,  b)  ed  involutorie.  Ed  inoltre,  s* 
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a  (o  A)  è  una  retta  (o  un  puato)  qaalun 
risponda  a,  (o  A,)  in  Q,,  ad  a,  (o  A^)  e 
Qj  ;  e  quindi  ad  a  (o  A)  corrisponderà  a 
Q'=Q. 

Dunque,  dati  un  punto  S  ed  una  retta 
gono,  tra  le  infinite  omologie  piane  di  ce 
mologia  armonica  può  considerarti  (e  in 
prodotto  di  due  omologie  armoniche;  e,  d 
nono  due  punti  arbttrarii  tS,  ,  S^  di  s,  m 
ne  sono  i  rispettivi  assi. 

b)  Se  il  centro  8  e  l'asse  a  di  una  i 
appartengono,  questa  può  sempre  consìde 
come  il  prodotto  di  due  omologie  armon 
con  s,  ,  s',  {p  S,  ,  S',)  due  rette  (o  punti 
que,  ma  non  coincidenti,  in  Q,  e  costruì 
s,8',sSj  (o  S,S',SSj),  Qj  sarà  l'omologia 
asse  s,  (o  di  centro  8,  ed  asse  e),  ed  Q^ 
(fi  centro  S  ed  asse  a^  (o  di  centro  S^  et 

Si  lascia  la  dimostrazione  allo  studiosi 
e)  È  evidente  che,  se  in  un  piano 
Qi  ,  Ùg,  che  hanno  lo  stesso  centro  ed  a. 
asse  e  centri  differenti),  il  prodotto  del 
sempre  una  terza  omologia,  che  ha  lo  sii 
asse)  di  Q,  ed  Q^. 

d)  Dal  n.o  209,  d)  g)  risulta  che,  la 
sufficiente,  affinché  un'omologia  piana  Q 
commutativa  con  una  polarità  [T,  é  che  l 
e  che  S  sia  il  polo  di  s  in  n. 

Si  noti  però  che,  decompoitta  [àj]  V  on 
prodotto  di  due  altre  omologie  armonìch' 
commutativa  con  0  può  non  essere  comi: 
che,  mentre  in  Q  è  S  il  polo  di  s,  po3s 
Q|  ,  Qj  non  essere  i  poli  dei  loro  assi  s, 
il  polo  di  »i ,  anche  S^  sarà  il  polo  di  i 

e)  Dalla  fine  dell'esercizio  52  a  pag 
dizione  sufficiente,  perchè,  data  un'omogr 
gica,  si  possano  costruire  polarità  piane 
quali  saranno  di  numero  infinito),  e  che 


TW-- 
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omologie  armoniche.  Vogliamo  óra  provare  che  una  tale  condizione 
è  necessaria:  e  ciò  risalterà  da  quanto  segue  in  questo  esercizio. 

f)  Un'omografia  piana  Q,  che  ha  gli  elementi  uniti  assocìiìti 
tvijili  G  ,  g  può  sempre  considerarsi^  in  infiniti  modi,  come  *i 
jyrodotto  di  due  omologie  piane  armoniche  Q.^  ^  ù^i  ed  indicami" 
con  Sj  ,  S^  i  centri  di  omologia  di  Q^  ^  Ù2,  e  con  s,  ,  Sj  i  ri- 
spettivi assi  di  omologia  Sj  ed  Sj  sono  un  punto  arbitrario  di  fi 
e  la  retta  di  G  ,  che  separano  armonicamente  le  rette  r^  ,  s^  di 
G,  sostegni  delle  punteggiate  (rj)  ,  (s^)  corrispondenti  in  ù,  il  chì 
centro  di  prospettiva  è  Sj  ;  mentre  S^  è  quel  punto  di  g ,  cht 
è  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate  (s^)  ,  (t^)  corrispondenti 
in  0,  ed  S^  ,  s^  dividono  armonicamente  s^  ,  t^. 

Basterà  dimostrare  che,  costiniita  Q|  nel  modo  indicato  dalKe- 
nunciato,  il  prodotto  ^^£2=^^  (^  ^  Taltra  omologia  armonica  de- 
finita dall'enunciato  stesso:  poiché  dalla  (1  si  trae  Q^O^O^. 

Ora,  conducendo  una  retta  arbitraria  di  S^,  che  seghi  r^  ,  s^  or- 

dinatamente  in  J/,  ,  3/^,  si  avranno  in  Q^  le  corrispondenze  ,,* , 
(perchè  r^  ,  s^  si  corrispondono  involutoriamente  in  Q^ì,  ed  in  Ù 
le  corrispondenze   ,/  ,  ^  ;  e  quindi  in  Q^  si  a\Tanno  le  corrispon- 

donze   \j,  ^  \  ossia  Q^  è  un'omologia  di  asse  «^,  e  che  ha  il  su»' 

cenlro  in  un  punto  8^  di  g.  Inoltre,  se  ad  s^  corrisponde  Uj  nella 
proietti  vita  caratteristica  \G\  di  0  ,  r^  ,  «3  separeranno  armonica- 
mente s^  ,  g  (perchè  r^  ,  «^  ,  u^  sono  raggi  successivamente  coni* 
spondenti  in  \G\^  e  questa  ha  il  solo  raggio  unito  g\  e  sono  rette 
corrispondenti  in  Q,  (perchè  in  0^  ,  Q  si  hanno  rispettivamente  K- 

corrispondenze      * ,     2).  Dunque  ù^  è  un'omologia  armonica.  Ma. 

indicando  con  N^  un  punto  qualunque  di  «j  ,  e  con  t^  ,  N^  gli  ele- 
menti corrispondenti  di  s^  ,  A^  in  Q,  saranno  s^t^  ,  ^ì^ì  coppi'^ 
di  elementi  corrispondenti  in  0^.  Dunque,  il  punto  JV,  giace  sulla 
retta  t^^  e  il  punto  N^X^^g  deve  essere  perciò  il  centro  di  pro- 
spettiva delle  punteggiate  (.Vj)  ,  (^3)  corrispondenti  in  0  e  il  cen- 
tro di  omologia  S^  di  Qg. 

g)  Se  un* omografia  piana  12,  che  ha  gli  elementi  uniti  rt«'>- 
ciati  tripli  G  ,  g,  è  commutativa  con  una  polarità  piana  IT,  (?«<?• 
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nta  muterà  un  qualunque  punto  8  dì  g  in  una  )■< 
quale  è  la  coìnugata  armonica  di  g,  rispetto  alle  r 
che  sono  sostegni  delle  punteggiate  corrispondenti  < 
tro  di  prospettiva  è  S. 

In  fatti,  sieno  A^  ,  A^  ì  punti  uniti  di  IT  (diatin 
rispettivamente  aopra  s,  ,  Sj.  Siccome  ù  trasforma 
in  Ss,  coal  dovrà  mutare  A^  in  A^'  e  perciò  la  reti 
per  K  Ma  il  punto  5  e  la  aua  polare  »  debbono 
nicamente  i  punti  uniti  Af  ,  A^;  ed  s  deve  pasaar 
G  .  jf  debbono  cori-i  a  ponderai  in  TI.  Dunque  S ,  s 
nicamente  s^  ,  s^. 

h)  Bai  teoremi  /),  g)  segue  immediatamente  > 
piana  Q,  con  etementi  uniti  associati  tripli  Q  ,  g, 
tiiutatii-a  con  infinite  polarità  piane  ;  e  se  S,  ,  S^ 
ilue  omologie  armoniche,  il  cui  prodotto  è  U  [/)), 
spettii'ì  assi  di  omologia,  le  infinite  polarità,  che 
l>cr  pali  di  g ,  s, ,  s^,  sono  tutte  le  polarità  comuii 
r)  Se  un'  omografia  piana  Ù  ha  gli  elementi 
G  ,  g,  che  }ion  si  appartengono,  ed  ha  in  g  )7  solo 
{la  cui  retta  unita  associata  è  EG=e),  non  esiste  < 
commutativa  con  Q  ;  e  perciò  Q  non  può  essere 
di  due  omologie  armoniche. 

Poiché,  se  II  fosse  una  polarità  commutativa  co 
rebbe  la  proiettività  caratteristica  \G\  di  a,  die  '. 
unita  parabolica,  nell'altra  \g-,  non  potendola  mul 
cui  involuzioue  unita  ò  iperbolica.  Dunque,  siccon 
zione  di  [G|  mediante  la  trasversale  g,  la  involuz 
determina  in  g,  dovrebbe  trasformare  \gl  in  \g\:  i 
II,,  è  un'involuzione  iperbolica,  la  quale  ha  per  une 
doppi  l'unico  punto  unito  E  di  \g'.,  e  perciò,  ess 
all'involuzione  unita  di  \g\,  muta  {g\   in  i^;''. 

k)  Sia  ora  Q  un'  omografia  piana,  nella  qualt 
uniti  associati  G  ,  g  non  si  appartengono,  mentre 
tuati  in  g  sono  due  punti  reali  e  distinti,  o  jmm 
n  una  polarità  commutativa  con  Q,  nella  quali 
pag.  609]  G  ,  <7  si  corrispondano;  polarità,  che  sup 
di  punti  nniti,  potendo,  ia  contrario,  sostituire  a 
rilà  II, ,  che  risulta  dal  prodotto  di  11  per   I'  omo 
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[^  y  9]y  perchè  n^  avrà  punti  uniti  [eserc.  72,  a) ,  a  pag.  Gli*],  e 
sarà  pure  commutativa  con  £2. 

Ora,  se  M^  è  un  punto  unito  di  II,  la  0  muterà  M^  in  un  al- 
tro punto  unito  M^  di  IT:  e,  posto  M^M^'g^S^  la  polare  s  di  ^ 
separerà  armonicamente  i  punti  uniti  M^  ,  M^,  E  poiché  le  rette 
GM^^m^ ,  (rJtfg^wf 2  si  corrispondono  neiromologia  armonica  \S,  s\ 
ed  in  0,  mentre  S  è  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate 
(w^),  (77I2)  corrispondenti  in  fì,  ne  segue  che  nel  prodotto  Ù[S',  «]=0' 
sarà  m^  una  retta  di  punti  uniti.  Ma,  essendo  ù  ,  Il  commutative, 
si  ha  011  =  110,  e  quindi  Oil[6' ,  9]  =  IlO' ;  ed  essendo  IT,  [S^i 
commutative,  si  ha  QIT[iS' ,  s]  ~  ù[8  ,  «]IT  =  Q'IT.  Dunque  ,  sarà 
nO'^Q'fl:  ossia  l'omologia  Q'  sarà  commutativa  con  IT,  e  sarà 
perciò  {d]\  armonica.  E  poiché  dalla  relazione  Ù[S  ,  s]^Q'  si  trae 
Q^Q'[6^,«],  si  deduce  da  quanto  è  detto  innanzi,  che,  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente^  affinchè  si  possano  costruire  polarità 
commutative  ad  una  data  omografia  piana  Q,  non  omologica  [U 
quali  saranno  di  numero  infinito),  è  che  Q  sia  il  prodotto  di  dnt 
omologie  a rmoniche, 

74.  Da  quanto  è  detto  al  n.o  77,  ^r,  e  dall'eserc.  73,  d),  a  pa- 
gina 621,  risulta  che,  se  IT  è  una  polarità  piana  commutativa  con 
un'  omografìa  piana  IT,  la  quale  ha  gli  elementi  uniti  associati 
tripli  G  y  g,  indicando  con  jS  ed  «  un  punto  arbitrario  di  ^  e  la 
sua  polare,  e  con  s^  ,  «2  ^^  rette  di  G,  tali  che  le  punteggiate 
(*i)  ì  (j^i)  corrispondenti  in  ù  abbiano  S  per  centro  di  prospettiva, 
la  corrispondenza  tra  s^  ed  s  (0  tra  s  e  s^)  è  la  radice  quadrata 
della  proiettività  caratteristica  \G\  di  Q  ;  e  la  corrispondenza  tra 

Sed  8  è  in  conseguenza  data  dal  prodotto  \0 ,  g\  \I\G\,  dove  [6r,  g 
è  la  proiettività  caratteristica  mista  di  Q. 

h)  Sono  sempre  proiettive  due  omografie  piane  0,2',  c^^ 
hanno  ordinatamente  le  coppie  Qg,  G'g'  di  elementi  uniti  associati 
tripli. 

In  fatti,  se  MìM^  ,  M\M^2  ^^^^  ^^^  coppie  di  punti  corrispon- 
denti rispettivamente  in  0,  0';  e  posto  M^M^^g^Ny,  M\M'^g'=y\ 
si  determinino  i  punti  iV^^  ,  N'^,  che  corrispondono    ad   N^  ^  N\ 

ordinatamente  in  0,0',  Tomografia  piana  0"=  x^,^?  j^ì   y*^ 

trasformerà  0  in  0'. 

e)  E  siccome  il'  è  proiettiva  [h)]  con  0*,  e    quindi    si  pni' 
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trasformare  fi  in  un'altra  omografia,  il  cui  quadrato  è  Q',  ne  segue 
che,  ogni  omografia  piana,  la  quale  ha  due  elementi  uniti  asso- 
ciati tripli,  è  il  quadrato  di  un  altra  omografia  piana, 

76,  Ogni  involuzione  rigata  iperbolica  I  è,  in  infiniti  modi,  il 
prodotto  di  due  omologie  armoniche. 

Di  vero,  sieno  r  ,  s  gli  assi  di  /;  ed  assunti  arbitrariamente  un 
punto  i2  di  r  ed  un  piano  p  di  «,  si  ponga  ^r=8 ,  Rs^g:  il  pro- 
dotto I ^  delle  omologie  armoniche  |i2 ,  p|  ,  |5 ,  ci  è  un'omografia 
involutoria,  perchè  queste  omologie  sono  commutative.  Ma  \R  ,  p|, 
|/S^  y  c|  determinano  in  r  la  stessa  involuzione,  di  punti  doppi  H  y  S, 
e  quindi  r  è  una  retta  di  punti  uniti  in  /^;  mentre  i  punti  di  8 
sono  pure  uniti  in  J^,  perchè  appartenenti  ad  amendue  i  piani  p,  a 
di  omologia.  Dunque  I^  è  l'involuzione  rigata  di  assi  r  ,  s;  ossia 

è  !i?,p||^,o|  =  j. 

77.  a)  Dati  due  fasci  di  raggi  (S  ,  o)=abc...,  (S' ,  o')=a'b'c'..., 
proiettivi  e  con  sostegni  differenti,  se  è  SS'f=CG'=r  un  raggio  unito, 
le  rette,  che  si  appoggiano  ai  raggi  corrispondenti  distinti  dei  due 
fasci,  sono  raggi  di  uno  stesso  complesso  lineare. 

In  fatti,  un  piano  arbitrario  p,  che  non  passi  per  r,  ne  per  al- 
cuno dei  punti  S ,  S',  segherà  i  dati  fasci  secondo  due  punteggiate 
prospettive  p(raòc...)  ,  p(ra'ò'c'...)  ;  e  quindi  le  rette  congiungenti 
i  punti  corrispondenti  di  tali  punteggiate  (che  sono  le  sole,  tra 
le  rette  in  esame,  situate  nel  piano  p)  formano  un  fascio.  Inoltre, 
da  un  punto  arbitrario  Rj  non  appartenente  ad  r,  né  ad  alcuno  dei 
piani  G  j  g\  si  proiettano  i  dati  fasci  mediante  due  fasci  prospet- 
tivi di  piani  R{rabc,.,)  ,  R{ra^b*c\„)  ;  e  quindi  i  loro  elementi  cor- 
rispondenti si  segano  secondo  rette,  che  costituiscono  un  fascio 
di  raggi  (e  che  sono  le  sole,  tra  le  rette  in  esame,  appartenenti 
al  jiunto  R), 

b)  Tre  complessi  lineari  C^  ,  C2  ^  Cj  possono  avere  di  comune 
una  congruenza  lineare  (0,  come  dicesi,  compenetrarsi,  segarsi,  se- 
condo una  congruenza  lineare):  poiché,  se  Cj2  è  quella  comune  a 
€(  ,  €2  ;  basterà  costruire  C.^ ,  come  definita  da  C^^y  e  da  un  rag- 
gio non  appartenente  a  C^  0  a  €2- 

Ora,  se  tre  o  più  complessi  lineari  hanno  di  comune  una  con- 
gruenza lineare,  diremo  che  questi  complessi  formano  un  fascio 
che  ha  per  base  la  comune  congruenza  lineare. 

e)  Data  un'omografia  ù^^  ^^^  ^^^^  sistemi  piani  [0]  ,  [a'J,  nella 
Samnia.  —  Geometria  proiettiva.  79* 
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quale  co^  =  r  sia  una  retta  unita;  ma  non  di  punti  uniti,  si  co* 
struisca  un'omologia  piana  0',  che  abbia  per  centro  un  panto  ar- 
bitrario ^S"  '  di  r,  e  per  asse  una  retta  arbitraria  s'  di  e':  sia  poi  .S' 
il  punto  di  r,  cui  corrisponde  S' in  Q'^g.  Il  prodotto  Q\jQ'  =  fì'j. 
(1  sarà  un'  altra  omografìa  tra  i  sistemi  [o]  ,[?'];  e  la  relazione 
(1  mostra,  che  ù\^  avrà  pure  r  per  retta  unita,  ed  S,  S*  per  punti 
cornspondenti,  e  che  a  ciascun  raggio  m  del  fascio  (^S^ ,  o)  corri- 
sponderà uno  stesso  raggio  m'  del  fascio  (5' ,  e')  in  Q',j  ed  infì'jj. 

Ora,  se,  tra  le  rette  congiungenti  1  punti  corrispondenti  di  ù\. 
(o  di  tì'13),  se  ne  assumano  tre  abc  (o  def),  sghembe  tra  loro  e 
con  Ty  e  tali  che  àbcr  (o  defr)  non  appartengono  ad  una  stessa 
schiera,  sono  individuate  le  omografìe  assiali  Qi^  >  ^is?  ^^^ 
hanno  amendue  0  ,  a'  per  piani  corrispondenti,  e  delle  quali  Tana 
0^2  ^*  P®r  rette  unite  ahcr,  l'altra  Q^^  ha  defr  per  rette  unite- 
Indicando  poi  con  C^g  ?  Cj3  le  congruenze  lineari  relative  alle  omo- 
grafie assiali  Q12  1  ^131  ^  ^^^  ^1  '^  complesso  lineare  individuato 
[a)]  dai  fasci  proiettivi  {S  ^  e)  ,  {S'  ,  o'),  è  chiaro  che  0^,  Q^  de- 
terminano tra  i  sistemi  [e]  ,  [e']  le  omografie  Q\^  >  ^'13  ©  cheC, 
contiene  le  congruenze  Cjg  ,  C^s- 

Inoltre,  indicando  con  11^  il  sistema  nullo  relativo  a  C^,  il  prr*- 
dotto  TriQ|2^^2  (^  ^^^^  ^^  altro  sistema  nullo.  Poiché,  indicando 
con  l  il  raggio  unito  di  Ù^^  situato  in  un  piano  arbitrario  X^  sarà 
l  un  raggio  doppio  di  TI^,  e  quindi  il  polo  di  X  sarà  un  punto  L^ 
di  Z,  e  ad  L^  corrisponderà  in  12^2  ^^  punto  L^  ài  I:  sicché  dalla 
(2  si  trae  che  al  piano  X  corrisponderà  in  llj  il  punto  Lj  di  X,  e 
perciò  Ilg  è  un  sistema  nullo  [nota  a  pag.  552]. 

Similmente  si  vede  che  il  prodotto  ITiQ|8  =  ÌI3  (3  è  un  terso  sì- 
stema  nullo  ;  e  dalle  (2,  (3  risulta  che  le  rette  unite  comuni  ad 
£2] 2  }  ^13  sono  le  rette  doppie  comuni  e  TT^  ,  IIj  ,  Tl^,  ossia  i  raggi 
comuni  ai  complessi  lineari  .Cj  »  €2  >  €3  relativi  a  H,^  ,  D^  »  n^. 

Ma,  le  rette  unite  di  ù^^  1  ^is'  ^^®  passano  per  uno  stesso  paoto 
di  a,  segano  0'  in  punti  corrispondenti  di  0',  e  coincidono  quindi, 
allorché  una  di  esse  (e  perciò  anche  Taltra)  sega  »'.  Dunque  que- 
ste rette  unite  coincidenti  formano  una  schiera  rigata  di  rette  dop- 
pie comuni  a  TTi  ,  TT2  ,  TT3  (alla  quale  appartiene  pure  r),  se  s*  non 
coincide  con  r. 

Se  poi  è  s  =r,  ossia,  se  r  è  una  retta  di  punti  uniti  in  Q',  là 
(1  mostra,  che  le  omografie  Q'^g  ,  ù\^  determinano  in  r  la  stes:» 


'^vrif'f 


TT.' 
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proiettività  dì  punti;  la  quale  può  essere  data  in  modo,  da  avere  due 
punti  uniti  reali  E  y  F ,  o  uno  solo  JEj  o  due  punti  uniti  imma- 
ginarii. 

Ma,  indicando  con  e  il  piano  polare  di  E  in  11^  ,  e  passerà  per 
r  ;  e  poiché  E  è  punto  unito  in  fì^a  ®^  ^^  ^13  >  1®  (2>  (B  dimo- 
strano^ che  e  ha  pure  E  per  polo  iu  Tlg  e  IT3.  In  conseguenza,  il 
fascio  di  raggi  (JE? ,  s)  è  fascio  di  rette  doppie  comuni  a  III,  ^2»  ^»ì 
e  lo  stesso  si  può  dire  del  fascio  di  raggi  (F,  9),  dove  9  è  il 
piano  polare  di  1^  in  Hi ,  se  i^  non  coincide  con  E  (^). 

Dunque,  se  tre  complessi  lineari  C,  ,  C^  ,  C3  ,  che  non  apparten- 
gono ad  un  fascio,  hanno  un  raggio  comune  r.  essi  possono  avere 
di  comune^  o  solo  questo  raggio  r,  0  due  fasci  di  raggi  (distinti  o 
coincidenti),  ai  quali  appartiene  r,  •  0  una  schiera  rigata  di  raggi, 
alla  quale  appartiene  r. 

§  XIII. 
Proprietà  relative  ad  alcuni  glstemi  di  coniche. 

ASSI   DI   SINTOSI   E   UMBILICHI   DI   DUE   CONICHE. 


:.  a)  Date,  in  un  piano  e,  due  coniche  distinte  C3|  ,  Og 
reali  o  immaginarie  [cfr.  n.o207,  e],  chiameremo  bireciproci  due 
elementi  omonimi  reciproci  rispetto  a  C3i  e  833:  e  chiameremo 
biuìhito  un  elemento  unito  rispetto  ad  amendue  le  coniche,  ossia 
un  punto,  o  una  tangente,  comune  a  queste,  le  quali  debbono 
essere  quindi  necessariamente  reali. 

Se  poi  due  coppie  di  punti  bireciproci  (o  di  rette  birecipro- 
che)  appartengono  ad  una  stessa  retta  s  (0  ad  uno  stesso  punto 
U),  si  dirà  che  s  {0  U)  b  un  asse  di  sintesi  (0  uìi  umbillco) 
di  »!  ,  Hg.  Sicché  queste  due  coniche  avranno  sopra  s  la  stessa 
corda,  reale^  nulla,  o  ideale,  o  avranno  comuni  due  tangenti 
condotte  per  U,  reali  e  distinte,  coincidenti,  o  immaginarie. 


{})  Si  noti  che,  se  i^ ,  -E  non  coincidono,  le  omografie  assiali 
Ojg  ,  Qj3  sono  iperboliche,  e  mentre  due  loro  rispettivi  assi  u,  m' 
passano  per  E,  gli  altri  loro  assi  v  ,  v'  passano  per  F  :  sicché  i 
piani  £  ,  <p  contengono  ordinatamente  le  terne  di  rette  rvv ,  ruu\ 
Se  è  i^=-E?,  le  Ù^^  ,  Qjg  sono  paraboliche. 
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E  si  noti,  che,  nel  piano,  la  figura  duale  di  un  asse  di  sin- 
tosi  è  un  umbilico. 

b)  Se  H  j  s'    sono    due    di-  \      8e  V  ,\]'  sono    due   distinti 

umbilichi  di  Oj  ,  C3j ,  ta  retta 
UU'  ^  g  sarà  una  bipolare^  o 
una  retta  biuntta.  Ma  può  es- 
sere g  contemporaneamente  una 
retta  bipolare  e  biunita\  nel 
qual  caso  le  due  coniche  sono 
reali,  e  toccano  g  nel  suo  bi- 
bolo  G. 


stinti  assi  di  sintosi  di  zs^  ,  C327 
il  punto  ss'  ^  G  sarà  un  bi- 
bolo,  o  un  punto  biunito.  Ma 
può  essere  G  conteviporanea- 
mente  un  punto  bipolo  e  biu- 
nito\  nel  qual  caso  le  due  co- 
niche sono  realij  e  toccano  in 
G  la  bipolare  g  di  G. 


Chiameremo  poi  associati  due  distinti  assi  di  sintosi  s ,  s' 
(o  umbilichi  Uj  U^),  se  la  loro  intersezione  G  è  un  bipolo,  la 
cui  bipolare  g  non  passa  per  G  (o  se  la  loro  congiungente  g 
è  una  bipolare,  il  cui  bipolo  G  non  giace  in  g).  ma,  se  g  passA 
per  6r  (o  se  G^  appartiene  a  g)y  dei  tre  assi  di  sintosi  ss*g  (o 
dei  tre  umbilichi  UU'G)  chiameremo  associati  i  primi  due. 

Per  dimostrare  il  teorema  a  sinistra  si  osservi  che,  se  i 
punti  G^  ,  G\  ,  situati  ordinatamente  in  s  ys\  e  bireciproci  di 
Gy  non  coincidono  con  6r,  sarà  G^G\  la  bipolare  di  G  (come, 
p.  e.,  avverrebbe,  se  zs^  ,  cSg  avessero  4  punti  comuni  ABCDj 
reali  e  distinti,  e  si  considerassero  gli  assi  di  sintosi  AB^^^ 
CB^s').  Ma,  se  G^  ;e  quindi  anche  G\)  coincide  con  G,  le 
polari  g^  ,  ^2  ^^  ^  rispetto  a  es,  ,  zs^  (che  in  generale  non  coin- 
cidono) passeranno  per  G,  e  G  sarà  un  punto  biunitx);  ossìa 
le  coniche,  evidentemente  reali,  avranno  il  punto  reale  comune 
G  (come  avverrebbe,  nel  caso  ora  indicato,  per  gli  assi  dì  sin- 
tosi AB^s  ,  AC^s'f  per  i  quali  si  ha  G^A).  Che  se^j  ,^4, 
mentre  passano  per  G,  coincidono  in  una  sola  retta  g  ,  G  sarà 
un  punto  bipolo  e  biunito,  e  le  due  coniche  (reali)  cs^ ,  cs^  toc- 
cheranno g  in  Gy  G  sarà  g  un  terzo  asse  di  sintosi.  Può  però 
ancora  accadere,  come  si  vedrà  in  seguito,  che  g  coincida  con 
uno  s  dei  due  assi  di  sintosi  s ,  s',  e  allora  chiameremo  (tsto- 
ciati  g  ed  «'. 

e)  È  noto  (210,  /),  che  w^  ,  a^  hanno  sempre  un  bipolo  G\ 
tale  che  non  esiste  alcun  altro  bipolo,  non  appartenente  alia 
bipolare  g  di  6r,  né  alcun*  altra  bipolare,  non   appartenente  a 


G  ;  e  che,  indicando  con  Q  l'omografia 
sia  prodotto  delle  relative  polarità  IT,  ,  1 
elementi  uniti  associati  in  ù.  E  viceve 
uniti  associati  in  Q,  l'uno  è  bipolo  e  l'ali 
bipolare  rispetto  a  a^  ,  a^. 

Inoltre,  se  G ,  g  non  si  appartengono, 
punti  di  g  (nel  qual  caso  il  è  un'omoloj 
g),  o  sono  tali  due  soli  punti  di  g,  reali 
o  i  m  magi  nari  i.  Ma,  se  G^ ,  ^  si  appartenj 
sono  reali  e  tangenti  a  jf  in  G),  o  6ono 
g  (nel  qual  caso  £1  è  un'  omologia  di  ce 
possiamo  supporre  che  tale  sia  il  solo  p 
dere  in  uno  dei  casi  precedenti). 

In  fine  6  pure  noto  (210,  f)  che,  se  G 
gono,  t3, ,  Dj  hanno  sempre  un  solo  y  bi 
essere  reale  e  non  degenere,  immaginar 
specie  {e  che  è  il  V  fondamentale  di  Q) 
logica:  ma,  se  Q  è  un'  omologia,  zs^  ,  is, 
foreciproci,  reali  e  non  degeneri,  di  con 
mune  lato  g.  %e  G  ,  g  poi  si  appartengoi 
logia,  possiamo  snpporre  che  le  conich 
mente  reali)  abbiano  il  solo  bipolo  G  (a 
in  uno  dei  casi  precedenti),  e  quindi  qu 
un  solo  V  biautoreciproco,  che  è  degont 
se  0  è  un'  omologia,  le  duo  coniclie  av; 
bianloreciproci,  degeneri  di  /.«  specie. 

d)  Date,  in  un  piano  e,  due  coniche 
ìnaginarie,  ogni  loro  asse  s  di  sintosi  cn 
polo,  ed  ogni  loro  umbilieo  U  giace  alme 

Se  Hi^j^Q  è  un'omologia  di  centro  C 
ogni  punto  di  g  è  [c)|  un  bipolo,  la  cui  e 
passa  per  G  ,  g  è  an  asso  di  sintesi  (clu 
finiti  bipoli),  il  cai  corrispondente  bipolo 
r  enunciato  teorema  è  evidente.  In  ogni 
cando  con  g  la  bipolare  sempre  esistent 
bipolo,  o  le  polari  m^  ,  jftj  di  M,  rispetto  a 
e  mentre  passano  pel  bipolo  G  di  g,  do 
un  punto  di  s,  ossia  G  deve  appaitenert 
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e)  Supponiamo  che  il  prodotto  cs^eSg^O  (1  non  sia   un'o- 
mologia. 

Assunta  una  retta  arbitraria  a  di  un  punto  unito  6r  di  0,  Io 
cui  retta  unita  associata  g  è  quindi  bipolare  di  G  rispetto  a 
C3i  ^  C3j,  i  poli  A^  ,  A^  di  a,  relativamente  a  cs^  ,  o,,  giaceranno 
in  </:  e  poiché  la  relazione  (1  mostra  cue  A^  ,  A^  sono  ponti 
corrispondenti  nella  proiettività  caratteristica  \g\  di  Q  ne  se- 
gue che  i  fasci  dì  raggi  {Aj)  ,  {A^y  corrispondenti  in  Q,  sono 
prospettivi ,  e  con  una  retta  a^  di  G  per  asse  di  prospettiva. 
Or  siccome ,  al  variare  di  a ,  a  ed  ^4^  descrivono  la  proietti- 
vita  Pj ,  che  «1  determina  tra  i  raggi  del  fascio  {G)  ed  i  punti 
della  punteggiata  (g) ,  mentre  A^  ed  a^  generano  la  proietti- 
vita  caratteristica  mista  \g  y  G\  di  0),  se  ne  deduce  che  a ,  «j 


(^)  Se  Gg  è  una  coppia  di  elementi  uniti  associati  in  un'  omo- 
grafia piana  0  (non  omologica),  indicando  con  }6r|  ^   *  *^.... 

2   9    4- 

A  A  A 
j^j=  j^  j*  /  .  .  .  le  proiettività  caratteristiche  associate  (184,  h)  di 

Q,  è  noto  (183,  6)  che,  considerando  le  coppie  (a^)  e  (o^)  ,  (<ij) 
®  (^3)  )  (^3)  ®  (^1)  )  •  •  •  ^^  punteggiate  corrispondenti  in  0,  se  A^ 
è  il  centro  di  prospettiva  della  prima  coppia,  A^  ,  A^ ,...  saranno 
ordinatamente  quelli  delle  altre  coppie,  e  si  ha  (183,  g)  la  proiet- 
tività caratteristica  mista  \G  j  g\^   }  /  a^  a*"*'  Inoltre,  le  coppie 

(Al)  e  {A^)  ,  (A^)  e  (A^)  ,  (A^)  e  (A^)  ,. . .  di  fasci  di  raggi  corri- 
spondenti in  Q  hanno  ordinata men  te  (183,  b)  a^  ,  a^  ,  a^,...  per  assi 
di  prospettiva,  e,  per  dualità,  dal    teorema  del  n.o  183,  g)  si  lia 

l'altra  proiettività  caratteristic  a  mista  \g ,  G\^    *    *   '  .  .  .,  che 

2  ^9   4 

diremo  associata  alla   \G  ,  g\. 

In  'conseguenza  si  hanno  le  seguenti  relazioni  : 

\G  ,  g\  =  \G\  \g  ,  ar' =  \g  ,  G\"\g\  {% 

o  anche 

\g,G\  =  \g\\G.g\-'  =  \G,g'r]G\  (f. 

Si  noti,  in  fine,  che  ù  è  definita  in  generale,  dando,  oltre 
G  ,  g,  le  proiettività  \G  j  g\  ,  \g  ,  G\y  0  una  di  queste  ed  una  delle 
altre  proiettività  j^i  ,  j^^l,  o  una  delle  suddette  quattro  proietti- 
vità ed  una  coppia  di  punti,  o  rette,  corrispondenti. 
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si  corrisponderanno  nel  prodoti»  Pj',g  ,G\~ìa  .  Ma  dalla  fi 
si  trae  (208,  b)  che  s^  muta  Q  in  £1'';  e  guiudi  clic  P,  mata  in 
proicttività  caratteristica  \tì\  di  ù  in  \</\~',  menlre  evidentemente 
ìg  ,  G\  muta  lyl"'  in  \G\''^,  In  conseguenza,  dalla  (i  sì  ha,  che 
lo  muterà  \0\  ìn  \6\~'. 

Ora,  indicando  con  li  un  punto  arbitrario  di  a,  la  (1  mostra 
che  le  polari  r, ,  i-^  di  H,  rispetto  a  n,  ,  a^,  sono  raggi  corri- 
spondenti net  suddetti  fasci  prospettivi  (vi,) ,  (A^),  o  quindi  si 
segano  in  un  punto  R'  di  a^,  bireciproco  di  Ji:  sicché,  dei  raggi 
a  ,  a^,  corrispondenti  iu  Js ,  ciascuno  è  il  luogo  dei  punti  bl- 
rccipi'oci  dei  punti  dell'  altro  raggio  (escluso  il  punto  G,  che 
ù  bireciproco  a  tutt'i  punti  di  g),  e  quindi  n  ,  a^  si  corrispon- 
dono invotutoriamente  Jn  Jq.  In  consegueuza  l' involuzione  lo  , 
(che  non  può  essere  parabolica,  perchè  prodotto  delle  proiet- 
tività  non  degeneri  P, ,  j^ ,  G\),  se  6  iperbolica,  ha  nei  uuoi 
raggi  doppi  ì  duo  assi  di  sintesi  di  a,  ,  ~^ ,  che  passano  per 
G  (escluso,  in  generale,  quando  g  appartiene  a  G,  il  terzo  asse 
g  di  sintosi,  sul  quale  la  involuzione  di  punti  bireiriproci  è 
parabolica);  e  se  lo  è  ellittica,  diremo  che  essa  rappresenta 
due  assi  di  sintesi  immaginari!. 

Si  osservi,  in  fine,  che  la  è  armonica  all'  involuzione  unita 
di   \G\,  ossia  all'involuzione  caratteristica  {G)  di  Ci, 

Di  vero,  |Cr|  e  \G\'^  hanno  la  stessa  invotazione  unita  (G)  : 
e  poiché  lo  (come  si  è  innanzi  dimostrato)  muta  \G\  in  ',0\~^ 
essa  deve  trasformare  (G)  in  (G).  Ora,  non  potendo  essere 
io  ^  {G'j,  quando  J  GÌ  non  è  in  volutorìa— perchè  allora  lo  dovrebbe 
nmtare  \G\  in  \G\  e  non  in  jGj*'— ne  segue  che  lo  è,  ìn  tal 
caso,  armonica  a  (G).  Nò,  anche  quando  \G\  è  ìnvolutoria,  può 
essere  ìa  ^(G'j^\G\.  In  fatti,  se  cosi  fosse,  essendo  Ig=  *■■., 
sarebbe  jGj^ ""*...,  ed  A^  sarebbe  [nota  a  pag,  630J  11 
centro  di  prospettiva  delle  punteggiale  (a) ,  (n^),  coirispondenti 
in  Q:  mentre,  corrispondendosi  in  t3i~j^Q  le  rette  a  ,  a^ ,  il 
polo  j4,  di  a  in  n,  dovrebbe  essere  pure  polo  di  a.^  in  cj*.  Inol- 
tre, poiché  il  raggio  «,,  coniugato  di  a  in  la ,  congiunge  G  ad 
an  punto  bireciproco  di  un  punto  di  a,  per  dualità  si  ha,  che 
il  coniugato  di  Ai  nell'involuzione  1^  (che  rappresenta  la  cop- 
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pia  di  umbiliclii  associati,  reali  o  immaginariì,  sitaati  in  g)  r. 
rintersezione  di  g  con  la  bireciproca  r'  di  una  retta  r  di  A^. 
Ma  i  poli  i?i  ,  R^  di  r  in  ct,  ,  a^  giacciono  nelle  polari  a  ,  a* 
del  punto  A^  di  r,  e  si  corrispondono  in  Q  ;  ed  in  conseguenza 
/^ji?2  è  la  bireciproca  r'  di  ?•,  e  sega  g  in  A^.  Dunque  A^  sa- 
rebbe un  punto  doppio  di  ìg  ;  e  variando  a,  si  conchiaderebbt* 
essere  J^  una  identità:  assurdo. 

Dunque,  se  il  prodotto   tSiCS^  ^  ù    non    è    un*  omologia ,  prr 
ciascun  punto  bipolo  G  di  Oj  ,  a^  passano  due   assi   associati 
di  sintosi,  reali  e  distinti  o  immaginariiy  e  due   soli  ;   ed  essi 
sono  rappresentati  da  un'involuzione  Jq  ,  armonica  all' involn- 
zione  caratteristica  (G)  di  ùy  e  nella  quale  sono  coppie  di  raggi 
coniugati  le  coppie  di  rette,    che   proiettano    da    G   coppie   dì 
punti  bireciproci:  ma,  se  la  bipolare  g  di  G  passa  per  G,  sarà 
g  un  terzo  asse  di  sintosi,  il  quale  però  coincide   con  uno    di 
quelli  rappresentati  da  \g  ,  quando  (G)    è  parabolica,    Inoltrt, 
per  dualità  si  ha  che,  in  ogni  bipolare  g  esistono  due  unibili- 
chi  associati,  reali  e  distinti  o  immaginariiy  e  due  soli,  rappr^- 
szntati  da  iinHnvoluzione  ìg ,  armonica  alV involuzione  caratte- 
ristica (g)  di  Q,  e  nella  quale  sono  coppie  di  punti  coniugati 
le  coppie  di  pienti  determinate  in  g  da  coppie  di  rette  birecf- 
proche:  ma^  se  g  appartiene  a  G,  sarà  G  un  terzo  umbilico,  il 
quale  però  coincide  con    uno    di   quelli    rappresentati   da  J^ , 
quando  (g)  è  parabolica. 

f)  Siccome  poi  il  prodotto  delle  involuzioni  J^  ,  ij ,  che 
C3i  ,  C32  determinano  in  6r  — o  in  ^  — è  la  proiettivltà  caratteri- 
stica \G\—o  \g\ — di  Q,,  ed  ha  la  sua  involuzione  unita  armo- 
nica ad  Jj  ,  Jg ,  e  siccome  anche  Ja  —  o  J^  —  è  armonica  airin- 
voluzioue  unita  di  \G\  —  o  di  j^|  — - ,  ne  segue  che: 

Se  C3iC3a^Q  non  è  un'omologia,  e  se  G  è  un  bipolo  di  a^,  s^. 
la  cui  corrispondente  bipolare  è  g,  te  coppie  di  tangenti,  reali 
0  immaginarie,  condotte  da  G  a  ts^  ,  zi^ ,  e  la  coppia  Jo  dtqli 
assi  di  sintosi  io  le  coppie  di  punti,  reali  o  immaginarii,  fa- 
condo cui  g  sega  zs^  ,  zs^  e  la  coppia  ìg  di  umbilichi)  sono  €op- 
2JÌe  di  raggi  {o  punti)  coniugati  in  una  stessa  involuzioìie, 

g)  Se  in  e)  si  fosse  indicata  con  P^  la  proiettivltà,  chea, 
determina  tra  i  raggi  del  fascio  {O)  e  i  punti  della  puntefr- 
giata  ((/;,  osservando  che  ^4^,  è  il  polo  dì  a  in  c?^  e  corrisponde 


—  633  — 

[cfr.  nota  a  pag.  630]    ad    a^   in    \G  ,  g\ ,    oltre    alla   relazione 
Jg  ^Pil^  ,  G\  (2,  8i  sarebbe  notata  l'altra  la  ^  Pj»!^  ?  g\'^  (3. 

Ma,  se  Gj  g  non  si  appartengono,  indicando  con  Jo,<7  ,  \g  ,  (^|^  , 
\G  ,  g\g  ordinatamente  le  sezioni  di  Jg  ,  \g  f  Gì  ,iG  ,g\  mediante 
g,  e  con  Wj,^  ,  cs^,^  le  involuzioni  determinato  da  zs^  ,  cs^  in  </, 
dalle  relazioni  (2,  (3  si  deduce  chiaramente 

lo^  =  «1,^  \g  ,  G\g  =  Og,^  \G  ,  ^|^->  (4. 

Analogamente  si  ha 

J^  =  C3g,^  ig  ,  (?j/^  =  «1,^  \G  ,g\,j  (5. 

In  fine,  si  osservi  che  \g\  j  \G  ,  g\g  hanno  la  stessa  involuzione 
unita.  Poiché,  se  a^  ,  a^  si  corrispondono  in  \Glj  e  ad  aj  ,  a^ 
corrispondono  A^  ,  A^  in  16r  ,  ^i,  è  noto  che  a^g^A'^  e  a^g^A'^y 
A^  e  A^  sono  due  coppie  di  punti  corrispondenti  in  \g\'^  e  quindi 
\Gyg\g  cangia  la  coppia  arbitraria  A\A'^  di  \g\  in  un'altra 
sua  coppia  A^A^. 

h)  Ciò  posto,  andiamo  a  dimostrare  che: 
se  il  prodotto  cs^^cs^^Q  non  è  un'omologia^  e  se  per  un  bipolo 
G  di  C3j  ,  cSj,  che  non  appartenga  alla  sua  bipolare  g,  passano 
due  assi  reali  di  sintosi  s  ,  s',  dei  quali  ninno  sia  tangente  alle 
due  coniche,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  sieno 
pure  reali  gli  umbilichi  situati  in  g ,  è  che  le  proiettioità 
zs^jg  ,  zz^ig  sieno  della  stessa  specie. 

In  fatti,  posto  sg^S ,  s'g^ 8\  supponiamo  che  sieno  reali 
gli  umbilichi  U,  Z7'  situati  in  g,  ovvero  che  sia  ÌG^g^SS',ìg^UU': 
sarà  I^S'^S^',  UU'\^{g)  l'involuzione  unita  di  \g\,  e  quindi  anche 
(^ì  \G  ,  gìgy  come  si  è  veduto  in  fine  di  g).  Sicché  l'involuzione 
Ì^^SU ,  8^U'\,  che  è  armonica  a  (y),  cangerà  1(7,  g\g  in  [G,  glg^^y 
mentre  muta  Jq^  in  J^  ;  e  perciò  cangerà  Jo,<7  \G  ,  g\g  in 
ìg\G  ,  g\g'~^.  Ma,  di  questi  due  prodotti,  in  virtù  delle  (4,  (5 
trovate  in  g),  il  primo  coincide  con  t3^,g  ed  il  secondo  con  C3p^. 
In  conseguenza  J  cangia  t32,^  in  ts^^g,  e  quindi  queste  due  in- 
voluzioni debbono  essere  delia  stessa  specie. 

Viceversa,  supponiamo  che  cs^g  ,  c:2»y  (che  non  possono  es- 
sere paraboliche)  sieno  amendue  iperboliche  o  ellittiche  ;  ed 
M^M\  y  M^M\  sieno  nel  primo  caso  le  loro  coppie  di  punti 
doppi,  e  nel  secondo  caso  quelle  dei  loro  punti  coniugati,  ar- 
moniche alla  coppia  (reale)  comune  alle  due  involuzioni:  sarà 
sempre  \M^M\  ,  M^M'j[^{g)  l'involuzione  unita   del   prodotto 
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zSiy,ja2,g  =  l  g  \  j  e  quindi  anche  di  \G  ,  glg^  In  consegaenza 
J  =  |3/jAfj  ,  M\MW  sarà  un'involuzione  armonica  a  (g\  e  per- 
ciò muterà  \G  y  g\^j  in  jG,^!^"^,  mentre,  cangia  Cj,^ — che  è 
armonica  alle  involuzioni  \{=:M^M\  ,  (flf)— in  o^,^ — che  è  armo- 
nica alle  involuzioni  Ì^~M^M\^  {g) — .  Dunque  I  muta  il  prodotto 

«i^yl^j^'f;  in  Oj»*/!^  7  fl'Iy'S  ossia  \y  in  Jo,/;  ,  in  virtù  delle  r4, 
(5  trovate  precedentemente  ;  e  perciò  J^  ,  Jg,^  ,  e  quindi  anche 
ìg  j  ìa  ,  saranno  della  stessa  specie. 

i)  Dai  teoremi  ci),  e)  si  trae  quanto  segue  : 

1.0  Se  c3iC32=Q  ha  gli  elementi  uniti  associati  tripli  G  ,  g  ^ 
ossia  [e)]  se  cSj  ,  c;^  hanno  il  solo  bipolo  G,  e  questo  appartient 
alla  sua  bipolare  g ,  le  due  coniche  avranno  reale  t  unica 
loro  coppia  lo  =  gg*  di  assi  associati  di  sintosi,  e  tunica  loro 
coppia  \^j  =  GG'  di  umbilichi  associati  ;  perchè  Jo ,  J^  sono  in- 
voluzioni armoniche  rispettivamente  alle  involuzioni  caratteri- 
stiche {O)  ,  {g)  di  Q,  e  queste  sono  paraboliche  ed  hanno  ordina- 
tamente g  ,  G  per  elementi  doppi. 

2.<>  8e  ù  ha  due  elementi  uniti  associati  G  ,  g ,    che   non    si 
appartengono ,  ed  un  altro  solo  punto   unito   E ,   situato  in  g» 
la  cui  retta  unita  associata  è  quindi   EG^^;   ossia^  se  e?)  ,  s^ 
hanno  due  soli  bipoli  G  ,  E,  le  cui  bipolari  sono  rispettivamen- 
te una  retta  g  di  E,  e  la  retta  EG  ^  e;  le  due   coniche   hanno 
la  cojypia  reale  Ìq  ^  ee'  di  assi  associati  di  sintosi,  la  coppia 
reale  ìg  ==  EE'  di  umbilichi  associati,  un*  altra  sola  coppia  Ì& , 
reale  o  immaginaria ,  di  assi  associati  di  sintosij  appartenente 
al  bipolo  E,  ed  un* altra  sola  coppia  J^,  reale  o  immaginaria^  di 
umbilichi  associati,  appartenente  alla  bipolare  e.  Perchè  le  in- 
voluzioni caratteristiche  (6r)  ,  (g)  di  Q  sono  paraboliche,  le  altre 
{E)  y  (e)  sono  iperboliche,  e  le  ÌQ,ìg  yìa  9U  sono  armoniche  ad 
esse  ordinatamente. 

)  j  ossia, 

se  G  è  il  solo  bipolo  di  cs^ ,  cs^ ,  6  non  appartiene  alla  sua  bi- 
polare g,  le  due  coniche  saranno  reali,  ed  avranno  la  sola  cop- 
pia (reale)  io  ^  ss'  di  assi  associati  di  sintosi  e  la  sola  cop- 
pia (reale)  ìg^l]\]^  di  umbilichi  associati'^  perchè  lo ,  Ìq  sono 
involuzioni  armoniche  alle  involuzioni  caratteristiche  (G)  ,  iy) 
di  a,  e  queste  sono  ellittiche. 
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U  ed  asse  s  ,  U  ed  s  sono  un  loro  umbilico  ed  un  loro  asse  di 
sintosi  (che  diremo  associati  tra  loro).  Inoltre,  la  bipolare  g  dì 
ciascun  bipolo  G,  situato  in  s,  passa  semiyre  per  U,  se  non  t 
g^Sy  ed  ogni  bipolare  g,  che  passa  per  U,  ha  sempre  il  suo 
bipolo  G  in  8,  se  non  è  G  ^  U.  Infine  ^  se  m  è  una  retta  tht 
passa  per  U,  le  involuzioni  C3i,^  ,  ^i^m  f  determinate  da  Sj ,  e» 
in  m,  sono  della  stessa  specie. 

Di  vero,  polche  ad  un  punto  ed  alla  sua  polare  rispetto  a 
C3i  corrispondono  in  Q'  un  punto  e  la  sua  polare  rispetto  a  s^, 
ne  segue  che  ad  una  retta  a,  ed  air  involuzione  (a)  di  Cj  cor- 
rispondono in  £2'  una  retta  a',  e  T  involuzione  (a')  di  e,.  Es- 
sendo dunque  s  una  retta  di  punti  uniti  in  Q',  deve  V  involu- 
zione («)  di  C3i  coincidere  con  Tinvoluzione  («)  di  a^  \  ossia  « 
deve  essere  un  asse  di  sintosi.  E,  dualmente,  U  deve  essere  un 
umbilico. 

Inoltre,  se  (?  è  un  bipolo  situato  in  s  (e  quindi  punto  unito 
in  0'),  la  bipolare  g  sarà  una  retta  unita  di  0',  e  perciò  passerà 
pel  centro   U  di  omologia,  se  non  coincide  con  s:  e  viceversa. 

In  fine,  poiché  m  è  retta  unita  in  Q',  da  quanto  è  detto  in 
principio  di  questa  dimostrazione  risulta  che  Q'  deve  mutare 
C5i,„^  in  €32,1»  ;  e  perciò  ct^,^  ,  tSg^n  debbono  essere  della  stessa 
specie. 

SISTEMA   DI   DUE   CONICHE. 

226.  Andiamo  ora  a  classificare  il  sistema  di  due  coniche 
distinte  C3i ,  cs^ ,  reali  o  immaginarie,  ed  appartenenti  ad  un 
piano  o.  E  poiché  ogni  omografia  piana  è  (209,  a)  il  prodotto 
di  due  coniche,  è  naturale  che  per  fare  questa  classificazioDC 
si  ricorra  al  prodotto  n^csg  =  Q,  e  si  esaminino  le  diverse  ipo- 
tesi, che  possono  farsi  suiromografìa  Q. 

a)  Se  Q  è  un* omologia,  il  cui  centro  G  non  giace  sultas^e 
g,  le  coniche  C3j  ,  Wg  hanno  nella  reftn  g  una  bipolare  di  bi- 
polo G,  e  g  ,  G  sono  un  loro  asse  di  sintosi  ed  un  loro  umbi- 
lico; poiché  tutt'i  punti  di  g  sono  (224,  e)  bipoli,  le  cui  bipolari 
assano  per  G.  Viceversa,  è  evidente  che,  se  due  coniche  C3p  c- 
di  un  piano  e  hanno  un  bipolo  G,  che  non  appartiene  alla  ^^Hn 
bipolare  g,  ed  è  G  un  umbilico  {o  g  un  asse  di  sintosi),  il  por- 
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dotto  u^cs^^ù  (l  è  uìi^ omologia  di  centro  G  ed  asse  g:  poiché 
evidentemente  sarà  g  un  asse  di  sintesi  (o  G  un  unibiJico),  e 
la  (1  mostra  che  tutti  ì  punti  di  g^  e  tutte  le  rette  di  G,  sono 
elementi  uniti  in  0. 

Siccome  poi,  se  l'involuzione  (g)  di  punti  bireciproci  —  che 
non  può  essere  parabolica  (204,  ^)  —  ha  i  punti  doppi  reali 
E  ,  Fj  le  coniche  toccano  in  questi  punti  le  rette  GÈ ,  GF , 
così  noi  chiameremo  hitangenti  due  coniche  cs^  ,  csg  di  un  piano 
G  (sieno  esse  amendue  reali  o  immaginarie,  sieno  V  una  reale 
o  Taltru  immaginaria),  se  queste  hanno  una  bipolare  g,  che  è 
pure  un  asse  di  sintesi,  e  che  non  appartiene  al  suo  bipolo  G\ 
e   diremo  che  </  e  6r  ne  sono  la  corda  ed  il  polo  del  contatto  (*). 

È  chiaro  ancora  che,  data  una  conica  n^ ,  reale  o  immagi- 
naria^ ed  assunto  un  punto  G,  la  cui  polare  g  non  passi  per 
G,  il  prodotto  di  cs^  per  un'omologia  piana  Q,  di  centro  G  ed 
asse  <7,  è  una  conica  zz^  bitangente  a  C3,,  con  g  e  G  per  corda 
e  polo  del  contatto:  poiché    dalla   relazione    cs^Q  =  cs^ ,   si    ha 

D'altronde,  dati,  in  un  piano  o,  un  punto  G  ed  una  retta  g, 
che  non  si  appartengono,  e  condotta  per  G  una  retta  arbitra- 
ria Uy  se  si  assumono  tre  involuzioni  di  punti  i ,  J^  ,  J2  ?  distinte 
e  non  paraboliche,  e  delle  quali,  posto  ug  =  G\  le  due  J^  ,  Jg 
abbiano  u  per  comune  sostegno  e  GG^  per  comune  coppia  di 
punti  coniuganti,  mentre  la  terza  J  abbia  g  per  sostegno,  saranno 
individuate  [eserc.  24,  b),  a  pag.  593]  le  due  coniche  C3,  ,  53^  , 
che  hanno  amendue  G  per  polo  di  g,  mentre  J  ,  J^  sono  due 
involuzioni  di  cs^ ,  e  J  ,  J3  sono  due  involuzioni  di  csg^  ed  evi- 
dentemente il  prodotto  zz^a^  S  Q  ò  un'omologia  di  centro  G  ed 
asse  g.  Inoltre,  essendo  g ,  u  due  lati  di  un  v  biautoreciproco, 
rispetto  a  queste  coniche,  e  potendo  essere  ciascuna  delle  J , 
^1  }  ^2  iperbolica  o  ellittica,  ne  segue  che  le  coniche  bitangenti 
CT^  ,  Cg ,  così  costruite,  possono  essere  amendue  reali  (fìg.  i50.«, 
131  Oy  132,à)  o  immaginarie  (ftg.  133,»),  o  Tuna  reale  e  l'altra 
Immaginaria  (fig.  134.<*)  (2). 


{*)  Si  dice  pure,  che  C3j  ,  zs^  sono  iscritte  l'una  nell'altra. 
(^)  Abbiamo  supposto  J  ^  ^i'^  nelle  figure    130.*,    131.»,    ed 
l^\G'G\jHH^\  nelle  figure  132.»,  133.»,  134.»;  I^^M^M\  nelle 
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Si  osservi  in  fino  che  le  coniche  hitangenti   csj  ,  n^  >   ^fienire 
hanno  per  soli  bipoli  il  polo  G  del  contatto  e  tnttH  punti  della 


fig.  130a. 


fig.  131. a 


^g.  132.^ 


fìg.   133,a 


fig.  134.^ 


bipolare  g  di  G,  e  per  sole  bipolari  g  e  tutte  le  rette  di  G,  non 
hanno  alcun  altro  punto  [o  alctm'altra  tangente]  comune,  oltre 
la  coppia,  reale  o  imìnaginariaj  dei  punti  doppi  dell'  inDoìn- 
zione  (g)  di  punti  bireciproci  [o  la  coppia,  reale  o  immagina- 
ria,  dei  raggi  doppi  delV involuzione  (G)  di  raggi  bireciproci^ 
e  quindi  non  hanno  che  questa  coppia  di  umbilichi  [o  assi  di 
sintosi]y  reale  o  immaginaria,  oltre  V  umbilico  G  [o  /'  asse  di 
sintosi  g). 

Di  vero,  se  A  fosse  un  punto  reale  comune  alle   due  coui- 


figure  130.a,  131.a,  132.»,  134.a,  ed  J^  =  |(?(?' ,  ilf^ AfJ  nella  figura 
133.«;  J2E=|G(7',  A/g^/'g'  nelle  figure  131,»,  133.»,  134.»  ed  Ì^M.Jfi 
nelle  figure  130.»,  132.». 
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che,  tale  sarebbe  pure  il  punto  A'j  separato  armonicamente  da 
A  mediante  ff  e  ^;  e  poiché  la  retta  GAA'^l  è  una  bipolare 
il  cui  bipolo  L  è  un  punto  di  </,  le  coniche  toccherebbero  amen- 
due  in  A  y  A'  le  rette  LA  ,  LA',  ed  ogni  punto  di  l  sarebbe 
perciò  un  bipolo  :  assurdo.  Similmente  si  prova  che  non  pos- 
sono queste  coniche  avere  alcuna  tangente  reale  comune. 

Né  possono  avere  due  punti  immaginarli  comuni,  situati  in 
una  retta  reale  s  (e  quindi  un  altro  asse  s  di  sintesi);  perchè 
le  due  coniche  allora  coinciderebbero  [e8erc.,24,  b),  e),  a  pa- 
gina 593],  avendo  comuni  le  involuzioni  (g)  ,  (s)  di  punti  bire- 
ciproci,  e  G  per  bipolo  di  g.  E  similmente  (o  osservando  che 
il  sistema  di  due  coniche  bitangenti  è  duale  a  se  stesso)  si  di- 
mostra che  »!  ,  Hg  non  possono  aver  due  tangenti  immaginarie 
comuni^  che  passano  per  un  punto  reale  /?,  e  quindi  non  pos- 
sono avere  un  altro  umbilico  E. 

b)  Se  g  y  G  sono  la  corda  ed  il  polo  di  contatto  di  due  co- 
niche bitangenti  n^  ,  cSg,  e  V involuzione  (g)  di  punti  bireciproci 
ha  i  pìinti  doppi  reali  E  ,  F  (fìg.  i30.«  e  131.^)y  queste  coniche 
(amendue  reali)  si  corrispondono  in  due  omologie^  delle  quali 
Vuna  ha  per  centro  E  e  per  asse  GF,  e  V altra  ha  per  centro  F 
e  per  asse  GÈ  ;  e  «e  n^  ,  n^  giacciono  in  uno  degli  A  formati 
dalle  rette  GÈ  ,  GF,  o  in  due  A  opposti  al  vertice  (flg.  130.^), 
le  due  coniche  si  corrisponderanno  pure  in  due  altre  omologie 
di  centro  G  ed  asse  g.  Ma,  se  (g)  è  unHnvoluzione  ellittica^  e 
le  coniche  a^  ,  n^  sono  amendue  reali  (fig.  132.^)  o  immaginarie 
(fig.  133.^),  esse  si  corrisponderanno  sempre  in  due  omologie  di 
centro  G  ed  asse  g.  Infine ,  niun'  altra  omologia  muterà  Cj  in 

La  prima  parte  del  teorema  è  evidente,  per  quanto  si  è  detto 
nei  n.i  180,  e)  e  air  esercizio  16  a  pag.  247).  Il  resto  si  dimo- 
stra come  segue. 

Condotta  per  O  (fig.  Ì5/.«,  132.^,  133.à)  una  retta  arbitraria 
u,  che  seghi  g  in  G\  ed  indicando  con  M^M\  ,  M^M'^  le  cop- 


(^)  Nel  calcolare  il  numero  delle  omologìe,  che  mutano  Tuna 
nell'altra  due  coniche  C3i ,  w^ ,  considerando,  p.  e.,  quella  che  muta 
tSi  in  cSjy  T^OT^  terremo  calcolo  della  sua  inversa,   la    quale    muta 
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pie  dì  punti  reciproci  ordinatamente  in  a^  ,  c^ ,  ed  armoniche 
alla  coppia  (76?'  (o  le  coppie  di  punti  reali  uv:^  yU'Z:^),  due 
omologie  Q' ,  Q''  saranno  definite  dalla  condizione,  che  la  pro- 
iettività  determinata  in  g  da  ciascuna  di  esse  è  l'identità,  nien- 
tre  quelle  determinate  da  esse  in  u  sono  rispettivament-? 
GG'M^M\aGG'M^M'^,  GG'M,M\7:  GG'M\M^',  ed  evidente- 
mente ciascuna  delle  omologìe    Q'  ,  Q"  muterà  c^  in  c:^. 

Né  vi  sono  altre  omologie,  che  abbiano  la  stessa  proprietà 
(224^  k)\  perchè  non  vi  sono  altri  umbilichi  reali,  oltre  quelli 
considerati. 

e)  Se  c-jC^  ^  ù  (ftg.  135,<*)   è  un'  omologia^  il   cui  asse  g 
fig.  ^5o.«  appartiene  al  centro  G,  k  ro. 

niche  Z3^  ,  cSg  sono  reali,  tan- 
"5  geliti  a  g  in  G,  e  si  corrispon- 
dono in  una  sola  omologia  ù' 
di  centro  G  ed  asse  g:  e  vict- 
versa.  Inoltre  ,  queste  coni- 
che —  che  hanno  (224,  e)  soh 
per  bipoli  tutti  i  punti  di  g, 
mentre  le  corrispondenti  bipolari  passano  per  G  —  non  hanno 
comune,  oltre  G,  alcun  altro  punto,  ne  hanno,  oltre  g,  alcun  al- 
tra tangente  comune:  e  perciò  G  è  V unico  umbilico,  e  questo  l 
associato  (224,  k)  alV unico  asse  g  di  sintosi. 

Noi  diremo  allora  che  c-i  ,  cSg  hanno  in  G  un  contatto  qìia- 
dripunto,  riguardando  un  tal  caso  come  limite  di  un  sistema 
di  due  coniche  bitangenti  (a)]  in  punti  reali,  quando  questi  si 
riuniscono  nel  solo  punto  G, 

In  fatti,  le  dae  coniche,  evidentemente  reali  e  tangenti  a  g 
in  G,  si  corrispondono  (155,  d)  in  un'omologia  Q'  di  centro 
G.  Ma  ogni  retta  a  di  Gj  la  quale  sega  di  nuovo  e,  ,  »j  ticì 
punti  i4i  ,  A^  corrispondenti  in  Q',  è  una  bipolare,  il  cui  bipolo 
A  ò  un  punto  di  ^  ;  e  quindi  AA^  ,  AA^  sono  le  tangenti  di 
C3j  ,  C32  in  A^  ,  ^2'  Dunque  g  è  Tasse  di  omologia  di  0'. 

Viceversa,  è  chiaro  che,  data  una  conica  o^  ,  tangente  ad 
una  retta  g  in  un  suo  punto  G,  e  costruendo  la  conica  a*,  che 
corrisponde  a  vs^  in  un'  omologia  Q'  di  centro  G  ed  asse  g^ 
il  prodotto  zs^zs^  ^  Q  sarà  un'  altra  omologia  di  centro  tf  t'd 
asse  g-j  ossia  le  due  coniche  avranno  in  G  un  contatto  ^^^ 
dripunto. 
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Inoltre,  C3^  ,  zz^  non  possono  avere  un  pnnto  reale  comune  ii^ 
(non  situato  sulla  tangente  comune  </),  nò  due  punti  iramagi- 
narii  comuni,  situati  sopra  una  retta  8  (non  appartenente  a  Cr). — 
Di  vero,  le  polari  di  B^ ,  rispetto  alle  due  coniche,  passereb- 
bero per  B^ ,  e,  come  rette  corrispondenti  in  Q,  segherebbero 
fj  in  uno  stesso  punto  B  ;  ossia  BB^  ^  b  sarebbe  una  retta 
unita  di  ù  (e  perciò  b  passerebbe  per  G),  mentre  toccherebbe 
le  due  coniche  in  B^  :  assurdo.  Supponendo  poi  che  8  fosse  un 
asse  di  sintesi  di  Cj  ,  n^  >  ^^^  app<artenente  a  O,  le  polari  di 
un  punto  qualunque  P  di  «,  mentre  si  segherebbero  nel  punto 
P'  di  8  bireciproco  di  P,  segherebbero  g  in  uno  stesso  punto, 
perchè  rette  corrispondenti  in  Q  ;  ossia  queste  polari  coincide- 
rebbero, e  P  sarebbe  un  punto  bipolo,  non  appartenente  a  g: 
assurdo  (i^24,  e). 

Analogamente  (o  anche  osservando  che  il  sistema  di  due  co- 
niche, che  hanno  un  contatto  quadripunto,  6  duale  a  se  stesso) 
si  dimostra,  che  le  due  coniche  non  possono  avere,  né  una 
tangente  comune  reale  e,  né  due  tangenti  comuni  immaginarie, 
che  passino  per  un  punto  reale  D, 

Sicché  le  due  coniche  hanno  V  unico  umbilico  G,  e  V  unico 
asse  di  sintesi  g,  e  perciò  (224,  k)  si  corrispondono  nella  sola 
omologia  ù', 

d)  Date,  in  un  piano  o  (fìg.  136.^),  due  coniche  non  bitan- 
gi',nti  C3i  ,  cs^ ,  che  abbiano  una  coppia  reale  ss'  di  assi  asso- 
ciati di  sintosi  tali,  che  ninno  di  essi  sia  tangente  a  cs^  ,  cs^, , 
e  il  bipolo  ss'^G  non  appartenga  alla  sua  bipolare  g,  queste 
coniche  si  corrisponderanno  in  due  omologie  di  asse  comune 
s  e  in  due  omologie  di  asse  comune  s',  sia  quando  le  dette  coni- 
che sono  immaginarie,  sia  quando,  essendo  esse  reali,  sono  iper- 
boliche 0  ellittiche  amendue  le  involuzioni  t:^,g  ,  C3^,^ ,  che  C3j , 
zz.,  determinano  in  g  (^)  ;  e  i  centri  di  ciascuna  coppia  di  o- 
mologie  sono  allora  i  due  umbilichi  associati  U  ,  U'  situati  in 
g.  Inoltre,  se,  rispetto  a  C3^  ,  cSg  ;  s'indichino  con  S^  ,  S^  i  poli 


Q)  Se  runa  53^,^  è  iperbolica  e  l'altra  zz^ìg  è  ellittica,  non  pos- 
sono [cfr.  la  fine  del  n.o  224,  h)]  le  coniche  cs^  ,  rz^  corrispondersi 
in  un'omologia  di  asse  s  o  s'. 

Sanma.  —  Geometria  proiettiva.  81* 
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di  s,  con  S',  ,  S'g  quelli  di  s',  con  %  ,  u,  le  polari  di  U,  e  con 
u\  ,  u'g  quelle  di  U',  saranno  UU' ,  ss'  ordinatamente  le  coppu 
di  elementi  doppi  delle  involuzioni  [S^S^ ,  S'^S'^]  ,  [u^u^ ,  u\u','. 
Il  teorema  duale  nel  piano  si  lascia  allo  studioso. 

fig.  136.<^ 


Di  vero,  /S',  ,  S2  sono  punti  dì  g  reciproci  di  sff^S  in  c^ ,  s.. 
Ora,  se  M^M\  ,  M.^M\  sono  le  coppie  di  punti  doppi  delle  in- 
voluzioni C3p^  ,  zi^yg  (o  sono  le  coppie  di  punti  coniugati  in 
C3p^  ,  vs^yg,  armoniche  ordinatamente  ad  ^S^^^ ,  SS^),  essendo  sem- 
pre armonici  1  gruppi  SSiMiM\  ,  /S^/^^xV^ilf '^ ,  saranno  definiti- 
(157,  i)  le  omografie  Q',  Q",  che  hanno  «  ,  </  per  rette  uniu-. 
e  nelle  quali  ciascuna  delle  proiettività  Q\  ^  Q", ,  che  Q'. 
Q  ''  determinano  in  s,  è  V  identità,  mentre   per   le    proiettività 

Q\j  ,  Q'^g,  che  Q' ,  Q"  determinano  in  g,  sì  ha  ^'i,  =  ff '^*  v'V 

£i"^  =  ^^ij^^^^X  Ma  £3j   è  definita  [eserc.  24,  ò),  a   pag.  5M] 

dalle  involuzioni  Oj,, ,  l^iSi-ilfiA/i-M'iilf'iKo  n^,,,  |^>^  ,  MiM\\ 
e  dal  polo  G  di  ^,  mentre  n^  ò  definita  dalle  involuzioni  s..< 
l.S^SV^^VV^.^/'g^ni  (o  C3.„,!6"^2,  3M/V),  e  dal  poloGdify.hi 
conseguenza,  Q',fì"  sono  due  omologie,  che  mutano  »,  in  s.^. 
e  che  hanno  8  per  comune  asse  di  omologia,  e  per  centri  di  0- 
mologia  i  secondi  punti  uniti  U ,  U^  di  Q'g  ,  Q''^:  e  quindi  L\  T' 
saranno  (224,  cf,  k)  i  due  soli  umbilichi  esistenti  in  g. 

Inoltre,  le  polari  p^  ,  p^  di  un  punto  qualunque  P  di  s^  ri- 
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4 

due  umbìllchi  situati  in  g  (nel  quale  coincideranno  i  poli  .S"i 
8^2)}  6  l'altro  umbiìico  U  (tenendo  conto  di  quanto  si  è  detto 
suirasse  s  di  sintesi,  che  supponiamo  non  tangente  alle  due 
coniche)  sarà  il  coniugato  armonico  di  U',  rispetto  arfSi^S^: 
sicché  si  hanno  ancora  le  omologie  0'  ,  Q"  [ma  si  avrà  una 
sola  delle  omologie  Q'",  Q^%  come  si  mostrerà  in  </)]. 

e)  Se  wj  ,  Cw^  sono  due  coniche  di  un  piano  g, 


e  se  Q  è  un  loro  asse  di  sintosi, 
che  non  è  pure  ima  fletta  bipo- 
lare, C3i ,  csg  si  corrisponderan- 
no in  due  omologie  piane  ù\  Q" 
di  comune  asse  s,  sia  quando 
queste  coniche  sono  immagi- 
narie (*),  sia  quando,  essendo 
realiy  V involuzione  (s)  di  punti 
bireciproci  è  ellittica,  0  è  iper- 
bolica di  punti  doppi  E,  F,  ma 
uno  stesso  segmento  EF  è  in- 
terno ad  amendue  le  coniche. 
Inoltre  ,  indicando  con  S^  ,  Sg 
i  poli  di  8  rispetto  a  cs^  ,  cs^  ^ 
e  con  Uj  ,  U2  le  rette  congiun- 
genti  S^  ,  S^  ad  un  punto  ar- 
bitrario il  di  Q ,  esisteranno 
sempre  in  u^  ,  Ug  0  le  coppie 
A^BijAgBjj  di  punti  reali  u^-cSi, 
U2  •  cSg  ^  0  Ze  coppie  di  punti  reci- 
proci ordinatamente  rispetto  a 
C3i,  cSg  ed  armoniche  ordinata- 
mente alle  coppie  MS,,  AlSg.  In 
fine,  i  punti  k^X^  •  B,B2^U,AiB2. 
BjAg^U'^  che  giacciono  sulla 
bipolare  g  del  bipolo  Q  esistente 
in  s  (224,  d),  sono  i  centri   di 


e  se  U  è  un  loro  umhilico,  che 
non  è  pure  un  punto  hipoh, 
C3j  ,  a 2  si  corrisponderanno  in 
due  omologie  piane  Q\  Q'"  di 
comune  centro  U,  sia  quandi» 
queste  coniche  sono  immagi- 
narie (^),  sia  quando,  essendo 
reali,  l^  involuzione  (U)  di 
raggi  bireciproci  è  eììitticay  ^ 
è  iperbolica  di  raggi  doppi  e,  f, 
ma  le  coniche  giacciono  ia 
uno  degli  angoli  formati  dallf 
loro  tangenti  comuni  e,f,  '* 
in  due  angoli  opposti  al  vtr- 
tice.  Inoltre ,  indicando  C"n 
Uj  ,  u^  le  polari  di  U  rispelh 
a  a^  ,  a^,  e  con  V^ ,  U^  i puìiti 
d'intersezione  di  Uj  ,  Ug  con  una 
retta  arbitraria  m  di  U,  <ip- 
parterranno  sempre  ad  Uj ,  L'- 
0  le  coppie  a^bj  ,  a^b^  di  tan- 
genti reali  Ui  •  Oj  ,  U^,  •  C3^  ,  oh 
coppie  di  rette  reciproche,  ordi- 
natamente rispetto  a  zz^  ,  zz^  «i^ 
armoniche  ordinatamente  nlk 
coppie  mUi,  mu^.  In  fine,  le  n''t 
aja^-bjb^^s  ,  a^bj-b^a^^s*,  cAt 


(^)  Questo  è  evidente  in  virtù  del  teorema  d), 

(-)  Evidente,  i)el  duiile;  nel  piano,  del  teorema  contenuto  in  </ 
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Q' y  Q"y  ed  S1S2UU'  è  un  gruppo    apj^artengono  al  bipolo  G  della 


armonico  (^). 


bipolare  g  appartenente  ad  U 
(224,  d),  sono  gli  assi  di  Q',  Q'", 
ed  UjUjjSs'  è  un  gruppo  armo- 
nico (*). 


Dimostreremo  il  teorema  a  sinistra. 

Dietro  ripotesi  fatta^  i  poli  S^  j  82  di  s  sono  distinti,  e  giac- 
ciono evidentemente  in  g.  Ora,  se  C3^ ,  cs^  sono  immaginarie, 
saranno  ellittiche  le  involuzioni  i^jl^,  determinate  ordinata- 
mente da  C3i  ^  C32  in  3/>S\  ^  2^^  ,  3/i9jj  ^  u^ ,  quale  che  sia  il 
punto  ^  di  s;  e  quindi  esistono  in  u^  ì  punti  A^  ,  B^  reciproci 
a  csg  ed  armonici  ad  M ,  Si ,  ed  in  u^  i  punti  A^  ,  B.^  reciproci 
a  cj^  ed  armonici  ad  M,S^^  ossia  sarà  \i~\MSy^  AiB^^,\.^'=\MS^j  -^a^a'* 

E  lo  stesso  può  dirsi,  quando  z:^  ,  c^  sono  amendue  reali  ed 
uno  stesso  segmento  di  s  è  interno  a  c^  e  C32 ,  se  per  M  sì  as- 
sume un  punto  di  s  esterno  alle  due  coniche  ;  poichò  le  rette 
Ui^3rSj  ^  u^.^  MS2  sono  allora  [08,  w,  3<^]  esterne  ordinata- 
mente a  queste  due  coniche. 

Se  però,  in  questo  secondo  caso^  si  assume  per  M  un  punto 
di  s  interno  ad  amendue  le  coniche,  saranno  reali  le  coppie 
di  punti  u^'XZi^A^  ,  B^  e  u^-Zé^^^ì  ?  ^^2?  ossia  si  avrà  J^==^^/>'j, 
\^^  A^B.^,  E  ciò  pure  si  avrà,  se  cs^  ,  n^  sono  reali,  ed  5  è  e- 
sterno  a  queste  coniche;  perchè  S^  ,  ^S^o  saranno  allora  interni 
ordinatamente  a  zs^  ,  cs^,. 

Ora,  in  ognuno  dei  casi  considerati,  cr^  è  individuata  [eserc. 
24,  6),  a  pag.  593]  da  Jj  e  dall'  involuzione  (s)  di  xz^  ,  perdio 
u^  ,  8  sono  rette  reciproche  a  cs^  ;  e  per  la  stessa  ragione  z:.^  ^ 


(^)  Quando  A^B^,  ^2^2  ^^^^^  ^®  coppie  di  punti  reali  u^-cs^j  u^^z:.^, 
le  tangenti  di  C3|  in  A^B^ ,  e  quelle  di  zs,  in  ^42^^-2  »  concorrono 
nel  punto  3/'  di  s,  bireciproco  di  3/";  e  quindi  una  parte  del  teo- 
rema a  sinistra  può  ricevere  altra  forma. 

(^)  Quando  a^hi^ajb,^  sono  le  coppie  di  tangenti  reali  U^  •  cc^,  U^ •  cs^, 
i  punti  di  contatto  di  C3j  con  «j  ,  fci  ,  e  quelli  di  cs^  con  a^  ,  ^^^  , 
giacciono  nella  retta  vi*  di  ^7,  birociproca  a<l  m\  e  quindi  una 
parte  del  teorema  a  dritta  può  ricevere  altra  forma. 
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individuata  da  J^  e  dairinvoluzione  («)  di  csg-  Dunque,  poicbè 
l'involuzione  (s)  di  zs^  coincide  con  Tinvoluzione  (s)  di  Cj ,  ed  i 
gruppi  MS^A^Bi  ,  MS^A^B^  sono  sempre  armonici,  se  si  costrai- 
seono  le  due  omografie  piane  ù\  Q",  tali^  che  ciascuna  delle  pro- 
iettività  da  esse  determinate  in  8  sia  l'identità,  mentre  le  proiet- 
tività  tra  le  punteggiate  (wj  ,  («2)  sieno  MSy^A^B^MS^A^B^  \ 
per  ù^  ed  MS^A^B^XMS^^B^A^  (2  per  fì",  evidentemente  0',  Q' 
saranno  due  omologie  di  comune  asse  »,  ciascuna  delle  qual 
muta  Hi  in  cs^. 

Inoltre,  dalle  relazioni  (1,  (2  si  trae^  in  ogni  caso,  che  i  pttnri 
A^A^'B^B^^U ,  A^B^'B^A^^U^  giacciono  nella  retta  iS\ò^  =  t/, 
e  sono  ordinatamente  i  centri  di  S2 ',  Ji  ",  mentre  il  quadrangolo 
A^B^B^A^  mostra  che  il  gruppo  S^S^UV^  è  armonico. 

È  bene  però  notare  quanto  segue  : 

1.0  Se  ie  coniche  u:^  ,  cso  sono  reali,  e  V  involuzione  (^')  di 
punti  bireciproci  è  iperbolica,  di  punti  doppi  E,  Fy  ma  uno  siess'» 
segmento  EF  è  interno  ad  una  delle  coniche  ed  esterno  al- 
l' altra,  zz^ ,  xz^  non  possono  corrispondersi  in  un'  omologia  0' 
di  asse  «  ;  e  gli  umbilichi,  situati  nella  bipolare  g  del  bipolo 
G  esistente  in  »,  sono  quindi  immaginarli  [nota  (^)  a  pag.  643J. 
E  viceversa. 

Di  vero,  Q'  dovrebbe  mutare  un  punto  qualunque  J/di«iu 
M  stesso,  mentre,  dietro  l' ipotesi  fatta,  M  è  un  punto  estemo 
ad  una  zs^  delle  coniche  ed  interno  all'altra  zz^  :  assurdo. 

2.0  So  le  due  coniche  z:^  ,  c^  sono  reali,  e  l'involuzione  (ri 
di  raggi  bireciproci  è  iperbolica  di  raggi  doppi  e  ,  /",  ma,  dell»* 
due  coniche,  Tuna  giace  in  uno  degli  a  formati  da  e^/eTaltni 
in  uno  degli  angoli  adiacenti,  n^  ,  cSg  non  possono  corrispon- 
dersi in  un'omologia  di  centro  U,  e  sono  immaginarii  gli  assi 
di  sintesi,  che  passano  pel  bipolo  G  della  bipolare  g  appa^t^ 
nente  ad  U,  E  viceversa. 

3.0  I  teoremi  d),  e)  servono  allo  stesso  scopo,  e  si  equivalgom^: 
come  risulta  da  quanto  ò  qui  detto,  e  dalla  nota  (*)  a  pag.  640- 
f)  Se  CjXg  ^Q  ha  un  punto  unito  G,  che  non  giace  stiUa 
ratta  unita  associata  g  (fig.  i.57.«,  758,»,  i59.«,  140  a)  ^  ed  m 
altro  solo  punto  unito  E,  il  quale  deve  appartenere  a  g,  ed  hn 
EG^e  7?er  retta  unita  associata]  le  due  coniche  C3j  ,  Cg  arra»»" 
^  soli  punti  bipoli  G  ,  E  {le  cui  corrispondenti  bipolari  saran- 
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lìttic«a  Jk  armonica  airinvoluzionc  caratteristica  {E)  di  Q,  o?- 
sondo  (E)  iperbolica  di  l'aggi  doppi  e  ,  g.  Ma,  indicando  scm}»n* 
con  E\  ,  E'^  i  poli  di  e'  rispetto  a  cij  ,  cs^ ,  da  quanto  si  è  dettr» 
in  fine  di  ci)  si  iia,  che  in  g  esistono  sempre  1'  umbilico  /;,  e 
Taltro  umbilico  E'^  coniugato  armonico  di  E  rispetto  ad  E\,  E'^ 

Ora,  se  E^  ò  interno  ad  una  delle  coniclie,  e  quindi,  come 
umbilico,  anche  interno  all'  altra  (fig.  138.^^  140A),  gli  umbi- 
liclii  situati  in  e  sono  immaginarli  ;  perchè,  se  fossero  due  punti 
reali  U,  U\  le  rette  E^U  ^  E'U\  che  non  possono  essere  bipo- 
lari, sarebbero  due  tangenti  reali^  condotte  da  E*  alle  due  co- 
niche :  assurdo,  per  l'ipotesi  fatta  sopra  E\  Dunque  allora  s, , 
xz^  hcinno  due  tangenti  comuni  immaginarie,  e  due  sole  tan- 
genti reali,  riunite  nella  e.  Ricordando  poi  quanto  ò  detto  alin 
fine  di  d),  si  ha  che  cs^  ,  s:^  si  corrispondono  in  due  omolofjìc 
di  assi  e  ,  e'  e  di  centro  E\  ed  in  una  terza  omologia  di  asse 
e'  e  di  centro  E\  non  potendo  corrispondersi  in  un'omologia  di 
centro  E  ed  asse  e,  senza  avere  un  contatto  quadripunto  in  Fs. 

Ma,  se  il  punto  E'  risulta  esterno  ad  una  delle  coniche,  e 
quindi  anche  air  altra  (fig.  i57.«,  139,»),  queste  avranno  due 
tangenti  reali  comuni  e  ,  d,  che  passano  per  ^'  ;  e  i  punti  ce=:l\ 
de~U'  saranno  due  altri  umbilichi.  Allora  n|  ,  C3v  si  corrispon- 
dono sempre  in  tre  omologie  (due  di  centro  E'  ed  assi  e ,  e', 
ed  una  di  centro  E  ed  asse  e')  ;  ma  possono  corrispondersi  an- 
cora in  quattro  altre  omologie  di  assi  8  ,  s'  e  di  centri  U ,  T'. 
come  nella  Hy;.  137.^,  e  possono  non  corrispondersi  in  alcun'al- 
tra  omologia,  come  nella  fig.  130,<i, 

In  fine,  si  possono  costruire  sempre  due  coniche,  che  siem^ 
nelle  condizioni  indicate  dair  enunciato.  Poiché,  date,  in  un 
piano  0 ,  due  rette  e  ,  c\  ed  una  conica  c^  tangente  ad  e  in 
un  punto  E  distinto  dal  punto  ee'  ^  G ,  costruendo  la  conica 
C32,  che  corrisponda  a  C3^  in  un'omologia  ù'  di  centro  E  ed 
asse  e',  sarà  e'  (224,  d)  un  asse  di  sintesi  di  cs^  ,  n^ ,  e  queste 
avranno  e  per  bipolare  di  E,  ed  una  retta  ^  di  ^  per  bipolari* 
di  G  :  sicché  il  prodotto  c^csg^Q  sarà  un'omologia,  nella  quale 
Ee  ,  Gg  sono  coppie  di  elementi  uniti  associati. 

g)  Se  C3iC3j,==  ù  ha  gli  elementi  imiti  associati  tripli  G  ,  ìT 
(fig.  141. (i)y  le  coniche    cs^ ,  Cg   sono  reali,   toccano  g  in  G, 


»  !» T^y»\T' 
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ed  hanno  un  altro  solo  pini- 
to  comune  D,  nel  quale  si  se- 
gano ,  ed  un'  altra  sola  tan- 
gente comune  d,  che  tocca  cSj , 
C3a  ì'*  punti  differenti  [o  noi  di- 
remo che  le  due  coniche  hanno 
tm  contatto  tHpunto  in  (?,  o 
che  sono  osculatrici  in  G , 
con  contatto  tripunto\  mentre, 
pel  caso  considerato  in  e),  di- 
remo che  le  due  coniche  sono 
osculataci  in  G,   con    contatto 

quadripunto].  Inoltre,  queste  coniche  —  che  hanno  (224,  e)  per 
unico  bipolo  G,  e  g  per  corrispondente  bipolare  —  hanno  in 
G  ,  dg^G'  i  loro  soli  umbìlichi,  ed  in  g  ,  DG^g'  i  loro  soli 
assi  di  sintosi.  In  fine,  ss^  ,  Cg  si  corrispondono  in  tre  omologie, 
Vuna  di  centro  G  ed  asse  g',  e  le  altre  due  di  ce7itro  comtine 
G'  e  di  assi  g  ,  g'. 

Di  vero,  essendo  parabolica  V  involuzione  caratteristica  (G) 
di  £2,  e  di  raggio  doppio  g,  V  involuzione  Jq  ,  che  rappresenta 
(224,  e)  ì  due  assi  di  sintesi  relativi  air  unico  bipolo  G,  e  che 
ò  armonica  a  ((?),  sarà  iperbolica  e  di  raggi  doppi  g ,  g^:  sic- 
ché (224,  e)  g ,  g'  saranno  i  soli  assi  di  sintesi.  In  conse- 
guenza le  due  coniche  non  avranno  altri  punti  comuni,  che 
U  secondo  loro  punto  d' intersezione  D  con  g'  e  il  punto  di 
contatto  G,  Similmente  si  vede,  che  G^,  ed  un  altro  punto 
6r'  dell'  unica  bipolare  g,  sono  i  soli  umbilichi  :  e  quindi  per 
G'  passerà,  oltre  g,  l'altra  sola  tangente  comune  d.  Né  in  D  le 
coniche  possono  toccarsi,  né  i  punti  di  contatto  con  d  di  que- 
ste coniche  possono  coincidere,  altrimenti  esse  sarebbero  bi- 
tangenti  (^). 


(})  Siccome  le  due  coniche  non  si  toccano  in  Z>,  l'una  a^  sega 
l'altra  n^  in  D,  e  quindi  deve  segarla  ancora  in  un  altro  punto, 
potendo  però  pure  toccare  zs^  in  un  terzo  punto.  Ma ,  nel  caso 
attuale,  non  avendo  le  coniche  altro  punto  comune  che  il  loro 
punto  G  di  contatto,  oltre  D,  ne  segue  che  G  è  contemporanea- 
mente un  punto  di  contatto  e  d'intersezione  ;  ossia  ciascuna  delle 
due  coniche  tocca  e  sega  l'altra  nel  punto  G. 

Sakuia— Geometria  proiettiva,  82* 
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Inoltre,  zs^  ,  a^  sono  curve  corrispondenti  in  due  omologie, 
delle  quali  T  una  Q'  ha  per  contro  G  e  per  asse  DG^g\ 
mentre  Taltra  ù''  ha  per  centro  G' e  per  asse  «7;  non  potendo- 
si C3| ,  C32  corrispondere  in  un'omologia  di  centro  G  ed  asse  g, 
senza  avere  in  G  un  contatto  quadripunto.  Ed  essendo  o^ ,  e* 
iscritte  in  uno  degli  A  formati  dalle  tangenti  comani  g ,  g', 
esse  si  corrisponderanno  pure  [e),  a  destra]  in  una  terza  omo- 
logia Q'"  di  centro  Gr'  ed  asse  g'. 

In  fine,  si  noti  che,  assegnati  in  un  piano  0  un  punto  G  e 
duo  sue  rette  g  ,  g^y  e  costruita  una  conica  csj,  la  quale  tocchi 
g  in  G  e  seghi  di  nuovo  g*  in  X>,  se  si  costruisce  un'altra  co- 
nica n^;  corrispondente  a  n^  in  un'omologia  0'  di  centro  G 
ed  asse  g^  (la  quale  conica  a^  è  individuata,  dando  un  punto, 
distinto  da  G  ,  Dy  pel  quale  debba  passare),  questa  conica  avrà 
con  C3i  un  contatto  tripunto  in  G,  ossia  sarà  cSiCS^^Q  un'omo- 
grafìa, che  avrà  i  soli  elementi  uniti  associati  tripli  G ,  g\  per- 
chè, in  contrario,  0  dovrebbe  essere  una  delle  omografie  con- 
siderate in  e),  f)j  e  quindi  n^  ,  a^  non  potrebbero  corrispon- 
dersi neiromologia  di  centro  G  ed  asse  g\ 

h)  Se   c3iC32  ^  Q   possiede 
fig.  /42.«  ^^g   ^qI^  elementi   uniti  asso- 

ciati (fig.  142.<^)  ,  t  ^a/t  pe- 
rò non  81  appartengono  y  os- 
sia ,  se  tSi  y  S32  possedono  un 
solo  bipolo' Gj  ed  esso  non  gia- 
ce sulla  sua  bipolare  g,  que- 
ste coniche  hanno  comuni  due 
plinti  reali  e  distinti  di  um 
retta  s  di  G,  una  coppia  dipunti 
immaginarti  appartenente  ad  un'altra  retta  s'  c^i  G,  una  coppia 
di  tangenti  immaginarie  appartenenti  ad  un  punto  U'  di  g,  e 
due  tangenti  reali  e  distinte  concorrenti  in  un  punto  U  di  g. 
Inoltre  il  bipolo  G  è  esterno  alle  due  coniche^  le  quali  sono  se- 
gate dalla  bipolare  g  in  coppie  reali  di  punti,  che  si  separano^ 
e  si  corrispondono  in  quattro  omologie  di  assi  s  ,  s',  e  di  cen- 
tri U  ,  U'. 

In  fatti,  se  un  V  (     ) ,  autoreciproco  in   una    conica  e ,   è 
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immaginarìo  o  è  reale,  e  le  iiivuluzioni  (C) 
iperboliche.  Ora,  poiché  il  v  fondamentale  in 
di  Q  6  (224,  e)  l'unico  v  bi  autore  ci  prò  co  di  e 
che  queste  coniche  sono  reali,  e  che  sono  puri 
Mj^Nf  ,  J/jA'j  di  plinti  doppi  delle  involuzioni 
zs^  ,  Oj  determinano  in  g  (ossia  le  coppie  di  pu 
e  perciò  G  è  esterno  ad  anienduc  Io  coniche. 

Inoltre,  la  involuzione  caratteristica  (<))  di  Q 
armonica  alle  involuzioni  tz^,^^ M^N^  ,  0^,^^ 
prodotto  CJiipOjpj,  è  la  proiettività  caratteristici 
quindi  le  coppie  M^N^ ,  J/^A'j  si  separano.  In  e 
scuna  delle  due  coniche  penetra  ucirinterno  de 
e^se  hanno  comuni  due  punii  A  ,  B,  reali  e  dii 
poiché,  se  avessero  comuni  due  altri  punti  rea 
o  coincidenti,  sia  tra  loro,  sia  con  uno  dei  pui 
possederebbero  un  y  biautoreciproco  reale  nel 
quadrangolo  ABCD,  a  C3,as^2  dovrebbe  esser* 
grafie  considerate  in  f),  g). 

È  noto  poi  [224,  i),  3."]  che  queste  coniche 
sola  coppia  (reale)  ss'  di  assi  associati  di  sinto 
al  bipolo  G,  ed  tina  coppia  sola  (reale)  UU'  d 
ciati,  apparieneute  alla  bipolare  g;  e  quindi,  s 
sintesi  AB,  lo  due  coniche  avranno  in  «'  una 
di  punti  immaginarii.  E  siccome  jV,A',  ,  M^K^ ,  L 
tre  coppie  di  punti  coniugali  in  una  stessa  in 
due  prime  coppie  si  separano,  esse  separeranno 
sicché,  degli  umbilicjii  U,  U',  se  l'uno  V  sai 
conica  i3^ ,  e  l'altro  esterno,  saranno  pur  tali  r 
nica  C3j ,  perchè  umbiliclii.  In  conseguenza,  lo 
vnmno  comuni  due  tangenti  reali  condotte  pei 
pia  di  tangenti  immaginarie  appartenente  ad  ( 

Essendo  poi  iperboliche  le  involuzioni  c:,,^, ,  i 
in  esame  si  corrisponderanno  [d)]  in  quattro  oi 
s  ,  s',  e  di  centri  U ,  W. 

In  line,  si  noti  che,  date  due  rette  s  ,  g  di  u 
fìXKegnaH  in  s  due  punti  A  ,  B,  reali  e  distìnti, 
coppie  reali  M,Ni ,  Mj,Nj  di  punti  che  si  separa 


^*- 
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[eserc.  2i,  b),  a  pag.  593]  le  coniche  a^ ,  tSg?  ch^  hanno  Sjg  per 
comuni  rette  reciproche,  e  delle  quali  V  una  '  zs^  passa  per  i 
puliti  ABMjNj ,  Valtra  cTg  per  i  punti  ABM^Ng  ;  ed  il  prodotto 
OjCSg^Q  è  un'omograflay  che  ha  g  per  unica  retta  unito,  e  il 
suo  punto  unito  associato  (che  è  il  coniugato  armonico  del  punto 
sg^G',  rispetto  ad  A,  B)  non  giace  in  g. 

i)  Se  zs{CS2^ù  ha  il  v  fondamentale  EFG^cfg,  reale  e 
non  degenere  (che  è  la  sola  ipotesi  non  ancora  fatta  per  11\ 
ossia,  se  le  coniche  o^jiSg  hanno  per  bipoli  i  soli  vertici  E,  F,  G 
di  un  \j,  e  per  bipolari  corrispondenti  i  lati  opposti  e,  f,  gj  il 
sistema  di  tali  coniche  fornisce  i  seguenti  casi  (che  sono  i  soli 
non  ancora  considerati): 

1.0  Le  due  coniche  sono  reali,  ed  hanno  comuni  quattro 
punti  ABCD,  reali  e  distinti,  e  quattro  tangviti  abcd,  reali  e 
distinte.  Allora  esse  possederanno  tre  coppie  reali  di  assi  asso- 
ciati di  sintosi  nelle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo 
completo  ABCD,  e  tre  coppie  reali  di  umbilichi  associati  neiU 
tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  completo  abcd  ; 
si  corrisponderanno  in  dodici  omologie  piane  :  e  il  loro  uhìoì 
V  biautoreciproco  coinciderà  col  v  diagonale  del  qiMdrangol'^ 
completo  ABCD  e  col  trilatero  diagonale  del  quadrilatero  com- 
puto abcd. 

2.0  Le  due  coniche  sono  reali,  ed  hanno  comuni  quattro 
punti  ABCD,  reali  e  distinti,  ma  nessuna  tangente  reale  ;/» 
quattro  tangenti  abcd,  7'eali  e  distinte,  ina  nessun  punt^  realf- 
Allora  esse  possederanno  tre  coppie  reali  di  assi  associati  di 
sintosi  nelle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  com- 
pleto ABCD  —  il  cui  V  diagonale  EFG^efg  è  Vunico  7  him- 
toreciproco  delU  due  coniche  —  ed  una  sola  coppia  reale  IT 
di  umbilichi  associati,  per  ciascuno  dei  quali  passa  una  coppìf^ 
di  tangenti  comuni  iinmaginarie  (0  possederanno  tre  c^ppi^ 
Ideali  di  umbilichi  associati  nelle  tre  coppie  di  vertici  opposti 
del  quadrilatero  completo  abcd  —  il  cui  trilatero  diagonale 
efg^EFG  è  il  v  biautoreciproco  delle  due  coniche  —  ed  una 
sola  coppia  reale  ss'  di  assi  associati  di  sintosi,  sopra  ciascuiv^ 
dei  quali  giacciono  due  punti  immaginarli  comuni  a  a, ,  c^- 
Lioltre,  se  U  ,  U'  appartengono  alla  bipolare  g,  e  s'  indichiìv^ 
con  s  ,  s'  gli  assi  di  sintosi  appartenenti  al  bipolo  G  (0  se  s^  s' 
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appartengono  al  bipolo  G,  e  s'indichino  con  U  ,  U'  gli  umbilichi 
appartenenti  alla  bipolare  g),  le  due  coniche  si  corrisponde- 
ranno in  quattro  omologie  piane  di  centri  U  ,  U'  e  di  assi  s,  s'. 

3.^  Le  due  coniche  sono  amendue  reali,  o  immaginarie,  ma 
(sema  essere  bitangenti)  non  hanno  comune  alcun  punto  reale, 
né  alcuna  tangente  reale.  Allora  esse  avranno  [224,  t),  4.^]  una 
sola  coppia  reale  ss'  di  assi  associati  di  sintosi,  su  ciascuno 
dei  quali  giace  una  coppia  immaginaria  di  punti  comuni  a 
^i  i  ^2}  ^^  '^^^  *^^^  coppia  reale  UU'  di  umbilichi  associati,  a 
ciascuno  dei  quali  appartiene  una  coppia  immaginaria  di  tan- 
genti comuni  a  cs^  ,  Og  ;  e  se  s  ,  s'  passano  pel  vertice  G  del  y 
biautoreciproco  EFG^efg,  U  ,  U'  giaceranno  sul  lato  opposto  g, 
e  le  due  coniche  si  corrisponderanno  in  quattro  omologie  di 
assi  s ,  s'  6  di  centri  U ,  U'. 

4.0  Le  due  coniche  (senza  essere  bitangenti)  sono,  V  una  zs^ 
reale j  e  V altra  ca^  i'nimaginaria.  Allora  esse  hanno  una  sola 
coppia  reale  ss'  di  assi  di  sintosi  associati,  sui  quali  giacciono 
i  quattro  punti  immaginarli  comuni  a  Oj  ,  cs^ ,  e  una  sola  cop- 
pia reale  UD'  di  umbilichi  associati,  per  i  quali  passano  le 
quattro  tangenti  immaginarie  comuni  a  cs^  ,  n^.  Inoltre,  mentre 
le  due  coniche  non  si  corrispondono  in  alcuna  omologia,  se  E 
è  il  bipolo  interno  a  cs^ ,  e  se  s  ,  s'  passano  per  V  uno  G  dei 
bipoli  F  ,  G  esterni  a  cs^ ,  U  ,  U'  giaceranno  sulla  bipolare  EG=f. 

È  chiaro  che  si  può  (e  in  infiniti  modi)  condurre  una  retta 
a,  la  quale  seghi  due  coppie  di  lati  opposti  di  un  dato  qua- 
drangolo piano  completo  ABCD  in  due  coppie  di  punti  LU  , 
MM*,  che  non  si  separano.  Allora  Y  involuzione  |  LV  ,  3/Jf  '  | 
avrà  i  punti  doppi  reali  H  ,  K,  e  quindi  si  potranno  costruire 
due  coniche  reali  C3i,c32,  circoscritte  al  quadrangolo  ABCD, 
e  tangenti  ad  a  ordinatamente  in  // ,  K.  Ora ,  siccome  il  y 
diagonale  EFG  del  quadrangolo  completo  ABCD  è  biautoreci- 
proco rispetto  a  queste  due  coniche,  ne  segue  (100,  d)  che,  co- 
struendo gli  altri  tre  lati  bcd  del  quadrilatero  completo,  defi- 
nito dal  suo  trilatero  diagonale  EFG  e  dal  suo  lato  a,  sa- 
ranno bcd  tre  altre  tangenti  comuni  a  ts^  ,  c^^.  Dimostrata  così 
la  effettiva  possibilità  dell'  ipotesi  fatta  in  l.«,  il  resto  è  evi- 
dente, tenendo  presente  la  nota  (^)  a  pag.  643  ed  il  teorema  d). 

Dato  poi  in  un  piano  o  un  quadrangolo  ABCD,  e  posto  AB- 
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CD=G,  ACDB=Fj  AD-BC—Ey  FO=e,  GE=f,  EF=g,  si 
assuma  un  punto  P  di  e,  separato   dal   punto  e-AD^P*  me- 
diante F  e  G:  sarà  individuata  la  conica  zs^ ,    che   passa  per 
ABCD,  e  tocca  la  retta  AP,  e  P  sarà  il  polo  della  retta  AD. 
In  conseguenza  l'involuzione  ellittica  \PP' ,  FG\  sarà  l'involu- 
zione (e)  di  C3i ,  e  perciò  il  polo  E  dì  e  sarà  intemo  a  questa 
conica.  Similmente  si  costruirà  una  conica  zs^ ,  che  passa  per 
ABCD  e  rispetto  alla  quale  è  interno  il  vertice  jPdel  \;  EFG, 
Di  qui  poi  segue  che,  delle  involuzioni  determinate  dalle  due 
coniche  sui  lati  del  v  EFG^efg  biautoreciproco  a  a^  e  e;,, 
solo  quelle  determinate  in  g  sono  della  stessa   specie  (iperb<>- 
liche)  ;  e  quindi  solo  in  g  si  hanno  due  umbilichi  reali  U ,  T' 
(224,  h).  Ma  le  coppie  di  tangenti  comuni  a  cs^  ,  cs^  ;  <^d  appar- 
tenenti ordinatamente  ad  U ,  U'y  sono  immaginarie:  poiché,  se 
esistesse  una  tangente  reale  a,  comune  alle  due  coniche,  queste 
(come  si  è  veduto  nella  dimostrazione   di  quanto  è  enunciato 
in  1/^)  avrebbero  comuni  altre  tre  tangenti  reali  òcd,  e  sopra 
ciascuno  degli  altri  due  lati  e  ,  f  del  7  EFG  vi   sarebbe  una 
coppia  reale  di  umbilichi:  assurdo.  —  Mediante  la  dualità  si  di- 
mostra compiutamente  cosi  la  effettiva  possibilità  della  doppia 
ipotesi  fatta  in  2.o,  e  quindi  anche  quanto  ivi  è  enunciato. 

Supponiamo  ora  che  Oi ,  cSg  sieno  due  coniche  non  bitangcDU, 
amendue  immaginarie,  0  amendue  reali,  ma  prive  di  qualunque 
punto  (0  tangente)  reale  comune;  come  p.  e.  due  ellissi,  i'una 
interna  air  altra.  Queste  coniche  avranno  un  sol  y  biautoreci- 
proco EFG  ^  efg,  che  sarà  reale  e  non  degenere  (perchè  un 
tal  sistema  di  coniche  non  è  dato  da  alcun'  altra  ipotesi  fatta 
suiromografia  ts^zz^  ^  Q)  ;  e  quindi  [224,  i),  4.oj  C3j  ,  cs*  posse- 
deranno una  sola  coppia  di  assi  associati  di  sintesi,  che  sup- 
porremo appartenere  al  bipolo  G.  In  conseguenza  sarà  G  un 
punto  esterno  alle  due  coniche,  se  queste  sono  reali;  e  y  se- 
gherà C3i  ,  C3jj  in  coppie  di  punti  immaginarie,  o  reali,  secoml» 
che  queste  coniche  saranno  immaginarie,  o  reali.  Dunque  in  g 
esisterà  sempre  la  sola  coppia  UU'  di  umbilichi  associati;  e 
C3i  ,  cSj  si  corrisponderanno  in  quattro  omologie  piane  di  centri 
U ,  U'  e  dì  assi  «  ,  «'.  È  chiaro  ancora  che  le  due  coniche 
avranno  due  coppie  immaginarie  di  punti  comuni,  appartenenti 
ordinatamente  ad  «  ,  s',  e  due  coppie  immaginarie  di  tangenti 
comuni,  appartenenti  ordinatamente  ad  U,  V\ 
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In  fine,  se,  delle  coniche  non  bitangenti  «i  ,  C3^ ,  una  sola  o^ 
è  reale,  e  se  del  7  biautorecipi'oco  EFQ  ^  efg,  reale  e  non 
degenere,  che  esse  debbono  solo  possedere,  6  ^  il  vertice  in- 
terno a  cs^ ,  la  sola  coppia  reale  ss*  di  assi  associati  di  sintosi, 
che  queste  coniche  hanno  [224,  i),  4.0),  deve  appartenere  ad 
uno  6?  dei  vertici  esterni  ;  perchè,  in  contrario,  le  coppie  reali 
di  punti  «•C3i,«'«c3i  sarebbero  comuni  a  Oj.  Ma  la  sola  loro 
coppia  reale  UU*  di  umbilichi  associati  deve  giacere  in  f\  poi- 
ché non  può  giacere  in  e,  che  è  una  retta  esterna  alla  conica 
reale,  altrimenti  per  C7,  U^  passerebbero  coppie  di  tangenti 
reali  a  Oj ,  e  quindi  anche  a  csg  ;  né  può  giacere  in  ^,  altri- 
menti le  due  coniche  si  corrisponderebbero  [nota  {^)  a  pag.  643] 
in  quattro  omologie.  È  chiaro  poi  che  le  due  coniche  avranno 
due  coppie  di  punti  immaginarii  comuni,  appartenenti  ad  s ,  «', 
e  due  coppie  di  tangenti  immaginarie  comuni,  appartenenti  ad 
U  j   U'. 

l)  Da  quanto  è  detto  innanzi,  si  può  conchiudere   ciò    che 
segue. 

1.0  Due  coniche  distinte  c^  ,  zz^  di  un  piano  e,  reali  0  iinma- 
ginarief  hanno  almeno  una  coppia  reale  di  assi  associati  di 
sintosi  ed  una  coppia  reale  di  umbilichi  associati,  se,  quando 
il  prodotto  CwjCSg ^^  è  un'omologia  di  centro  G  ed  asse  g,  si 
consideri  g  come  Vinsieme  di  due  assi  di  sintosi  associati  coin- 
cidenti (asse  di  sintosi  doppio),  e  G  come  Vinsieme  di  due  um- 
bilichi associati  coincidenti  (umbilico  doppio). 

Di  vero,  la  proposizione  è  dimostrata  (224,  i)  quando  Q  non 
ò  un'  omologia.  Ma,  quando  Q  è  un'  omologia  di  centro  G  ed 
asse  g  [225,  a),  e)],  se  G ,  g  si  appartengono,  le  coniche,  che 
hanno  allora  un  contatto  quadrlpunto  nel  punto  G  della  loro 
tangente  comune  g,  possono  considerarsi  come  il  limite  di  due 
coniche,  che  hanno  un  contatto  tripunto  nel  punto  G  della  loro 
tangente  comune  g,  per  le  quali  i  loro  due  soli  assi  associati 
di  sintosi  ed  i  loro  due  soli  umbilichi  associati  si  avvicinano 
indefinitamente  n  g  e  G.  E  se  G  j  g  non  si  ap  partengono,  le  co- 
niche, che  sono  allora  bitangenti,  con  G  g  g  per  polo  e  corda 
del  contatto,  nel  caso  particolare  in  cui  V  involuzione  (g)  dì 
punti  bireciproci  ha  gli  elementi  doppi  reali  E ,  F ,  possono 
considerarsi  come  limiti  di  due  coniche,  che  si  segano  in  quat- 
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tro  punti  resAì  AECF,  quando  A  ^  C  si  avvicinano  indefinita- 
mente ad  E  j  F. 

2.0  Dite  coniche  distinte  Oj  ,  c^  di  un  piano  o,  reali  o  iwi- 
maginarie,  hanno  sempre  comuni  quattro  punti,  rlali  o  imma- 
ginariij  e  quattro  tangenti^  reali  o  immaginarie^  se,  quando  le 
due  coniche  hanno  un  contatto  hipunto,  tripunto,  o  quadripunto 
in  A;  si  considerino  il  punto  K  e  la  tangente  comune  a  in  A 
ordinatamente  come  elementi  doppi,  tHpli,  o  quadrupli,  e  *«»• 
quando  o^  ,  o^  sono  hitangenti,  con  G  e  g  per  polo  e  corda  del 
contatto,  si  considerino  come  coppie  doppie  di  elementi,  reali  o 
immaginarie,  la  coppia  di  punti  g^cSi^g-cs^  ^  ^^  coppia  di 
tangenti  G-cSi^G-a^. 

3.0  Se  due  coniche  (reali)  Oj  ,  cSg  di  un  piano  e  hanno  co- 
muni due  punti  reali  e  distinti  e  due  punti  immaginarii,  esst 
avranno  cornimi  due  tangenti  reali  e  distinte  e  due  tangenti 
immaginarie:  e  viceversa. 

Di  vero,  Tomografia  cSiCSg^  Q  deve  avere  un  solo  punto  unito 
reale  G,  e  questo  non  deve  giacere  sulla  sua  retta  unita  asso- 
ciata g  ;  poiché,  per  le  altre  ipotesi  possibili  relativamente  ad 
fì,  le  coniche  Oj  ,  C3j  non  potrebbero  trovarsi  nelle  condizioni 
date  dairenunciato. 

4,0  Se  due  coniche  (reali)  Oj  ,  o,  di  un  piano  o  hanno  in  uh 
punto  comune  G  una  tangente  comitne  g,  e  si  segano  in  un 
unico  punto  reale  D  distinto  da  G  (o  hanno  un^  altra  unica 
tangente  reale  comune  d  distinta  da  g,  e  che  tocca  le  coniche 
in  punti  di/ferenti),  esse  saranno  osculatrici  in  G,  con  contatta 
tripunto  ;  ciò  che  si  vede,  ragionando  come  in  3.o. 

5.0  Se  due  coniche  reali  C3i  ,  cSg  di  un  piano  e 


hanno  comuni  due  punti  reali 
A  ,  B  ,  distinti  o  coincidenti, 
conducendo  per  A  ,  B  le  rette 
arbitrarie  m  ,  n ,  che  seghino 
di  nuovo  C3j  in  A^  ,  B^ ,  e  ts^ 
in  Aj  ,  Bg ,  le  rette  AjB^ ,  A^B^ 


hanno  comuni  due  tangenti 
reali  a  ,  b ,  distinte  o  coinci- 
denti, conducendo  per  i  punii 
arhitrarii  M  ,  N  di  a ,  b  i>  ««^ 
conde  tangenti  b,^  ,\  a  ti^,  f 
le  seconde  tangenti  d^^^h^a  Cjt 


concorreranno  in  un  punto  del-  •  i  punti  a^bj  ,  a^bj  saranno  al- 
l' asse  di  sintosi  r,  associato  .  lineati  con  Vumbilico  R,  aèso- 
all'asse  di  sintosi  AB.  '  ciato  alVumhilico  ab. 
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Di  vero,  la  dimostrazione,  data  nell'es.  16  a  pag.  247,  regge 
anche  pel  teorema  a  sinistra  qui  enunciato.  E  se  è  L^A,  questo 
teorema  vale  ancora  quando  r  passa  per  A,  o  coincide  con  la 
tangente  comune  a  in  A,  ossia  quando  cs^ ,  xz^  Lanno  in  A  un 
contatto  tripunto  (225,  ^),  o  quadripunto  (225,  e)  ;  poiché  al- 
lora, corrispondendosi  le  coniche  (225,  (/,  e)  in  un'omologia  di 
centro  A  ed  asse  r,  le  rette  corrispondenti  A^fì^  ,  A^B^  deb- 
bono segarsi  sull'asse  r. 

6.0  Se,  di  tre  coniche  C3  ,  Oj  ,  C32  ,  V  una  zs  ha ,  in  un  suo 
punto  G,  un  contatto  quadripunto  con  zs^  ed  un  contatto  qua- 
dripunto  (o  tripunto)  con  ts^ ,  queste  ultime  due  coniche  a- 
vranno  in  G  un  contatto  quadripunto  (o  tripunto):  ma,  se  a 
ha  in  G  un  contatto  tripunto  con  ts^  e  a^  )  queste  avranno  in 
G  un  contatto  tripunto,  o  quadripunto. 

Poniamo  xz{cs=iù  ,  cscSg^Q' ,  zs^ia^ù'^j  d'onde  si  trae  QQ'  =  Q"*, 
ed  indichiamo  con  Q^  ,  Q'^  ,  ù"g  le  proiettivi tà  di  punti,  che 
le  omografie  piane  fl  ,  fì' ,  fì"|determinano  sulla  tangente  co- 
mune ^  in  Òr  alle  tre  coniche,  e  con  fìa  >  Q'o  ,  ìì"q  le  proietti- 
vita  di  raggi,  che  le  stesse  omografie  determinano  in  G,  Gli 
elementi  G  ,  g,  uniti  in  Q  ed  fì',  sono  pure  evidentemente  uniti 
in  Q"-,  ed  è  facile  dimostrare  {})  che  (r  ,  (/ ,  associati  in  Q  ed 
Q'  [e),  g)\j  sono  anche  associati  in  Q";  sicché  le  involuzioni 
unite  di  fi"^  ,  Q"q  saranno  della  stessa  specie;  e  perciò,  secondo 
che  iì'^g  sarà  un'identità,  o  avrà  il  solo  punto  unito  (?,  ù^'q  sarà 
un'identità,  o  avrà  il  solo  raggio  unito  g. 

Ora,  nella  prima  parte  dell'enunciato,  ùg  ,  Qa  sono  [c)\  due 
identità,  ed  tì  '^  ,  fì  g  sono  due  identità  (o  [^f)]  due  proiettività, 
che  hanno  ordinatamente  G  ,  g  per  soli  elementi  uniti).  Dun- 
que anche  Q"^  ,  Q'q  saranno  due  identità  (o  due  proiettività, 
che  avranno  ordinatamente  G ,  g  per  soli  elementi  uniti)  ;  ed 
in  conseguenza  a^  ,  zz^  avranno  [e)]  in  G  un  contatto  quadri- 
punto  (o  [g)]  tripunto). 


Q)  Alla  retta  a  ài  G  corrisponda  a^  in  0,  e  ad  a^  corrisponda 
a^  in  tì':  saranno  a  ,  a^  rette  corrispondenti  in  Q".  In  conseguen- 
za, a  due  punti  M  ^  N  ài  a  corrisponderanno  in  0  due  punti 
3/i  ,  N^  di  ti^  ,  ed  a  questi  corrisponderanno  in  ù  '  due  punti  M^  , 
N^  dì  a^\  e  quindi  MM^  ,  NN^  saranno  coppie  di  punti  corrispon- 
Saknia — Geometria  proiettiva,  83* 
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Neir  ultima  parte  poi  dcir  enunciato,  Qg  ,  ù\j  hanno  G  por 
unico  punto  unito;  d'onde  segue  (^)  che  Q'o  sarà  un' identità. 
0  avrà  G  per  unico  punto  unito.  Dunque,  poiché  (per  qu;int'« 
ò  detto  innanzi)  anche  tì"o  sarà  ordinatamente  un'identità,  •» 
una  proiettività  che  ha  g  per  unico  raggio  unito,  ne  risului 
che  Z3i  ,  C32  avranno  f e) ,  g)]  in  G  un  contatto  quadripunto,  o 
tripunto. 


226.  Il  teorema  del  n.o  95,  a),  relativo  alle  coniche  circo- 
scritte ad  un  dato  quadrangolo  AB  CD  (o  quello  relativo  all^ 
coniche  iscritte  in  un  dato  quadrilatero  abcd) ,  e  che .  re???»' 
anche  [95,  c)jd)]  quando  è  D^A,  o  D^A  e  ^^(7  (o  quandi. 
èd^a,  od^aeb^c),  regge  pure  —  ma  non  vale  più  la 
dimostrazione  ivi  data  —  se  coincidono  tre,  o  quattro  dei  pumi 
ABCD  (o  se  coincidono  tre,  o  quattro,  delle  tangenti  ai^cd) .  e 
si  hanno  le  seguenti  due  coppie  di  teoremi. 


a)  Tutte  le  coniche  oscula- 
tricl  in  un  punto  G  della  loro 
tangente  comune  g,  e  che  si 
segano  in  un  altro  comune 
punto  D  {tra  le  quali  è  com- 
presa la  conica  degenerata 
nelle  rette  g  ,  GD  ^  g')  ,  sono 
tagliate  da  una   trasversale   r 


Le  coppie  di  tangcìiii  {reali 
0  immaginarie)  ,  condotte  d'i 
un  punto  R  a  tutte  h  conich''. 
che  sono  osculairici  in  un  pun- 
to G  della  loro  tangente  comfniì 
g,  e  che  hanno  un'  altra  i*in- 
genfe  comune  d,  sono  coppi'- 
di  raggi  coniugati  in  una  stisSii 


denti  in  Q".  Ora,  essendo  G  ,  g  elementi  uniti  associati  in  Q  e^i 
Q\  i  punti  J/J/i'iViVj  ,  M^M^'Nj^N^  giaceranno  (183,  g)  in  g;  ^ 
perciò,  siccome  i  V  MM^M^  ,  NN'^N^  sono  prospettivi,  anche  ì- 
pimto  MM^  •  NN'2  giacerà  in  ^,  e  quindi  G  ,  g  saranno  elementi 
uniti  associati  in  H", 

(^)  In  fatti,  se  A^  è  un  altro  punto  unito  di  Q"^,  e  se  ad  J. 
corrisponde  -4  in  Q^  ,  ad  -4  deve  corrispondere  ^^  in  0  ';  e  qnin3: 
le  proiettività  Qg  ,  Q'g  (delle  quali  ciascuna  è  definita  dal  suo 
unico  punto  unito  6?  e  da  una  coppia  di  punti  corrispondenti 
sono  inverse,  ed  Q"g  sarà  perciò  un'identità.  Dunque  Q  "^  è  uda 
identità,  0  ha  l'unico  punto  unito   G. 
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rc3i  ,  ^'«tSj  ,  r-csg, . . .  sono  coppie  di  punti  coniugati  neirinvo- 
luzione  J,  che  ha  H  y  K  per  punti  doppi. 

227.  a)  Date  due  coniche  cs^ABCDE,  vs'  =  ABCFG'  di  un 
piano  0,  che  hanno  comuni  tre  punti  ABC,  costruire  il  loro 
quarto  punto  comune. 

Si  determinino  [92,  a),  a  sinistra]  i  secondi  punti  d' interse- 
zione JF',  G^  di  C5  con  le  rette  AF',  BG'\  e  posto  FG'FG'=Xj 
il  punto  H,  in  cui  la  retta  NC  segherà  di  nuovo  c5,  sarà  (es.  16 
a  pag.  247)  il  quarto  punto  richiesto.  —  Se  ^  coinciderà  con 
uno  dei  punti  ABC,  p.  e.  con  C,  le  due  coniche  sì  tocche 
ranno   in    C. 

Se  le  coniche  C3  ,  cs'  hanno  comuni  i  punti  ^4  ,  C,  e  la  tan- 
gente a  in  Ay  si  determinerà  II  allo  stesso  modo,  supponendo 
B^  A  nella  precedente  costruzione. 

Il  problema  duale  nel  piano  si  lascia  allo  studioso  ;  e  così 
intenderemo  si  faccia,  senza  dirlo^  per  lo  avvenire. 

b)  Dati  un  punto  L'  od  una  conica  a  ^  GA  BCD  di  un 
piano  0,  costruire  la  conica  cs',  che  passi  per  L'  ed  abbia  con 
C3  un  contatto  quadripunto  in  G, 

Indicando  con  L  il  secondo  punto  d' intei'sezione  di  e  con 
la  retta  GL\  e  con  g  la  tangente  di  C3  in  G,  sarà  cs'  la  curva, 
che  corrisponderà  a  a  neir  omologia  definita  dal  centro  G. 
dall'asse  g,  e  dai  punti  corrispondenti  L  ,  L'. —  Se  L  giace  in 
^  ,  a'  degenererà  nella  retta  doppia  g. 

e)  Assegnate,  in  un  piano  e,  una  conica  zs  ==  GPQRS^  ed 
una  coppia  di  punti  (reali  o  immaginarli)  di  una  retta  m,  co- 
struire la  conica  cs',  che  passi  per  questi  due  punti,  e  che  sìa 
osculatrice  a  C3  in  6r. 

Supponiamo  dapprima,  che  i  due  dati  punti  di  u  sieno  i 
punti  reali  E' ,  F\ 

Si  determinino  i  punti  E ,  F,  nei  quali  le  rette  GE\  GjP'  se- 
gano di  nuovo  C3;  e  posto  EF'E'F'^N',  sarà  :3'  la  curva,  che 
corrisponderà  a  C3  neir  omologia  definita  dal  centro  G,  dal- 
l'asse GN,  e  dai  punti  corrispondenti  jEJ  ,  E' ,  e  cs'  avrà  con  5 
un  contatto  tripunto  in  G, 

Se  è  F'^E'y  ossia,  se  a'  deve  toccare  u  in  E',  e  deve  es- 
sere osculatrice  a  C5  in  (?,  indicando  con  e  la  tangente  di  s  in 
E,  e  posto  eu^Ny  si  costruirà  a'  nel  modo  stesso  ora  esporto. 


^  i 


T-.  i 
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Indicando  poi  con  g  la  tangente  di  a  in  6^,  e  se  risulta  N^ug 
(sieno  E^ ,  F'  distinti,  o  coincidenti),  cs'  avrà  con  C5  un  contatto 
quadripunto  in  G, 

In  fine,  se,  dei  punti  distinti  JS' ,  F'y  l'uno  E*  giace  in  g  ,  g' 
degenererà  nella  coppia  di  rette  a  ,  GF', 

Supponiamo  ora  invece  che  i  due  dati  punti  di  u  sieno  im- 
maginarli, e  rappresentati  dairinvoluzione  ellittica  J^. 

Si  determini  l' involuzione  J,  armonica  ad  J„  ed  all'  involu- 
zione (ti)  di  C3,  e  si  costruiscano  il  coniugato  L^  del  punto 
gu^L  in  J,  e  il  punto  D,  nel  quale  a  è  segata  di  nuovo  dalla 
rètta  GL^  :  sarà  (226,  a)  vs*  la  conica,  che  passa  per  D,  tocca 
g  in  G,  ed  ha  J,^  per  involuzione  di  punti  reciproci;  e  quindi 
cs'  si  costruirà  (*),  come  è  indicato  al  n.o  165,  a),  ed  avrà  con 
C3  un  contatto  tripunto  in  G. 

Se  L  è  uno  dei  punti  doppi  di  J,  si  ha  I)  ^  G:  sicché  a' 
dovrà  avere  con  a  un  contatto  quadripunto  in  Gy  ma  la  pre- 
cedente costruzione  è  allora  in  difetto. 

In  tal  caso  però,  assumendo  in  g  un  punto  arbitrario  B,  e 
costruendo  le  polari  l ,  b  di  L  ,  B  rispetto  a  a  (le  quali  deb- 
bono essere  anche  polari  dì  L  ,  B  rispetto  a  o'),  e  posto  bu=Nj 
se  si  determina  il  coniugato  N'  di  N  in  J,^ ,  sarà  l  •  BN[  ^  U^ 
il  polo  di  il  in  a'.  Sicché,  costruendo  il  secondo  punto  D  d'in- 
tersezione di  C3  con  la  retta  GU\  e  il  punto  D'  separato  armo- 
nicamente da  G  mediante  U'  ed  Uj  si  avrà  in  D'  un  punto  di 


(^)  Se  si  suppone  che  u  sia  la  retta  airinfinito  del  piano  e,  e 
che  J^  sia  l'involuzione  ciclica  di  o  ,  cs'  sarà  il  circolo  osculatore 
di  t3  in  G.  Allora  l'involuzione  (u)  di  ts  sarà  quella  determinata 
in  u  dall'involuzione  dei  diamstri  cDuiugati  di  cs;  e  quindi  i  punti 
doppi  di  J  giaceranno  all'  infinito  sulle  { |  m  ,  n  agli  assi  di  C3, 
condotte  per  (?,  mentre  L  sarà  il  punto  all'infinito  di  g.  In  con- 
seguenza L^  giacerà  all'infinito  sulla  retta  g\  coniugata  armonica 
di  g  rispetto  ad  m  ,  w  ;  e  il  punto  -D,  in  cui  g*  sega  di  nuovo  C3, 
sarà  il  punto,  nel  quale  o'  sega  di  nuovo  €5,  mentre  m  ,  n  sa- 
ranno le  bisettrici  degli   A   formati  da  ^  ,  ^f'.  Dunque: 

Se  un  circolo  cs'  è  osculatore  ad  una  conica  C3  nel  punto  G,  e 
sega  C3  di  nuovo  in  D,  la  tangente  g  a  zz  in  Oc  e  la  retta  GD 
sono  egualmente  inclinate^  ma  in  sensi  contrariij  agli  assi  di    C3 . 
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C3';  6  perciò  questa  conica  sarà  la  curva  corrispondente  a  s 
neir  omologìa  definita  dal  centro  G,  dall'  asse  u,  e  dai  pumi 
corrispondenti  D  ,  D\ 

d)  Da  quanto  è  detto  in  ò) ,  e)  si  può  conchiudere,  che 
una  conica  è  individuata  da  cinque  suoi  punti  (o  da  cinque  sue 
tangenti),  anche  quando  tre,  o  quattro,  di  questi  punti  (o  di 
queste  tangenti)  coincidono  con  un  dato  punto  (o  con  una  data 
tangente)  di  un'assegnata  conica. 

e)  Se  la  normale  n  in  un  punto  G  di  una  conica  e  sega 
questa  di  nuovo  in  i>,  il  cerchio  Cwj  di  diametro  GL  (il  quale 
tocca  C3  in  (t  e  la  sega  in  L)  segherà  ancora  la  conica  in  un 
punto  i>,  che  sappiamo  costruire  [a;].  Indicando  poi  con  e,  uu 
altro  cerchio  qualunque  tangente  a  C3  in  (?  (cerchio  che  avrà 
il  suo  centro  in  n^,  e  con  L^  ,  D^  i  punti,  in  cui  Cg  sega  di 
nuovo  le  rette  GL  ,  GD ,  evidentemente  saranno  ]  |  le  rette 
LD ,  1*2^2  ì  ossia,  essendo  la  tangente  comune  g  di  C3 ,  Cj  in 
G  un  loro  asse  di  sintosi,  il  suo  associato  è  ||  alla  l'etta  LD, 
Dunque: 

Se  una  conica  e  ed  tm  cerchio  cSg  di  un  piano  e  sì  toccano 
in  un  dato  punto  G,  indicando  con  g  la  loro  tangente  comune 
in  G,  Vasse  di  sintosi  di  C3  ,  C3g ,  associato  a  g,  avrà  sempre  la 
stessa  direzione,  al  variare  di  o^  (e  quindi,  se  quest'asse  pa»>a 
per  G  ,  «2  sarà  il  cerchio  osculatore  di  C3  in  G). 

f)  Costruire  il  cerchio  osculatore  cs'  nel  punto  G  di  una 
data  conica  GPQST. 

Condotta  la  normale  a  n  in  6r,  la  quale  seghi  di  nuovo  la 
conica  in  Lj  si  costruisca  [a)]  Taltro  punto  D  comune  a  s  ed 
al  cerchio  di  diametro  GL.  Conducendo  poi  per  G  la  retta 
.s  I)  ad  LD,  e  determinando  il  secondo  punto  jE  d'intersezione 
di  s  con  C3,  sarà  [e)]  Q'  il  cerchio,  che  passa  per  A'  e  tocca  a 
in  G  (^)  con  contatto  tripunto  [cfr.  il  principio  della  nota  a 
pag.  661]. 

Se  poi  G  coincido  col  vertice  A  di  un  asse  v  di  t5,  questa 
costruzione  diventa  illusoria  ;  perchè  s  coinciderà  con   la  tan- 


(^)  Se  è  noto  uu  asse  v  di  ce,  si  può  costruire  la  retta  GD  (e 
quindi  il  punto  />),  applicando  il  teorema  riportato  nella  nota  a 
pag.  661. 
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gente  a  della  conica  in  A,  o  sarà  E^A 
con  e;  un  contatto  quadripanto  in  A.  In 
mendo  un  punto  arbitrario  B  di  o,  e  c< 
di  B  rispetto  a  a  (la  quale  dev'essere 
spetto  a  n') ,  la  perpendicolare  condotti 
nel  centro  0'  di  x'  ('). 

f)  Dati,  in  un  piano  e,  un  punto  A 
una  conica  =,  clie  oon  passi  per  ^  fo  e 
li),  condurre  per  A  {a  tangenzialmente   ; 
bitangente  a  e,  e  clia  abbia   per   polo 
punto  G  di  0. 

Si  costruisca  la  polare  g  dì  G  rispettc 

Se  g  sega  a  in  due  punti  E ,  F^  reali 
dividuatH  dui  suoi  tre  punti  A  ,  E  ,  F 
GÈ  ,  GF. 

Se,  in  vece,  g  sega  zs  in  due  punii  in 
separato  armonicamente  da  A  mediante  i 
l>anto  di  n'.  E  siccome  il  polo  M  dì  GA 
giace  in  g,  e  dev'essere  pure  polo  di  m 
tando  da  A  ,  A'  le  coppie  di  punti  di  g 
vranno  i  due  fasci  proiettivi  generatori 

Se,  in  fine,  g  b  tangente  a  ~,  ossia,  si 
sta  conica,  sì  può  costruire  solo  una  con 
E3  un  contatto  quadripuuto  in  G,  ed  ess? 
BTio  punto  A. 

Quando  k  poi  data  la  tangente  &  di  w 
n  del  punto  bg  segherà  b  nel  suo  punto 
quindi  si  rientrerà  nel  problema  già  riso 

Costruendo  pci'ò  la  retta  b',  divisa  arni 
diantc  G  e  g,  sarà  b'  una  seconda  tunge 
b  un  punto  della  corda  di  contatto  ^di  a' 
le  coppie  di  rette  di    G   reciproche    a   a 


(•)  Questa  costruzione  è  un  caso  particol 
in  fine  di  e)  ;  come  risulta  evidontemeote  dn 
logo  a  quello  fatto  nella  nota  a  pag.  GOL 
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C3  )  segheranno  h  yh*  in  coppie  di  punti ,  le  cui    congiangenti 
invilupperanno  o'  (^). 

g)  Data  la  tangente  a  in  un  punto  A  di  una  conica  s,  eil 
assegnati  in  a  due  punti  MjN,  distinti  da  A,  costruire  una 
conica  e',  che  passi  per  M,  N  ed  abbia  con  e:  un  con'.atto  qua- 
dripunto. 

Costruiti  il  gruppo  armonico  MNAA',  e  il  punto  B  di  con- 
tatto di  c3  con  la  seconda  tangente  a'  ad  essa  condotta  per 
A'j  la  conica^  che  passa  per  M  ed  ha  con  C3  un  contatto  qua- 
dripunto  in  B^  sarà  la  richiesta  zs'\  poiché  essa  passerà  (22C; 
b)  evidentemente  per  N. 

228.  a)  È  noto  che,  dati  due  sistemi  piani  omografici  [cj,[5']t 
r»d  una  conica  a  di  [o]  corrisponderà  in  [o']  una  conica  a':  e 
che  C3;C3'  saranno  sempre  della  stessa  specie;  se  i  sistemi  l^\j[s*\ 
saranno  affini;  e  quindi  anche,  se  saranno  simili,  od  omotetici. 

È  noto  pure  che ,  quando  i  sistemi  (cj ,  [o']  sono  simili,  essi 
possono  sovrapporsi  (in  infiniti  modi)  in  guisa  da  costituire  an' 
omotetia. 

b)  Se  0,0'  sono  due  coniche  di  centri  0,  O',  che  sì  cor- 
rispondono in  un'  omotetia  piana  C5  di  centro  U  (ossia  in  uua 
omologia  C3  di  centro  U y  il  cui  asse  è  la  retta  air  infinito  *, 
del  piano  0  di  cs),  si  avranno  (224,  k)  in  s^  ed  U  un  asse  di 
sintesi  ed  un  umbilico  delle  due  coniche  omotetiche. 

Essendo   poi  8^  una  retta  unita  di  C3,  i  suoi  poli  0  ,  0'  ri- 


0  Si  è  supposto  tacitamente,  che  non  sieno  elementi  reciproci 
i  punti  A  j  G  (0  le  rette  b  ,  g)]  poiché ,  in  contrario  ,  A  giace- 
rebbe in  g  {0  b  passerebbe  per  G),  e  quindi  o'  degenererebbe  nella 
retta  doppia  g  (0  nel  punto  doppio  G),  0  sarebbe  indetennioata. 
Inoltre  è  evidente  che,  costruendo  rispetto  a  C3  il  polo  -Y della 
retta  GA^n  0  la  polare  p  del  punto  gb^P)^  la  retta  NA^c 
sarà  tangente  a  cs'  in  -4  (0  il  punto  pb^B  sarà  il  punto  di  con- 
tatto dì  C3'  con  b)  ;  e  quindi  a'  sarà  individuata  dalla  proierti- 
vità  involutoria  tra  le  rette  di  G  ed  i  loro  poli  rispetto  a  e,  e 
dalla  polare  a  di  A  (0  dal  polo  B  di  b):  ciò  che  dà  un'altra  solu- 
zione del  problema  proposto  in  f). 
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spetto  a  e  ,a',  si  con'ispouderanno  ìd  Q, 
ncati  con  U. 

Inoltre  ,  alle  rette  congiungenti  0  a  d 
situati  sulla  s^  corrisponderanno  in  0  le 
agli  stessi  dae  punti;  ossia,  a  due  dianiet 
E3  corrisponderanno  in  Q  due  diametri  ce 
[|  rispettivamente  ad  a  ,  a^:  e  quindi  agli 
deranuo  in  Q  gli  assi  dì  a',  a  ciascun  v 
tice   V  di  13'  ('). 

Di  qui  segue  che  i  diametri  di  a  ,xs',  ( 
sono  |i,  e  il  loro  comune  punto  all'  infinit 
Per  G„  passerà  perciò  (224,  e)  in  genera 
asse  8  dì  sintesi,  che  noi  chiameremo  a»s 
coniche  omotetiche;  ed  s  conterrà  (224,  f_ 
luzione,  definita  dalle  duo  coppie  g-t3,g-i 
le  quali  debbono  essere  aniendue  reali  o 

Indicando  poi  con  S ,  S'  ì  poli  di  s  risE 
(225,  d)  U  un  punto  doppio  dell'  Involuzi 
tro  punto  doppio  U'  sarà  il  centro  dì  un' 
nella  quale  a  ,  n'  si  corrisponderanno  (*). 

In  fine,  so  è  O'^O,  si  ha  in  0  il    bipol 


(')  Se  y ,  Vf  sono  i  vertici  (reali  o  ideal 
V'  ,  V\  i  loro  punti  corrispondenti  in  Q,  dt 
sulta  elio  la  retta  V'0'V\  sarà  un'asse  dì 
voluzioue  \rv,  V,V,  Oqo|,  o  l'altra  \VV^,( 
\V'V' ,V\r',  ,  0'qo|,  0  in  \V'V',,0'<a\,  se 
vertici  reali,  o  ideali,  mentre  0'  è  sempre  p 
Dunque  i  punti    V,V\  sono  due  vertici  rea 

(*)  Le  coniche  o,c;'  ai  corrispondono  pui 
in  dae  omologie  piane  di  comune  asse  s,  e  d 
g  non  passa  per  G^,  né  le  due  coniche  toc 
rebbero  due  parabole,  contro  1'  ipotesi.  Ma, 
sarà  U'  il  punto  di  contatto  ,  e  0,0'  non 
(225,  y)  nell'omologia  di  centro  U'  ed  afise  n 
ritipondei'si  in  altre  omologie  piane? 
Samnia.  —  Oeomelria  proiettiva. 
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(225,  (i)  C3  ,  a'  sono  bitangenti,  con  0  ed  s^  per  polo  e  corda 
del  contatto;  e  sarà  allora  U'^U^O,  s^s^  (^). 

e)  Date,  in  un  pianto  o,  dice  coniche  a  centro  n ,  e' ,  *t 
la  retta  alV  infinito  q^  di  o  è  un  loro  asse  di  sintosi ,  U  dm 
coniche  sono  omotetiche  [in  doppio  modo),  purché,  quando  queste 
sono  due  iperboli,  la  congiungente  i  loro  centri  0  ,  0'  l«  ughi 
in  coppie  di  punti  amedue  reali  o  immaginarie.  Ma  se  e ,  s' 
sono  bitangenti  con  s^  per  corda  del  contatto ,  esse  si  corri- 
sponderanno neir  unica  omotetia  piana,  che  ha  per  centro  il 
comune  centro  0  delle  due  coniche*^  purché,  quando  queste  son*) 
due  iperboli,  esse  giacciano  negli  stessi  due  A  opposti  (U  veriict 
formati  dai  loro  comuni  assintoti  (*). 

Questo  teorema  è  un'immediata  conseguenza  delle  proposi- 
zioni contenute  nel  n.o  225,  d),  b), 

d)  Due  coniche  a  centro  C3  ,  cs'  di  un  piano  g  soììo  oto^- 
tetiche  {in  doppio  modo),  se  due  semidiametri  coniugati  OA,0B 
di  C3  sono  II  e  j^roporzionali  a  due  semidiametri  coniugati  O'W 
O'B'  di  e';  purché,  quando  Z3  ,  cs'  sono  iperboli,  i  semidiametri 
Il  sieno  amendue  reali  o  ideali. 

Di  vero,  essendo  pure  ||  le  rette  AB,  A'B\  i  v  AOB ,  A'O'B' 
si  corrispondono  in  un'omotetia  piana  Q;  ed  0  muta  quindi  la 
conica  di  semidiametri  coniugati  OA,OB,  ossia  e,  in  una  conica 
della  stessa  specie,  e  di  semidiametri  coniugati  0*A',  0'B\  os- 
sia in  r3\ 

In  virtù  poi  di  quanto  è  detto  alla  fine  di  b),  risulta  che  e,  s' 
si  corrisponderanno  pure  in  un'  altra  omotetia,  la  quale  coin- 
ciderà con  Q,  se  è  O'^O. 

e)  Due  parabole  omotetiche  Z3  ,  a'  di  un  piano  e  hanno 
gli  assi  II;  e  viceversa,  se  due  parabole  C3  ,  C3  di  tin  piano  e' 
hanno  gli  assi  paralleli,  esse  sono  omotetiche  in  un  unico  modo. 


(^)  Possono  corrispondersi  le  coniche  c:,C3'  in  altre  omologie  piane? 

(-)  Se  C3  ,  e'  sono  due  cerchi  (M)  ,  {M') ,  amendue  reali  o  im- 
magioarii,  ad  essi  si  applica  evidentemente  quanto  è  qui  detto 
in  b),  e). 

L'  asse  radicale  dei  due  cerchi  è  perciò  J_  alla  retta  MM*  che 
ne  congiunge  i  centri,  e  passa  pel  punto  centrale  deirinvoUizione 
individuata  dalle  due  coppie  dì  punti  coniugati  MM' '(3I),MM''{M'j' 
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siderate  a  due  a  due,  danno  luogo  [e))  a  tre  coppie  di  centri 
di  omotetia,  i  quali  sono  [cfr.  n.  171,  i)]  le  tre  coppie  di  vertici 
opposti  di  un  quadrilatero  piano  completo.  Infine,  sieno  a  centro 
0  pur  no,  gli  assi  radicali  delle  tre  coniche  omotetiche,  a  due 
a  due  considerate,  concorreranno  (es.  34^  b  a  pag.  141)  in  uno 
stesso  punto  (che  si  chiamerà  centro  radicale  delle  tre  coniche): 
poiché  queste  coniche  sono  omologiche  a  due  a  due  [nota  (-. 
a  pag.  665],  con  gli  assi  radicali  per  assi  di  omologia,  e  i  cen- 
tri di  omologia  giacciono  per  diritto. 

229.  a)  Se  in  un  piano  a  si  ha  una  conica  degenere  s. 


rappresentata  da  un'involuzio- 
ne (  6r  )  di  raggi ,  sappiamo 
quanto  segue. 

1.  Una  retta  arbitraria  m 
di  a,  la  quale  non  passi  per  (r, 
ha  G  per  unico  polo  ;  ma ,  se 
m  passa  per  G,  essa  ha  per 
poli  tutt'  i  punti  del  raggio  m' 
coniugato  di  m  in  (G), 

In  conseguenza,  il  punto  G 
è  reciproco  a  ciascun  punto 
di  G]  ed  ogni  raggio  di  (G)  è 
reciproco  a  ciascuna  retta  di  e. 
Inoltre ,  se  m  ,7n'  sono  due 
raggi  coniugati  in  (G),  ciascun 
punto  di  m  —  o  w'  —  è  reci- 
proco a  tutt'  i  punti  di  m'  —  o 
m — . 

2.  Se  (6r)  è  iperbolica,  di 
raggi  doppi  a  ,  ò^  la  retta  a — 
0  h —  ha  per  poli  tutt'  i  suoi 
punti;  e  quindi  ciascun  punto 
di  a  —  0  b  —  è  unito  in  C3,  ed 


rappresentata  da  un'involuzio- 
ne (jg)  di  punti,  sappiamo  quan- 
to segue. 

Un  punto  arbitrario  M  di  e. 
non  appartenente  a  g,  ha  ^ 
per  unica  polare  ;  ma ,  se  M 
giace  in  g,  esso  ha  per  polari 
tutte  le  rette  di  o,  che  passano 
pel  punto  M',  coniugato  di  M 
in  (g). 

In  conseguenza,  la  retta  g 
è  reciproca  a  tutte  le  retto 
di  e;  ed  ogni  punto  di  ^  è  re- 
cìproco a  ciascun  punto  di  e. 
Inoltre ,  se  M  ,  AT  sono  due 
punti  coniugati  di  (g),  ciascuna 
retta  di  o,  che  passa  per  M— 
o  M' — ,  è  reciproca  a  tutte  le 
rette  di  a,  che  passano  per  Af '— 
0  Jf— . 

Se  {g)  è  iperbolica,  di  punti 

doppi  -4  ,  ^,  il  punto  A—o  B— 

ha  per  polari  tutti  i  raggi  del 

fascio   {A)  —  o   (J5)  —  di  e  ;  e 

1  quindi  ciascun  raggio  di  [A]- 


è   reciproco  a  tutt'  i   punti   di 
a — o  b — . 

Lo  stesso  va  detto  deirunico 
raggio  doppio  a  di  {G),  se 
questa  è  parabolica. 

3.0  Due  raggi  coniugati  m, 
vi'  di  (Cr),  ed  una  retta  arbi- 
traria r  di 
V  autoreciproco  in  o; 


Cj  costituiscono  un 
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o  (B) —  e  una  retta  unita  di  a 
ed  è  reciproco  a  tutt'  i  raggi 
di  (A)—o  (i?)— . 

Lo  stesso  va  detto  dell'unico 
punto  doppio  A  di  (g),  se  que- 
sta è  parabolica. 

Due  punti  coniugati  M ,  M^ 
di  (</j,  ed  un  punto  arbitrario 
B  di  0,  costituiscono  un  ^  au- 
toreciproco in  C3; 


poiché  ciascun  suo  vertice  è  polo  del  lato  opposto. 


4.0  L'  involuzione  (G)  de- 
termina sopra  una  retta  arbi- 
traria r  di  G  un'  involuzione  di 
punti  (r),  che  può  dirsi  involu- 
zione (r)  di  C3,  e  che  rappre- 
senta la  coppia  di  punti  (reali 
e  distinti,  coincidenti,  o  imma- 


L'  involuzione  (g),  proiettata 
da  un  punto  arbitrario  E  di  o, 
dà  un'  involuzione  (R)  di  raggi, 
che  può  dirsi  involuzione  {li) 
di  C3 ,  e  che  rappresenta  la 
coppia  di  tangenti  (reali  e  di- 
stinte ,  coincidenti ,  o  immagi- 


ginarii)  secondo  cui  r  sega  c3.    narie)  condotte  da  E  sl  z:. 

b)  Una  conica  reale ,  non  degenere ,  è  stata  considerata 
come  luogo  dei  suoi  punti  e  come  inviluppo  delle  sue  tangenti. 

Ora,  sotto  un  tale  punto  di  vista,  le  coniche  degeneri  pos- 
sono dividersi  in  tre  specie,  cioè: 

1.»  in  quelle  che  costano ,  come  luoghi,  di  due  rette ,  e, 
come  inviluppi,  di  un  punto  doppio; 

2.»  in  quelle  che  costano,  come  luoghi,  di  una  retta  dop- 
pia, e,  come  inviluppi,  di  due  punti; 

3.*  in  quelle  che  costano,  come  luoghi,  di  una  retta  doppia, 
e,  come  inviluppi,  di  un  punto  doppio. 

Si  possono  far  corrispondere  omograficamente,  o  correlativa- 
mente, due  coniche  degeneri? 

e)  Date  due  coniche  C3  ,  nj  di  un  piano  o ,  se  la  sola  zs^ 
è  degenere,  ed  è  rappresentata  da  un'involuzione  {G)  di  raggi, 
la  polare  g  dì  G  rispetto  a  C3  è  una  bipolare  di  bipolo  G  ;  e 
l'involuzione  (g)  di  C3  può  coincidere  con  quella,  ((7)^ ,  determi- 
nata da  (G)  in  g,  o  pur  no. 
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Inoltre,  poiché  G  è,  rispetto  a  zz^ ,  runico  polo  di  una  retta 
qualunque  di  o,  la  quale  non  passi  per  G^  ne  segue  che,  se  e- 
sistono,  oltre  g,  altre  bipolari,  queste  debbono  appartenere  a  G, 

d)  Supponiamo  dapprima  che  G  non  sia  punto  biunito  (os- 
sia che  g  non  passi  per  G)^  e  che  {G)g  sia  distinta  da  {g). 

La  involuzione  1^ ,  armonica  a  {G)g  e  {g),  sarà  ellittica  solo 
quando,  mentre  o  è  reale  e  {G)  è  iperbolica,  dei  raggi  doppi 
a  ,  ò  di  {G)  Tuno  sega  o  e  l'altro  ò  esterno  a  o. 

Il  V  (  ^  )  però,  definito  da  G  ^  g  ,\g  y  sarà  sempre  runico  «7 

biautoreciproco  ;  ma  esso  sarà  immaginario,  reale  e  non  dc-frc- 
nerc,  o  degenere  di  1*  specie,  secondo  che  Sg  sarà  ellittica, 
iperbolica,  o  parabolica. 

In  fine  le  due  coniche  tz^zs^  hanno  per  umbilichi  i  punti  Geg-zz. 

e)  Quando  (     j  ^  EFG  è  reale  e  non   degenere,  esistono 

solo  tre  coppie  di  assi  associati  di  sintesi,  appartenenti  ai  soli 
bipoli  E,  Fj  Gj  e  rappresentate  da  tre  involuzioni  Ig  ,  Jk  ,  Jg  =  '/^  • 
ma  queste  involuzioni  sono  in  generale  tutte  iperboliche,  o  ona 
ò  iperbolica  e  due  sono  ellittiche.  Se  però  {G)  è  parabolica  di 
raggio  doppio  GF^  anche  Jp  sarà  parabolica  di  raggio  doppio 
FGj  ma  Je  potrà  essere  iperbolica  o  ellittica. 

In  fatti,  un  asse  di  sintosi  deve  passare  per  un  punto  bipolo; 
poiché,  se  r  ò  un  asse  di  sintosi,  e  il  punto  r-EF  è  distinto  da 
E  ,  Fj  la  retta  r  deve  passare  per  G,  che  è  V  unico  punto  bì- 
reciproco  di  r-EF. 

Inoltre,  assunto  un  punto  arbitrario  P  di  e,  e  costruiti  il 
raggio  m'  coniugato  di  GP^£^  m  in  (G) ,  e  la  polare  p  di  P 
rispetto  a  c3,  sarà  in'p  ^P'  il  punto  bireciproco  di  P.  E  poiché, 
se  è  77i'^m,  in  m  giaceranno  le  coppie  P  e  P',  G  e  m-EF 
di  punti  bireciproci,  ossia  m  sarà  un  asse  di  sintosi,  ne  segue 
che  la  data  involuzione  (G)  è  Tinvoluzione  Jo  ,  che  rappresenta 
la  coppia  di  assi  associati  di  sintosi  appartenente  a  G.  Ma,  se 
P  percorre  m,  e  quindi  P'  percorre  m\  i  punti  P ,  P'  (come 
reciproci  a  d)  descrivono  due  punteggiate  proiettive.  Dunquo 
le  due  coppie  di  rette  EP  ed  EF,  FP  e  PP'  generano  le  due 
involuzioni  h  ,  Ip  ,  che  rappresentano  le  due  coppie  di  assi  as- 
sociati di  sintosi  relative  ai  bipoli  E ,  F  (^}. 

(*)  E  facile  dimostrare  che,  se  P  percorre  la  retta  EP  (o  FPh  P 
percorrerà  la  retta  EP*  (o  FP'), 
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Quando  (6r)  è  parabolica,  di  raggio  doppio  GF^e  ,  m'  coin- 
cide sempre  con  GF\  e  quindi  anche  Jp  è  evidentemente  para- 
bolica, di  raggio  doppio  FG.  Lo  stesso  ragionamento  però  , 
fatto  innanzi  per  Jb  ,  regge  anche  in  questo  caso  ;  e  Jb  può  es- 
sere iperbolica  o  ellittica. 

La  rimanente  parte  del  teorema  si  dimostra,  come  nel  nu- 
mero 224,  t),  4.0. 

f)  Se  (G)  è  iperbolica,  di  raggi  doppi  a  ,  &,  quando  a  ,  b 
secano  la  conica  (reale)  o  nelle  coppie  di  punti  AB  y  CD,  po- 
sto AC'DB^F ,  AD'BC^E,  sarà  EFG  il  solo  V  bìautore- 
ciproco,  mentre  a  e  &,  AC  e  DB  ,  AD  e  BC  sono  le  sole  tre 
coppie  di  assi  associati  di  sintesi.  —  E  si  noti  che  le  involu- 
zioni, le  quali  rappresentano  le  ultime  due  coppie,  sono  quelle 
che  proiettano  Tuna  nel  l'altra  le  due  involuzioni  AB,  CD,  ossia 
le  involuzioni  (a)  ,  (b)  di  zs,  da  ciascuno  dei  punti  E ,  F;  men- 
tre, proiettando  da  C  ,  D  V  involuzione  AB,  si  hanno  le  due 
coppie  CA  e  CB,  DA  e  DB  dì  assi,  non  associati,  di  sintesi. 

Ma,  se  &  è  tangente  a  C3  in  C,  mentre   a   sega   c3    in    A  ,  B 
[o  è  esterna  a  cs],  Ig  sarà  parabolica  di  punto   doppio   E^  C, 

e  il  V   biautoreciproco    (     j  risulterà  degenere   di  l.a  specie. 

Mentre  però  si  ha  in  ab  una  coppia  di  assi  associati  di  sintesi^ 
Taltra  coppia  sarà  costituita  dalle  rette  E  A  ,  EB  [o  sarà  rap- 
presentata dairinvoluzione  ellittica,  che  proietta  da  E  la  invo- 
luzione (a)  di  C3]  (^). 

Se  a  ,  6  sono  amendue  esterni  alla  conica  reale  c3  —  o  se  o 
è  immaginaria  —  ,  ìg  avrà  i  punti  doppi  E  ,  F  reali  e  distinti, 
e  sarà  EFG  V  unico  7  biautoreciproco.  Ma,  mentre  ab  è  una 
coppia  reale  di  assi  associati  di  sintesi,  le  altre  due  coppie 
sono  immaginarie,  e  vengono  rappresentate  dalle  due  involu- 
zioni, che  proiettano  da  ciascuno  dei  punti  E  ,  F  amendue  le 
involuzioni  (a)  ,  (b)  di  zs  (^). 


(})  Non  si  può  supporre  che  anche  a  sia  tangente  a  C3  ;  altri- 
menti (G)g  coinciderebbe  con  rinvoluzione  (g)  di  C3,  contro  ripotesi. 

(*)  Costruendo  in  a  la  coppia  dei  punti  M ,  M\  reciproci  a  zz 
ed  armonici  a  G  j  ag^G',  e  costruendo  in  b  la  coppia  dei  punti 


.•».•■. 
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Se  a  6  esterno  alla  conica  (reale)  zz,  e  questa  è  segata  da  b 

in  C  ,  D  j  ìg  sarà  ellittica,  e  V  unico  v   biautorecìproco  (     j 

sarà  immaginario.  Ma,  mentre  ab  è  una  coppia  di  assi  ass4> 
ciati  di  sintesi,  le  involuzioni,  che  proiettano  da  C  ,  D l' invo- 
luzione (a)  di  C3,  rappresentano  le  altre  due  coppie  (immagi- 
narie) di  assi,  non  associati,  di  sintesi. 

Se  (6r)  è  ellittica,  sia  poi  C3  reale  o  immaginaria,  sarà  J^ 
iperbolica  di  punti  doppi  E,F\  si  avrà  in  EFG  T unico  ^ 
biautorecìproco;  e  mentre  Jq^((?)  rappresenterà  una  coppia 
immaginaria  di  assi  associati  di  sintosi,  delle  altre  due  coppie, 
rappresentate  da  Je  ,  J^  ,  una  sarà  [rf)]  reale  e  V  altra  immagi- 
naria {}). 

N  ,  N'j  reciproci  a  C3  ed  armonici  a  G ,  bg^G'',  sarà  MN»  M^N'=E. 
MN'^VN=F. 

In  fatti,  essendo  il  grappo  GG^MM^  prospettivo  ai  grappi  GG^NS^ 
GG'^N^N,  i  punti  MN'M'N'=E,  3fN''M'N=F  giacciono  in  ^  e 
mentre  separano  armonicamente  a  ,  6,  sono  reciproci  a  C3,  perché 
tali  sono  M  ed  M\  N  ed  N'.  Dunque  questi  punti  E ,  F  coin- 
cidono coi  punti  doppi  E  j  F  di  \g  j  e  da  ciascuno  di  essi  si  pro- 
iettano l'una  nell'altra  le  involuzioni  (a)  ,  (6)  di  C3. 

Q)  Quando  gli  elementi  doppi  (reali  e  distinti)  di  (G)^ah  se- 
gano la  conica  (reale)  C3  nelle  coppie  di  punti  A  B,  CD^  può  dirsi 
che  la  coppia  ab  di  lati  opposti  individua  il  quadrangolo  completo 
reale  ABCD  iscritto  in  o.  Ma,  se  è  D^C^E,  questo  qua- 
drangolo (reale,  o  immaginario,  secondo  che  a  sega  zs  in  A,  B, 

o  è  esterno  a  C3)  è  degenere^  ha  un  v  diagonale    f       )    degenere 

di  i.»  specie,  e  le  altre  sue  due  coppie  di  lati  opposti  coincidono 
in  una  sola  coppia,  reale  o  immaginaria,  rappresentata  dall'inro- 
luzione  che  proietta  da  CsJB  Tinvoluzione  (a)  di  C5. 

Quando  a  ,  b  sono  esterni  a  o,  o  o  è  immaginaria,  si  ottiene 
un  altro  quadrangolo  immaginario^  non  degenere^  iscritto  ine, il 
quale  ha  il  y  diagonale  reale  EFG,  mentre  le  altre  sue  coppie 
di  lati  opposti  sono  immaginarie,  e  rappresentate  dalle  due  invo- 
luzioni che  proiettano  da  ciascuno  dei  punti  E  ,  F  amendue  k 
involuzioni  (a)  ,  {b)  di  C3.  E  si  ottiene  un  quadrangolo  immagi- 
nario della  stessa  specie,  se  (G)  è  un'involuzione  ellittica. 

Quando  poi,  dei  raggi  doppi  reali  a  ,  6  di  (G),  l'uno  a  è  esterno 
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Se  (G)  è  parabolica  di  raggio  doppio  a,  e  se  a  sega  la  co- 
nica (reale)  C3  in  -4  ,  B,  sarà  ìg  iperbolica  di  punti  doppi  E,  F 
(dove  è  F^aQy  ed  E  il  polo  di  a  rispetto  a  cs),  ed  EFG  il 
solo  V  biautoreciproco:  ma  si  avrà  in  a  un  asse  di  sintesi  (dop- 
pio),  ed  in  EA  ,  EB  gli  altri  due  soli  assi  associati  di  sintesi. 
Se  a  è  invece  tangente  a  c3  in  ^,  sarà  J^  parabolica  di  punto 

doppio  F^  A  ;  e  quindi  il  solo  y  biautoreciproco  (  ^\  risul- 
terà degenere  di  i.»  specie,  ed  a  sarà  il  solo  asse  associato  dì 
sintesi.  Se,  in  fine,  a  è  esterno  alla  conica  reale  C3  —  o  se  c3  è 
immaginaria  — ,  \g  sarà  iperbolica  di  punti  doppi  E  ^  ag^=F\ 
e  mentre  EFG  è  il  solo  y  biautoreciproco,  ed  a  è  un  asse  di 
sintesi  (doppio),  la  involuzione  ellittica,  che  proietta  da  E  Tin- 
voluzione  (a)  di  C3,  rappresenterà  V  altra  sola  coppia  (immagi- 
naria) di  assi  associati  di  sintesi,  ed  Ip  sarà  un'  involuzione  di 
raggio  doppio  FG'^a. 

g)  Quando,  essendo  sempre  G  un  punto  non  biunito,  è  {G)g 
identica  alla  involuzione  —  iperbolica  o  ellittica  —  {g) ,  ossia 
quando  ciascuna  coppia  di  raggi  coniugati  in  {G)  è  coppia  di 
raggi  reciproci  a  v:,  esistono  infiniti  y  biautoreciproci,  ciascuno 
dei  quali  è  costituito  da  ^  e  da  una  coppia  di  tali  raggi  con- 
iugati. Inoltre,  g  e  G  sono  un  asse  di  sintesi  ed  un  umbilico 
(doppi)  ;  mentre  (G)  e  Tinvoluzione  (g)  di  zs  rappresentano  una 


alla  conica  (reale)  n,  mentre  l'altro  b  la.  sega  in  C  j  D,  si  ottiene 
un  altro  quadrangolo  immaginario,  il  qaale  ha  il  y  diagonale  im- 
maginario   f      J  ,  mentre  le  involnzioni,  che  proiettano  da  C ,  X> 

l'involuzione  (a)  di  C3,  rappresentano  le  altre  due  coppie  (imma- 
ginarie) di  lati  non  opposti. 

E  si  noti  che,  in  tutti  questi  quadrangoli,  una  coppia  di  lati, 
appartenente  ad  un  punto  diagonale  reale,  è  separata  armonica- 
mente dagli  altri  due  punti  diagonali. 

Sarà  facile,  in  fine,  allo  studioso  il  dedurre,  da  quanto  è  detto 
in  /),  g),  h)y  le  altre  specie  di  quadrangoli  degeneri,  reali  o  im- 
maginari!, che  possono  essere  iscritti  in  una  conica  reale  e   non 

degenere. 

S AVVIA —  Geometria  proiettiva,  85* 
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coppia  di  assi  associati  di  sintosi  ed  una  coppia  di  umbiliclii 
associati,  amendue  reali  o  immaginarie. 

Potremo  dire  ancora  (225,  a),  in  tal  caso,  che  ss ,  Oj  sono 
due  coniche  bitangenti;  anche  perchè  il  prodotto  C3s:i  è,  in  que- 
sto caso,  un'  omologia  degenere,  nella  quale  il  centro  e  l' asse 
non  sì  appartengono  (225,  a). 

h)  Supponiamo  ora  che  G  sia  un  punto  biunito,  e  che 
quindi  g  sia  tangente  in  G  alla  conica  (reale)  C3  ;  e ,  costruito 
il  coniugato  g'  di  g  in  ((r),  indichiamo  con  P  il  secondo  punto 
d'intersezione  di  g^  con  C3,  e  con  p  la  tangente  di  n  in  P. 

Se  ((t)  è  iperbolica  di  raggi  doppi  a  ,  b,  indicando  con  A,  P» 
i  secondi  punti  d'intersezione  di  o  con  a ,  ò ,  il  punto  pg=K 
sarà  un  bipolo  di  bipolare  ^';  e  quindi  G,  g,  E,  g*  costituiranno 
il  solo  V  biautoreciproco  (^degenere  di  i.«  specie),  e  la  retta 
AB^g'*  passerà  per  E  (').  Inoltre,  ab  ,  gg*  sono  le  sole  coppie 
di  assi  associati  di  sintosi  (  che  appartengono  ai  soli  bipoli 
(r,  E)y  e  G  è  runico  umbilico.  Ma,  se  è  b^g,  e  quindi 
B^G  ,  g"^a,  si  avrà  g'^g,  E^G]  ed  il  v  biautoreciproco 

(     j    sarà  degenere  di  2.«  specie,  mentre  g ,  a  saranno  i  due 

soli  assi  associati  di  sintosi,  appartenenti  airunico  umbilico  ^'. 

Se  (G)  è  parabolica  di  raggio  doppio  a",  ossia,  se  nel  caso 
precedente  si  suppone  b^a,  sarà  g'^a,  P^  A  y  g*'=pi  ^ 
quindi  G,  g.  E,  a  costituiranno  il  solo  y  biautoreciproco  ^de- 
geni-re  di  i.«  specie);  e  mentre  G  sarà  l'unico  umbilico,  ti 
avranno  in  g,  a,  p  i  tre  soli  assi  di  sintesi. 

Se  (G)  è  ellittica,  G ,  g  ^  E ,  g'  costituiscono  il  solo  v  biau- 
toreciproco (degenere  di  J.<*  specie)  ;  mentre  g  e  (6r)  sono  tre 
assi  di  sintosi,  e  (r  è  un  umbilico. 

Se,  in  fine,  (G)  è  parabolica  di  raggio  doppio  ^,  ossia  se 
(6r)  coincide  con  l' involuzione  dei  raggi  reciproci  a  s  con- 
dotti per   G ,    vi    saranno    infiniti    \7   biautoreciproci   degeneri 


(*)  Essendo  abgg'  un  gruppo  armonico,  i  punti  P,E  separano 
armonicamente  i  punti  pa  ,  pb:  ma  P  è  uno  dei  ponti  doppi  di 
un'  involuzione,  nella  quale  sono  coniugati  pa  e  j>ò  ,  j?^  e  p-/Jt'- 
dunque  sarà  p-  AB^  pg  eh  E. 
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(     \  dei  quali  uno  di  2.»  specie,  e  solo  g,  G  saranno  un  asse 

di  sintosi  ed  un  umbiJico. 

Potremo  quindi  dire  (225,  e),  in  quest'ultimo  caso,  che  C3  ,  n^ 
hanno  in  G  un  contatto  quadripunto  ;  anche  perchè  il  prodotto 
ca^  è  un'  omologia  degenere^  nella  quale  il  centro  e  V  asse  si 
appartengono  (225,  e). 

t)  Sono  evidenti  i  risultati  duali  a  quelli  ottenuti  sin  qui, 
quando,  delle  due  coniche  c3  ,  zs^  di  un  piano  a,  una  sola  z:^  è 
degenere  e  rappresentata  da  un'involuzione  (g)  di  punti  (}), 

k)  Lasciamo  allo  studioso  il  considerare  i  casi,  in  cui  le 
coniche  a ,  C3|  sono  entrambe  degeneri,  e  rappresentate  da  due 
involuzioni  di  raggi,  o  di  punti,  o  V  una  da  un'  involuzione  di 
raggi  e  l'altra  da  un'involuzione  di  punti. 

l)  Poiché^  se  ABC^abc  è  un  7  iscritto  in  una  conica 
reale  C3,  due  vertici  Jì  ,  C  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione 
(a)  di  zsy  mentre  i  lati  opposti  b  ,  e  sono  i  raggi  doppi  dell'in- 
voluzione, che  dal  terzo  vertice  A  proietta  l' involuzione  (a)  di 

Z3,  generalizzando  noi  chiameremo  y  (  j  ,  iscritto  in  una  co- 
nica reale  a,  l'insieme  di  un  punto  A  di  C3,  di  una  retta  arbi- 
traria a  del  piano  a  della  conica,  dell'involuzione  (a)  di   o,   e 


[})  Risulta  chiaro  ora  [cfr.  nota  (*)  a  pag.  672]  quello  che  debba 
intendersi  per  quadrilateri  immaginarii,  e  degeneri,  circoscritti  ad 
una  conica. 

Cosi,  p.  e.,  se  uj  è  una  conica  non  degenere,  reale  0  immagi- 
naria^  o  o^  è  una  conica  degenere  rappresentata  da  un'  involu- 
zione ellittica  di  punti  (g)y  esisteranno  [d)j  i)]  tre  coppie  di  um- 
bilìchi  associati,  delle  quali  una  sola  FF'  è  reale,  mentre  delle 
due  coppie  immaginarie  una  è  rappresentata  da  (g)  ;  e  queste  tre 
coppie  sono  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  cir- 
coscritto a  S3,  formato  dalle  due  coppie  di  tangenti  a  C3  condotte 
da  F,  F\ 

Si  noti  ora  che,  se  gr  è  la  retta  all'infinito  di  e,  e  (g)  è  l'invo- 
luzione ciclica  di  a,  gli  umbilichi  reali  associati  F ,  F'  sì  diranno 
in  seguito  fuochi  di  C3,  perchè  l'involuzione  {F) — o  (F') — di  K  è 
l'involuzione  circolare. 
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della  proiezione  di  (a)  fatta  da  -4.  Allora  il  y  potrà  essere,  non 
solo  reale,  ma  anche  immaginario  (quando  a  non  sega  o»,  de- 
genere di  i.«  specie  (quando  a  tocca  C3  in  un  punto  B  distinto 
da  -4),  e  degenere  di  2.»  specie  (quando  a  tocca  »  in  ^4). 

Similmente  diremo  V  (^)j  circoscritto  ad  una  conica  reale 

C3,  rinsieme  di  una  tangente  a  di  C3,  di  un  punto  arbitrario  A 
del  piano  o  della  conica,  deirinvoluzione  {A)  di  o,  e  della  se- 
zione di  questa  mediante  a.  Ed  avremo  pure  così,  che  un  7 
circoscritto  ad  una  conica  può  essere  reale,  immaginario,  e  de- 
genere di  /.«  o  di  2,0^  specie. 

Si  noti,  in  fine,  che  un  y  iscritto  in  una  conica  reale,  se  è 
degenere  di  2.»  specie,  è  ancora  circoscritto  alla  stessa  conica. 


FASCI,   SCHIERE  E  FASCI-SCHIEBE  DI  CONICHE. 

230.  a)  Il  sistema  di  tutte  le  coniche  di  un  piano  e,  reali  0 
immaginarie, 

che    hanno    comuni   gli   stessi    che    hanno    comuni   le   stesse 


4  punti,  chiamasi  fascio  di  co- 
niche] e  i  punti  comuni  diconsi 
jmnti'base  del  fascio. 

b)  Abbiamo  già  considera- 
to [cfr.  n.o  95],  il  fascio  di  co- 
niche, la  cui  base  costa  di  4 
punti  ABCD,  reali  e  distinti; 
fascio ,  che  indicheremo  con 
[ABCD]. 

Nello  stesso  n.«>  95 ,  abbia- 
mo supposto  D=  C y  o  D  =  C 
e  7?^^;  ossia  abbiamo  consi- 
derato il  fascio  delle  coniche 
circoscritte  al  y  ABC  e  tan- 
genti in  0  ad  un'  assegnata 
retta  e,  o  quello  delle  coniche 
che  passano  per  i  punti  A,  C,  e 
toccano  due  date  rette  a ,  e 
di  -4  ,  C. 


I 


4  tangenti,  chiamasi  schiera  di 
coniche;  e  le  tangenti  comuni 
diconsi  rette-base  della  schiera. 
Abbiamo  già  considerata  [cfr. 
n.o  95]  la  schiera  di  coniche, 
la  cui  base  costa  di  4  rette  abcd^ 
reali  e  distinte;  schiera,  che  in- 
indicheremo  con  [oòcd]. 

Nello  stesso  n.o  95,  abbia- 
mo supposto  d^Cj  0  d^c 
e  ò^a;  ossia  abbiamo  consi- 
derato la  schiera  delle  coniche 
iscritte  nel  v  aòc  e  tangenti 
a  e  in  un  punto  assegnato  C\ 
0  quella  delle  coniche  tangenti 
ad  a  ,  e  in  due  dati  loro  punti 

A,  a 
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Sicché  rultimo  fascio  è  pure  una  schiera,  e  potrebbe  perciò 
chiamarsi  un  fascio-schiera  di  coniche  bitangenti  con  contatto 
reale. 


Nel  n.o  226^  a),  a  sinistra, 
abbiamo  supposto  che  i  punti 
ABC  coincidano  in  un  punto  G, 
ed  abbiamo  avuto  il  fascio  delle 
coniche  osculatrìci,  con  con- 
tatto tripunto  nel  punto  G  della 
loro  tangente  comune  </, 


I  Nel  n.o  226,  a),  a  dritta,  ab- 
biamo supposto  che  le  rette  abc 
coincidano  in  una  retta  g^  ed 
abbiamo  avuto  la  schiera  delle 
coniche  osculatrìci,  con  con- 
tatto tripunto  nel  punto  G  della 
loro  tangente  comune  g. 


In  fine,  nel  n.o  226,  b)  abbiamo  supposto  che  ABCD  coinci- 
dano in  un  punto  G  (o  che  àbcd  coincidano  in  una  retta  g)^ 
e  si  è  ottenuto  il  fascio  (o  la  schiera)  delle  coniche  oscula- 
trìci, con  contatto  quadripunto  nel  punto  G  della  loro  tangente 
comune  g\  abbiamo  avuto  cosi  un  sistema  di  coniche,  che  po- 
tremo denominare  pure  fascio-schiera. 

e)  Volendo  ora  considerare  i  punti-base  immaginariì,  o  le 
rette-base  immaginarie,  osserveremo  innanzi  tutto,  che  uno  di 
tali  fasci,  0  schiere,  si  ha  nel  sistema  delle  coniche  bitangenti 
con  contatto  immaginario  (225,  a),  che  hanno  una  comune  in- 
voluzione ellittica  (g)  —  o  {G)  —  di  punti  reciproci  —  o  di  rette 
reciproche  —  ,  ed  uno  stesso  punto  G  non  appartenente  a  <7  — 
o  una  stessa  retta  g  non  appartenente  a  (?  —  per  polo  ùì  g  — 
o  j)er  polare  di  G  —  :  sistema,  che  potremo  anche  denominare 
fa  scio-schiera. 


d)  Inoltre,  indicando  con 
{u)  ,  (%)  due  date  involuzioni 
di  punti  del  piano  o,  i  cui  so- 
stegni u ,  u^  sieno  distinti,  e 
tali  che  uu^^  non  sia  un  punto 
doppio  di  (w)  ,  (wj,  rappresen- 
toremo  con  [{u)  ,  (wj]  il  fascio 
delle  coniche,  che  hanno  (m), 
(u^)  per  comuni  involuzioni  di 
punti    reciproci  —  ossia  ,    che 


Inoltre,  indicando  con  (?7), 
(Ui)  due  date  involuzioni  di 
raggi  del  piano  e,  i  cui  sostegni 
Z7,  C/i  sieno  distinti,  e  tali  che 
UU^  non  sia  un  raggio  doppio 
di  (U)  j  (U^),  rappresenteremo 
con  [{U}j  (Ui)]  la  schiera  delle 
coniche,  che  hanno  {U)  ,  (t/i) 
per  comuni  involuzioni  di  raggi 
reciproci  —  ossia  ,    che    hanno 
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hanno  comuni  le  due  coppie  di 
punti ,  reali  o  immaginarie  , 
rappresentate  dalle  involuzioni 
(tu)  ,  (Uj)  ,  —  essondo  ciascuna 
conica  C3  del  fascio  individuata 
[eserc.  24  a  pag.  593]  dal  polo 
di  u  0  di  Wp  eccetto  quando 
(m)  ,  (mj)  sono  amendue  para- 
boliche, nel  qual  caso  C3  è  in- 
dividuata da  un  altro  suo  punto, 
non  situato  in  w  o  u^. 


comuni  le  due  coppie  di  tan- 
genti ,  reali  o  immaginarie , 
rappresentate  dalle  involuzioni 
(6^)  ,  {Uj) — ,  essendo  ciascuna 
conica  C3  della  schiera  indivi- 
duata dalla  polare  di  Uoéì  T,: 
eccetto  quando  (f7) ,  (L',)  sono 
amendae  paraboliche,  nel  qual 
caso  C3  è  individuata  da  un'al- 
tra tangente,  che  non  passi  per 


e)  Si  noti  però  che  il  fascio  [{u) ,  («i)] — o  la  schiera  [((7), 
(U^)]  —  rappresenta  tutti  i  possibili  fasci  —  o  tutte  le  possibili 
schiere — di  coniche,  eccetto  il  fascio  —  o  la  schiera — delle  co- 
niche osculatrici  con  contatto  tripunto,  il  fascio-schiera  delle 
coniche  osculatrici  con  contatto  quadripunto,  e  quello  conside- 
rato in  e)  ;  e  che  w  ,  w^  —  o  U  j  U^  —  rappresentano  tAnto  una 
conica  degenere  del  fascio — o  della  schiera — ,  quanto  duo  assi 
associati  di  sintosi— o  due  umbilichì  associati  —  rispetto  a  due 
coniche  qualunque  del  fascio  —  o  della  schiera — . 

f)  Date,  in  un  plano  e,  due  involuzioni  di  punti  (u)  =  i, 
(Ui)^Ji  {non  paraboliche^  né  sovrapposte,  e  che  non  abbiano  in 
uUj  un  punto  doppio),  ed  indicando  con  G' ,  G\  i  coniugati 
del  punto  uUj  ^  G  in  J  ,  Ji ,  e  con  g  la  retta  G'G'^  : 

1.0  proiettando  da  due  punti  L  ,  U,  coniugati  in  J,  la  Ij— 
ossia  tutte  le  coppie  di  punti  coniugati  in  \  —  sulla  retta  jr, 
si  ottiene  una  terza  involuzione  (g)  =  J^,  nella  quale  sono  con- 
iugati i  punti  G'  ,  G\  : 

2.0  la  stessa  involuzione  \^  si  ottiene,  proiettando  sopra  s: 
la  Jj  da  due  punti  qualunque  coniugati  in  J,  o  la  I  da  dvt 
punti  qualunque  coniugati  in  J^  : 

3.0  ciascuna  delle  prime  due,  tra  le  involuzioni  J,  Jj.  ij? 
si  ottiene  dalle  rimanenti,  come  la  J^  è  stata  dedotta  dalle  I ,  Jj  : 
e  perciò  diremo,  che  1  ,  1^  ,  J2  costituiscono  una  terna  di  invt- 
luzioni  associate  : 

4.0  tre  coppie  reali  di  punti  coniugati  (distinti  0  coinci- 
denti), assunte  arbitrariamente  nelle  tre   involuzioni  associate 
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*  >  ^1  >  ^2  j  '^''^^  -P^^  cìcLscuna  di  esse,  giacciono  in    una   conica j 
che  sarà  degenere,  quando  tre  punti,  appartenenti  alle  tre  cop- 
pie ^  sono  allineati  : 

5-<>  le  tre  involuzioni  associate  sono  iperboliche,  o  una  è 
iperbolica  e  le  altre  dice  sono  ellittiche  ;  e  nel  primo  caso  le 
coppie  di  elementi  doppi  di  i  ,  Ji  ,  J2  sono  le  tre  coppie  di  ver- 
tici opposti  di  un  quadrilatero  completo,  che  ha  uu^g  per  tri- 
latero diagonale  : 

6.0  la  coppia  UUi  dei  poli  di  u  ,  u^ ,  rispetto  ad  una  co- 
nica  qualunque  C3  del  fascio  [(u) ,  (u^)],  è  una  coppia  di  punti 
coniugati  in  Jg  5  e  quindi  J^  ^  |UUi  ,  Gr'G'i!  è  armonica  alla  in- 
voluzione J'g^lUG',  UiG'j'?  Id  quale  rappresenta  la  coppia  di 
punti  g«c3. 

Il  teorema  duale,  nel  piano,  si  lascia  allo  studioso. 

Proiettando  da  L  ,  IJ  le  coppie  N^N\  ,  P^P\y,.  di  punti  con- 
iugati in  J^ ,  si  hanno  due  fasci  proiettivi  (L)  ,  (L'),  che  deter- 
minano in  g  due  punteggiate  proiettive  ;  e  queste  costituiscono 
un'involuzione  Jg,  nella  quale  sono  coniugati  i  punti  G' ,  G\  , 
perchè  le  coppie  LG  e  L'G\  ,  LG\  e  JJG  di  raggi  corrispon- 
denti in  (L)  ,  {L')  danno  le  coppie  G^  e  G\  ,  G\  e  G'  di  punti 
corrispondenti  nelle  punteggiate  proiettive. 

È  quindi  poi  evidente  che,  proiettando  J^  da  L  ,  Z/'  sopra  Uj, 
si  avrà  la  )^. 

Inoltre,  proiettando  sopra  g  (o  n^)  la  )  da  due  punti  qualun- 
que ^i  ,  N\  coniugati  in  J^  (0  da  due  punti  qualunque  coniu- 
gati in  J^),  si  ha  in  conseguenza  pure  un'involuzione;  e  que- 
sta coincide  con  Jg  (0  con  ì^),  perchè,  p.  e.,  la  proiezione  so- 
pra g  ha  comune  con  U ,  oltre  la  coppia  G*G\  ,  anche  le  cop- 
pie date  dalle  coppie  N^L  e  N\IJ  ,  N^T/  e  N\L  di  raggi  cor- 
rispondenti nei  fasci  proiettivi  {N{)  ,  {N\). 

È  evidente  ora  che,  proiettando  da  due  punti  arbitrarli  con- 
iugati in  J  la  J|  sopra  g  (o  la  1^  sopra  u^),  si  ha  la  J^  (0  la  Ij). 

Assunte  poi  ordinatamente  in  J  ,  J^  ,  J^  le  tre  coppie  qualun- 
que LL' ,  N^N\  ,  Q2Q^2  ^^  elementi  coniugati,  se,  p.  e.,  i  punti 
LNiQ2  sono  allineati,  la  costruzione  stessa  di  J^  mostra  che 
saranno  allineati  anche  i  punti  VN\Q\.  In  contrario,  essendo 
pure  1  punti  LN^^^g  —  R^  ?  ^^^t'ff^^'2  coniugati  in  ì^y  si  ha 
L(G'Q2Q'2/?J)AiV^/6^^Q2'Q2/^'2),ossiaL(fyQ2Q'g2V^\)AA^,(xV',Q'2Q2^ 
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A  A^,(L'Q2Q'2^'i)i  ®  perciò  i  sei  punti  LL'A^jA^'^Q^Q'j  giacciono 
in  una  conica  (^). 

Se  dunque  L' ,  N\  y  Q'^  sono  punti  di  una  retta  r'  di  e  ,  i 
loro  coniugati  L  ,  N^y  Q^  in  1 ,  J,  ,  Jg  giaceranno  in  un'  altra 
retta  r:  e  quindi  evidentemente,  o  le  coppie  LL'y  A^fA^i',  QìQ'ì 
non  separano  rispettivamente  le  coppie  GG' ,  GG^' ,  G'G\y  o 
una  sola,  p.  e.  LL\  delle  prime  tre  coppie  non  separa  la  cor- 
rispondente 6r6r'  delle  seconde  tre  coppie.  In  conseguenza  le 
involuzioni  J  ,  J,  ,  Jg  sono  tutte  e  tre  iperboliche,  o  due  sodu 
ellittiche  e  la  terza  ò  iperbolica. 

Ora,  se  i ,  J, ,  i^  hanno  reali  le  tre  coppie  EF  ,  E^F^  ,  E^F^ 
dei  loro  elementi  doppi ,  proiettando  da  E  la  J,  sopra  g ,  i 
punti  E^ ,  jP,  si  proiettano  in  E^  ,  jPg;  e  prendendo  invece  F  per 
centro  di  proiezione,  debbono  quindi  i  punti  JE,  ,  F^  proiettarsi 
in  F^  ,  E^.  Dunque  EF ,  E^F^ ,  E^F^  sono  tre  coppie  di  vertici 
opposti  di  un  quadrilatero  completo,  che  ha  uu^g  per  trilatero 

diagonale. 

In  fine,  se  CT"  è  il  polo  di  il  rispetto  ad  una  conica  qualunque 
C3  del  fascio  [{u)  ,  (i^,)] ,  e  se  ^  ,  -4'  sono  due  punti  coniugati 
in  (w),  sarà,  rispetto  a  C3  ,  -A'  il  polo  della  retta  UA^  e  perciò 
reciproco  del  punto  UA^u^^A^,  In  conseguenza,  se  A\  è  il  con- 
iugato di  A^  in  C3,  si  avrà,  rispetto  a  c3,  in  A^A\  la  polare  di 
A^y  ed  in  A^A\*g^U^  il  polo  di  ?«,.  Sicché  la  costruzione  stessa, 
con  la  quale  si  è  dedotto  Z7,  da  Z7,  mostra  che  UU^  h  una  cop- 
pia di  punti  coniugati  in  \^  (^). 

Q)  Del  resto,  poiché  i  lati  opposti  del  quadrangolo  LL'JV,y\ 
determinano  evidentemente  in  g  la  involuzione  Jg,  nella  quale  sono 
coniugati  i  punti  Qg  ì  Q^ì  è  chiaro  che  la  conica,  individuata  dai 
cinque  punti  LL'N^N'^Q^y  deve  passare  per  Q'g. 

(*)  Date,  in  un  piano  e,  due  involuzioni  ellittiche  di  punti  («),  [»i\ 
e  posto  uu^  ^  Gf  se  si  determina  1'  involuzione  J- ,  associata  a^i 
(m),(wi),  questa  sarà  iperbolica.  E  poiché  da  ciascuno  dei  punti  doppi 
-E  ,  i'''  di  J^  si  proiettano  V  una  nell'altra  le  involuzioni  (m)  ,  {«ijj 
si  ottiene  cosi  un  quadrangolo  immaginario  [cfr.  nota  (*)  a  pag.  672], 
che  ha  in  uu^  una  coppia  (reale)  di  lati  opposti,  ed  in  EFG  il 
suo  V  diagonale,  mentre  le  altre  due  coppie  (immaginarie)  di  lati 


231.  a)  Se  un  punto  P  ha  la  stessa  polare  p  rispetto  a  tutte 
le  coniche  di  un  fascio,  o  di  una  schiera,  diremo  che  P  è  un 
polo  assoluto^  la  cui  polare  assoluta  èjt?. 

Chiameremo  poi  reciproci  assoluti  due  elementi  omonimi 
(punti  o  rette) ,  se  sono  reciproci  rispetto  a  tutte  queste  coni- 
che, e  V  autoreciproco  assoluto  un  v  autoreciproco  in  ciascuna 
di  esse. 


h)  Dati,  in  un  piano  e,  un 
fascio  di  coniche  ed  una  retta 
r ,  le  coppie  di  punti  {reali  o 
immaginarie) ,  che  r  determi- 
na nelle  coniche  del  fascio, 
sono  coppie  di  punti  coniugati 
in  una  stessa  involuzione  J^ 
[che  diremo  involuzione  (r)  del 
fascio],  includendo  tra  le  sud- 
dette coniche  anche  quelle  de- 
generi rappresentabili  mediante 
un'involuzione  di  raggi. 


Dati,  in  un  piano  o,  un  pun- 
to R  ed  una  schiera  di  coniche, 
le  coppie  di  tangenti  [reali  o 
immaginarie) ,  condotte  da  R 
alle  coniche  della  schiera,  sono 
coppie  di  raggi  coniugati  in 
una  stessa  involuzione  Jr  [che 
diremo  involuzione  (R)  della 
schiera],  includendo  tra  le  sud- 
dette coniche  anche  quelle  de- 
generi rappresentabili  median- 
te una  involuzione  di  punti. 


Il  teorema  a  sinistra^  dovuto  a  Sturm,  è  stato  già  dimostrato 
[cf  r.  n.o  95 ,  e  n.o  226 ,  a) ,  b)],  quando  i  punti-base  sono  reali, 
sieno  poi  essi  distinti,  sieno  coincidenti  tutti  o  in  parte. 

Pel  fascio-schiera,  considerato  nel  n.o  230,  e),  indicando  con 
L^  il  coniugato  del  punto  rg^L  in  (</),  e  posto  GL^=eI,  rl^lJ, 
sarà  L  il  polo  assoluto  di  l,  e  perciò  reciproco  assoluto  di  IJ. 
In  conseguenza  L  ,  L'  sono  i  punti  doppi  di  un'involuzione  J^, 
rispetto  alla  quale  sono  coppie  di  punti  coniugati  le  coppie  di 
punti,  secondo  cui  r  sega  le  coniche  non  degeneri  del  fascio- 
schiera  e  la  conica  degenere  rappresentata  dall'  involuzione 
che  proietta  (g)  da  G,  E  poiché  la  conica  degenerata  nella  retta 
doppia  g  è  segata  da  r  nel  punto  doppio  L  di   J^,    ne    segue 


opposti  sono  rappresentate  dalle  due  involuzioni  di  raggi  E{u)=E(ìi^), 
F{u)=F(u^). 

Analogamente  si  hanno  gli  altri  quadrangoli,  immaginarli  o  reali, 
dei  quali  si  è  fatto  cenno  nella  nota  (^)  a  pag.  672. 

Dualmente  poi  si  ottengono  i  quadrilateri,  immagiaarji  o  reali, 
dei  quali  si  è  fatto  cenno  nella  nota  a  pag.  675. 

Saxnia — Geometria  proiettiva.  86* 
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che  il  teorema  a   sioistra  è   dimostrato   per  tale   fascio-schie- 
ra (^). 

Consideriamo,  in  fine,  (230,  d)  il  fascio  [(w)  ,  (w,)]. 

Posto  (flg.  i43.«.)  uu^=G,ur=P,  u^i^P^  ,  sieno  G\P  i  con- 
iugati di  G,P  in  (tt),  e  Gj/Pj 
fig.  /43.«  .  coniugati  di   6  ,  P^  in  (11)1  ; 

saranno  evidentemente  G  e 
G'G\^g  un  polo  assoluto  e  Ja 

m 

sua    polare.    Inoltre ,   indican- 
do con  U  y  U^  ì  poli  di  «  ,  «1 
relativi  ad  una  conica  arbitra- 
ria t3  del  fascio,  è  noto  (230  f} 
che  ,  al  variare  di  o ,   i  punti 
UyUi  generano  T involuzione  J^. 
associata  alle  (u)  ,  (ti,),  mentre 
r  involuzione  y^\G'U,  G\l\u 
che  rappresenta  i  due  punti  g-z:, 
è  armonica  ad  i^^jG'G'i ,  Ul\: 
ossia  il  teorema  di  Sturm  è  vero 
per  r^g. 
Dì  qui  segue  pure,  che  G  ^  g  ,  ìg  definiscono  l'unico  y  auto- 
reciproco assoluto  dì  questo  fascio;  mentre  è  poi  evidente,  che 
in  qualunque  fascio- schiera  esistono  infiniti  y  autorecìproci  as- 
soluti (*). 


(})  Se  G  y  g  sono  un  polo  assoluto  e  la  sua  polare  in  un  qua- 
lunque fascio  di  coniche ,  il  teorema  di  Sturm  regge  evidente- 
mente per  una  retta  arbitraria  r  dì  G]  perchè  G,rg  sono  punti 
recìproci  assoluti,  e  quindi  coniugati  armonici  rispetto  a  ciascuna 
delle  coppie  di  punti  det-erminate  in  r  dalle  coniche  del  fascio. 

(^)  Il  ragionamento  qui  fatto  suppone  (230,  f)  che,  delle  (u)Xui) 
niuna  sia  parabolica. 

Ora,  se  (u)  è  parabolica  di  punto  doppio  G',  si  vede  direttamente 
che  V  involuzione  parabolica  J^,  di  punto  doppio  G',  è  armonica  » 
quella  che  rappresenta  i  punti  g-ts,  la  quale  è  iperbolica  ed  ha 
G'  per  uno  dei  suoi  punti  doppi.  Inoltre,  G^,  ^ ,  G',  t*  costituiscono 
il  V7  autoreciproco  assoluto  (degenere  di  1.»  specie). 

Se  poi  (ti) ,  (tij)  sono  involuzioni  amendue  paraboliche  di  punti 


i 
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Si  OBservi  ancora  che,  se  (m)  ,  (w^)  sono  amendue  ellittiche, 
Ig  sarà  |230,  f),  6.0]  iperbolica;  ed  indicando  con  E  j  F  ì  suoi 
punti  doppi,  mentre  è  EFG  il  y  autoreciproco  assoluto,  le  in- 
voluzioni ellittiche  di  raggi  E{it)  ^  E(u^)  ,  F(u)  ^  F{ui) ,  e  la 
coppia  di  rette  uu^y  rappresentano  lo  tre  coniche  degeneri  del 
fascio. 

Ritornando  al  fascio  [u)  ,  (u^)\  ed  alla  trasversale  qualunque 
r,  siccome  (ii)  =  \GG',  PI''\  ,{u^)=\  GG\,  I\P\\  sono  due  in- 
voluzioni di  punti  reciproci  assoluti  (fig.  143*.),  le  polari  j^^Pi 
di  P,  Fj,  relativamente  ad  una  conica  arbitraria  C3  del  fascio, 
passano  ordinatamente  per  i  punii  fìssi  P'  ,  P\  ,  mentre  è  g 
la  polare  assoluta  di  G.  Dunque  i  trilateri  uu^r  ,  p^pg  ,  reci 
proci  a  o,  sono  omologici;  e  perciò  i  punti  up^^SfU^p^S^, 
rg^L  giacciono  in  una  retta  «.  Ma,  posto  P'P'i'»=Z/j,pr^P", 
p^r^P"^,  la  r  determina  nel  quadrangolo  completo  SS^PP^^y 
ì  cui  soli  vertici  S,S^  variano  al  variare  di  C3,  le  coppie  in- 
volutorie  LLi ,  PP^ ,  P'P'\  ,  delle  quali  le  due  prime  restano 
fisse;  e  quindi  i  punti  P"  ,  P*\,  variabili  con  C3,  sono  sempre 
coniugati  neir  involuzione  J^^  |  LL^  ,  PP^  1,  la  quale  e  armo- 
nica all'involuzione  J'^^  |  PP'' ,  P^zy  |,  che  rappresenta  i  due 
punti  rcr.  E  poiché  i  punti  r(w  ,  uj  =  P ,  7^i  sono  coniugati 
in  J^  ne  segue  che  il  teorema  di  Sturm  è  cosi  dimostrato  per 
una  trasversale  qualunque  r,  includendo  tra  le  coniche  del  fa- 
scio la  degenere  u^u^  (}). 

Si  osservi  ora  che,  essendo  P" ,  P'\  coniugati  in  J^,  le  retto 
pfptf  ^p  ^  P'^p^ii^p^   generano,   al   variare  di   q  ,  due  fasci 

proiettivi  iP') ,  (P'i);  e  perciò  il  punto  pp^^R  (polo  di  r  ri- 
spetto a  C3)  descrive  una  conica  i^^,  che  passa  per  P' ,  P\  ,  e 
pel  polo  G^  di  r  relativamente  alla    conica  u^u^  (poiché   per 


doppi  C  ,  G\  ,  g  sega  in  G* ,  G\  ciascuna  conica  del  fascio-schie- 
ra, che  ha  infiniti  y  autoreciproci  assoluti,  tra  i  quali  due  dege- 
neri di  2.»  specie,  e  due  degeneri  di  1.*  specie. 

(')  Si  noti  che  il  ragionamento  qui  fatto  regge,  non  solo  quando 
(u)  è  parabolica  di  punto  doppio  G'  (nel  qual  caso  è  P'^G^\  ma 
anche  quando  è  pure  {u^  parabolica  di  punto  doppio  G\^P\* 
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P"^Pj  si  ha  P"isPi,  e  quindi  è  pPi^G).  Inoltre,  poiché 
{P')  y  (P\)  determinano  in  r  V  involuzione  J^  (che  rappresenta 
quindi  i  due  punti  r»^^,  mentre  ciascuna  coppia  di  punti  r-s 
6  coppia  di  punti  reciproci  a  ^^,  la  retta  r  deve  passare  (99,  a) 
pel  polo  di  P'P\  rispetto  a  '^^  e  questo  polo  è  L,  perchè,  essendo 
L  ,  Li  coniugati  in  J^ ,  e  quindi  reciproci  a  ^j'r  i  ^^  polare  del 
punto  L^  della  retta  P*P\,  rispetto  a  tj/^,  passa  per  L,  Sicché 
le  rette  LP'  ,  LP\  sono  le  tangenti  di  <^^  in  P'  ^  P\  \  ed 
L  ,  P'P\g^L'  sono  punti  reciproci  a  (j;^  Ma  tali  sono  pure 
(99,  a)  Cr',  G\j  perchè  P'P\G  è  un  y  iscritto  in  ó^,  e  g  pa:$sa 
pel  polo  L  di  P'P''  rispetto  a  if^.  In  conseguenza  l' involuzione 
\LL'  j  G'G\  I  rappresenta  i  punti  g^'^r-  ^  siccome,  se  L  è  il 
polo  di  u  relativamente  ad  una  conica  cs'  del  fascio,  sarà,  sem- 
pre rispetto  a  C3'  ,  -P'  il  polo  di  LP^r  ,  P,  il  polo  di  P'P,,  e 
quindi  P'P'^-g^L'  il  polo  di  P^G^u^f  così  ne  segue  [n,o  230. 
f),  6.0)]  che  1  LF/  ,  G'G\  \  coincide  con  J^  ;   e   perciò  ^^  ^  ^^^' 

coscritta  al  y  autoreciproco  assoluto    (      J  del  fascio  di  coni- 
che (^). 

In  fine,  se  (u)  ,  (u^)  sono  involuzioni  amendue  ellittiche,  po- 
sto P'E'r  s  N  ,  P\E-r  =  N^ ,  saranno  N  j  N^  cdniugatì  in  J^ 
perchè  E  è  un  punto    di    <{/,..    Segando    quindi   con  la  retta  r 


{})  Se  la  sola  (m)  è  parabolica,  di  punto  doppio  G\  sarà  P'^G\ 

e  si  avrà  un  solo  V  autoreciproco  assoluto  (       1   ,  il  quale  risalta 

degenere  di  l.a  specie  [cfr.  nota  (*)  a  pag.  682].  Inoltre,  la  conica  ^^ 
è  circoscritta  a  questo  v»  poiché  passa  per  G  ,G\  ed  è  tangente 
a  ^  in  G\ 

Ma,  se  anche  (  W|  )  è  parabolica  ,  di  punto  doppio  G\ ,  sarà 
P\'^G\  f  L^^Ly  e  i  fasci  proiettivi  (P'),(P'j)  diverranno  i  fa- 
sci prospettivi  {G')^(G\).  In  conseguenza  risulterà  J,.^  \LL  ,  PPi^ 
ossia  il  teorema  di  Sturm  regge,  includendo  le  coniche  degeneri 
^^  '^h  1  0^  9  '  c^^  c^®  ®r^  S^^  noto.  Indicando  poi  con  h  la  conin- 
gata  armonica  di  LG  rispetto  ad  u ,  i/j  ,  sarà  la  conica  à^'fìi^ 
e  quindi  è  circoscritta  agli  infiniti  y  autoreciproci  assoluti  che 
questo  fascio-schiera  possiede,  mentre  ciascuna  coppia  di  punti 
r-xz  è  separata  armonicamente  da  g  ,  h. 
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rinvoluzione  di  raggi  £f,u)=£Jj  PP' ,  PiP'i  ?  sì  ha  Tinvoluzione 
di  punti  I  PN ,  P^N^  1,  che  è  armonica  ad  J^s'iPPi  ,  ^^J.  Ma 
Io  stesso  si  può  dimostrare  per  V  involuzione  di  raggi  F{u). 
Dunque  il  teorema  di  Sturm  è  vero,  includendo  le  coniche  de- 
generi rappresentate  dalle  involuzioni  E{u)  ,  F\n)  (^\ 


e)  Indicando  con  V^  una 
qualunque  involuzione ,  armo- 
nica    air  involuzione    J^  deter- 


Indicando  con  ì'  una  qua- 
lunque involuzione  ,  armonica 
alt  involuzione  determinata  da 


minata  da  un  fascio  di  coni-  ,  una   schiera   di   coniche  in  un 
che  sopra  una  retta    r ,    esiste  \  punto  R,  esiste  una  conica  della 
una  conica  del   fascio ,    e  una  ;  schiera  ^  ed  una  sola.,  la  quale 
sola,  la  quale  ha   J'^  per  invo- 1  ha  V    per  involuzione  di  raggi 
luzione  di  punti  reciproci  (").   I  reciproci. 

Se  il  fascio  è  \iu)/%i^\  indicando  (fig.  143.^)  con  P"  il  con- 
niugato  di  P  in  J'^,  la  conica  53  del  fascio,  per  la  quale  è  P  il 
polo  di  P^P'^^py  ossia  quella,  che  ha  il  punto  P'P^'^g  per 
polo  di  w ,  è  individuata  [eserc.  24 ,  e),  a  pag.  593J.  La  pola- 
re p^  di  Pj  rispetto  a  o  segherà  r  in  un  punto  P'\  tale  ,  che 
r  involuzione  |PP' ,  PiP'',|  di  punti  reciproci  a  «  sarà  [a)]  ar- 
monica ad  )^^  e  coinciderà  quindi  con  ì'^ ,  con  cui  ha  la  cop- 
pia comune  PP'^.  Dunque  -  è  la  conica  indicata  dalT  enun- 
ciato. 

Se  il  fascio  è  quello  delle  coniche  zi^a^ . . .  ,  che  hanno  un 
contatto  tripunto  in  un  punto  O  della  loro  tangente  comune 
g^  e  passano  per  uno  stesso  punto  Z>,  indicando  con  L'  il  con- 
iugato di  rg^.L  in  )^ ,  sarà  GL'^=:l'  la  polare  di  L  rispetto 
alla  conica  C3  del  fascio ,    la  cui  effettiva  esistenza  si  vuol  di- 

{})  Se  la  sola  (mj)  è  parabolica ,  di  punto  doppio  G\  ^  si  ha 
E^  F^  G\  ,  e  le  coniche  degeneri  del  fascio  sono  u'^'u^  e  G\(u), 
sicché  il  teorema  dì  Sturm  è  vero,  includendo  anche  queste  coni- 
che degeneri. 

(*)  In  altri  termini ,  al  teorema  contonnto  in  6),  a  sinistra,  si 
può  aggiungere  che,  per  ogni  coppia  {reale  a  immaginaria)  dì  punti 
coniugati  in  J^  passa  una  conica ,  reale  o  immaginaria  ,  del 
fascio. 

Analoga  osservazione  pel  teorema  a  dritta. 
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mostrare.  Ora ,  indicando  con  M  il  punto  separato  armonica- 
mente da  D  mediante  h  e  Vy  e  con  My^  il  secondo  pnnto  d'in- 
tersezione di  Q^  con  la  retta  GM ^  sarà  q  la  conica ,  che  cor- 
risponderà a-n^  neir  omologia  definita  dal  centro  (?,  dalUasse 
GZ>,  e  dai  punti  corrispondenti  -flf,  ,  M\  poiché  o  sarà  (225,  i) 
osculatrice  a  Cj  in  (r,  passerà  per  D  j  M,  e  Tinvoluzione  (r)  di 
e  sarà  armonica  ad  1^  ed  avrà  con  V^  la  coppia  comune  LV, 
ossia  coinciderà  con  V^. 

Quando  le  coniche  ©itSjj...  del  fascio  hanno  un  contatto  qua- 
dripunto  in  un  punto  G  della  loro  tangente  comune  g,  la  po- 
lare assoluta  V  di  rg=L  segherà  r  in  un  punto  L'  reciproco 
assoluto  di  L.  In  conseguenza  //,  L'  sono  i  punti  doppi  di  3^, 
e  quindi  coniugati  in  J'/,  e  la  costruzione  della  conica  a  è  già 
data  alla  fine  del  n.*>  227,  e). 

Quando ,  in  fine ,  si  ha  un  fascio-schiera  di  coniche  hitan- 
genti  CiCSj... ,  che  hanno  G  ,  g  per  polo  e  corda  del  contatto , 
costruita  la  polare  assoluta  V  di  rg^Lj  la  quale  segherà  g ,  r 
in  punti  7yj  ,  L'  reciproci  assoluti  di  L ,  sarà  LL'  una  coppLi 
di  J'^.  In  conseguenza,  assunti  in  g  due  altri  punti  recìproci 
assoluti  M ,  ifj ,  la  conica  a  (reale  o  immaginaria)  ,  definita 
[eserc.  24.  a) ,  a  pag.  593]  dal  7  .autoreciproco  GMMy  e  dal- 
l' involuzione  J'^  di  punti  recìproci,  sarà  la  richiesta  conica  del 
fascio  :  poiché  sarà  V  la  polare  di  L  rispetto  a  C3 ,  e  quindi 
r  involuzione  {g)^LLy  ,  MM^  di  C3  è  rinvoluzione  {g)  di  que- 
sto fascio-schiera. 


d)  Le  polari  m^mj...  di  un 
jmnto  M  {non  polo    assoluto) , 


I  poli  MjMg...   di   una  retta 
m    (non   polare    assoluta) ,  ri- 


rispetto  alle  coniche  zs^zz^,,.  di  1  spetto  alle  coniche  di  una  schìe- 


un  fascio y  concorrono  in  uno 
stesso  punto  M'  ;  ossia ,  due 
punti  hireciprocl  sono  reciproci 
assoluti.  {}), 

Di  vero,  i  punti  M ,  m{m^=M'y  bireciproci  rispetto  a  Cj  ,  Cj, 
dividono  armonicamente  le  coppie  di  punti,  secondo  cui  MW—r 


ra ,  giacciono  in  una  stessa 
retta  m  '  ;  ossia  ,  due  rette  bi- 
reciproche  sono  reciproche  as- 
solute. 


(*)  Supponendo  M  airinfinito,  si  ha  che  i  diametri  delle  conicht 
di  un  fasciOj  coniugati  ad  una  data  direzione  8,  concorrono  in  uno 
stesso  punto,  che  è  il  recìproco  assoluto  del  punto  aìjCiniinito  di  s. 
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sega  Cj  ,  Hj  ;  e  quindi  sono  i  punti  doppi  deir  involuzione  (r) 
del  fascio^  individuata  da  queste  due  coppie,  ossia  sono  punti 
recìproci  assoluti. 

e)  Supponendo  in  d) ,  a  dritta ,  clie  m  sia  la  retta  air  in- 
finito del  piano  e  della  schiera,  si  deduce  che ,  il  luogo  dei 
centri  delle  coniche  di  una  schiera  è  una  retta  {reciproca  asso- 
luta della  retta  alV  infinito  del  loro  piano). 


f)  Il  luogo  dei  poli  di  una 
retta  r  (non  polare  assoluta)  , 
rispetto  alle  coniche  ts^ ,  zz^.* . 
di  un  fascio,  è  una  conica  ^^ 
(che  diremo  conica  polare  di 
r  nel  fascio) ,  la  quale  è  pure 
il  luogo  dei  punti  reciproci 
assoluti  dei  punti  di  v  ^  ed  è 
circoscritta  alV  unico  v  d^to- 
reciproco  assoluto  del  fascio. 
Inoltre ,  le  coppie  di  punti 
r-Cj,  r-Wj,...  {reali  o  immagina- 
rle) sono  coppie  di  punti  reci- 
proci a  ^^;  e  ^^  degenera  in 
una  coppia  di  rette  reali,  se  r 
passa  per  un  polo  assoluto. 


V  inviluppo  delle  polari  di 
un  punto  R  {jnon  polo  assoluto), 
rispetto  alle  coniche  Oj  ,  cTj  .  . . 

di  una  schiera ,  è  una  conica 
tj/R  (che  diremo  conica  polare 
di  R  nella  schiera),  la  quale  è 
pure  V  inviluppo  delle  rette  re- 
ciproche assolute  delle  rette  di 
R  ,  cr^  è  iscritta  nelV  unico  v 
autoreciproco  assoluto  della 
schiera  .  Inoltre  ,  le  coppie  di 
tangenti  Rcs^  ,  Rcs^r**  {^*eali  o 
immaginarie  )    sono    coppie   di 

rette  reciproche  a  ^r  ;  e  ^r  de- 

» 

genera  in  una  coppia  di  puliti 
reali,  se  R  appartiene  ad  una 
polare  assoluta. 


In  conseguenza,  se  cb^Oj  .  .  .  costituiscono  un  fascio-schiera  , 
'^^  degenera  sempre  in  una  coppia  di  rette  reali ,  circoscritta 
agli  infiniti  S7  autoreciproci  assoluti  del  fascio-schiera,  e  Òr  de- 
genera sempre  in  iena  coppia  di  punti  realij  iscritta  negli  stes- 
si y. 

Di  vero  indicando ,  rispetto  a  cSj  ,  cTg ,  con  R^  ,  R^  ì  poli  di 
r,  e  con  m,  ,  t??^  le  polari  di  un  punto  variabile  M  di  r  (le 
quali  passeranno  ordinatamente  per  R^^R^),  il  punto  jn^m^^M' 
sarà  Id)]  reciproco  assoluto  di  M  nel  fascio  o^cs^ .  /,  ed  in^ ,  m^ 
genereranno  due  fasci  proiettivi  {R^),(R^\  perchè  proiettivi  alla 
punteggiata  descritta  da  M.  E  poiché  r  non  è  una  polare  as- 
soluta, ed  ora  noi  supponiamo  pure   che   r   non    contenga   un 
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polo  assoluto,  ne  segue  che  i  fasci  (R^)  ,  (R^)  non  saranno  so- 
vrapposti^ nò  prospettivi.  In  conseguenza  M'  genererà  una  co- 
nica ò^  reale  e  non  degenere,  che  passerà  per  R^  ed  R^  (ossìa 
per  i  poli  di  r  rispetto  a  cSj  ,  C3^)  :  e  quindi  ^^ ,  già  definita 
come  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti  di  r,  con- 
terrà i  poli  di  r.  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  fascio  —  fascio 
che  indicheremo  col  simbolo  <l> — ,  perchè  Oj  ,  cSg  ^^^^  ^^^  ^^^" 
che  arbitrario  di  0.  D'altronde,  se  un  punto  N'  è  il  polo  dir 
rispetto  ad  una  conica  C3  di  0,  indicando  con  ?i'  la  polare  di 
N'  rispetto  ad  un'altra  conica  e'  di  *,  sarà  [d)]  N^  reciproco 
assoluto  del  punto  rn^  di  r:  e  se  un  punto  3r  è  reciproco  as- 
soluto di  un  punto  M  di  r,  condotta  per  M'  una  retta  arbi- 
traria s,  che  seghi  r  in  M'',  ed  indicando  con  J',  Vinvoluzione, 
che  ha  M^M^'  per  coppia  di  punti  coniugati  ed  è  armonica  al- 
rìnvoluzione  («)  di  <I>,  in  <I>  esisterà  [e)]  una  conica  cs"  che  pas- 
serà per  i  punti  rappresentati  da  J',  ;  ed  3/'  (che  è  reciproco 
assoluto  di  M)  sarà  pure  reciproco  di  3/"  in  «",  e  quindi  sarà 
il  polo  di  r  rispetto  a  C3  (^).  Dunque,  il  luogo  dei  punti  reci- 
proci assoluti  dei  punti  di  r  è  una  conica  4'r?  reale  e  non  de- 
genere, la  quale  coincide  col  luogo  dei  poli  dì  r  rispetto  a 
tutte  le  coniche  di  «l>. 

Siccome  poi  il  pro/clotto  OjC3j,=Q  ò  un'omografia  piana  non  omo- 
logica, della  quale  indicheremo  con  G,g  due  elementi  uniti  asso- 

ciati;  così,  mentre  il  v  fondamentale  i     j  di  fì  sarà  (224,  e)  biaa- 

toreciproco  rispetto  a  C3i,c3^,  e  quindi  autoreciproco  assoluto  in 
<^,  i  fasci  di  raggi  (R^)y{R^\  che  generano  ^^j  si  corrisponderanno 
in  Q.  In  conseguenza  questi  fasci  avranno  in  R^G,R^G  duera«rgi 
corrispondenti,  e  determineranno  in  g  la  proiettività  caratteri- 
stica ]g\  di  Q  ;  e  quindi  V  involuzione  caratteristica  (g)  di  0 
coinciderà  con  V  involuzione  (g)  di  4^.  Dunque  ^^   sarà  circtv 

scritta  al  y  autoreciproco  assoluto  /      j  ,  sia  questo  reale,  im- 
maginario, 0  degenere. 
Inoltre,  se  e;  è  la  conica  di  <I>,  la  quale  passa  per  un  dato 

(^)  Se  M'  coincide  con  un  polo  assoluto  G  »  M'^G  sarà  eviden- 
temente il  polo  di  r  rispetto  ad  una  conica  degenere  del  fascio, 
cioè  rispetto  a  quella  [229,  a),  l.o]  rappresentata  dalla  coppia  di 
assi  associati  di  sintesi  appartenenti  a  G. 
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punto  N  di  r,  indicando  con  P  il  secondo  punto  comune  a  o 
ed  r ,  e  con  JV'  ,  P'  i  reciproci  assoluti  di  N  ,  F,  saranno 
KTP-N^P'^Q  j  NP*'Nn^^z  Q;  due  altri  punti  reciproci  assolati, 
dei  quali  il  primo  appartiene  ad  r:  sicché  N'P'Q^  saranno  tre 
punti  di  «}/^.  Ma  NN' ,  PP*  sono  tangenti  dì  uìn  N  ^  P  (perchè 
N''  j  P'  sono  reciproci,  rispetto  a  C3,  dei  punti  ^,  P  di  C3);  e 
perciò  NN'-PP*  ^IVy  polo  di  r  rispetto  a  C3,  è  un  quarto  punto 
di  if^  Dunque  r»c3=-^r,  Psono  punti  diagonali  del  quadrangolo 
N'P'Q'R^  iscritto  in  ^'r/  ®  quindi  reciproci  a  «|;^.  E  potendosi 
dir  lo  stesso  per  un'  altra  conica  del  fascio,  che  seghi  r  in 
punti  reali,  ne  segue  (231,  b)  che  ogni  conica  del  fascio  sega 
r  in  punti  (reali  o  immaginarli)  reciproci  a  4^.. 

In  fine^  se  n  è  un  asse  {reale)  di  sintosi  in  0,  e  se  il  polo 
assoluto,  al  quale  appartiene  u  è,  p,  e.,  il  punto  G,  di  relativa 
polare  g  ,  ^^  passerà  pel  punto  P',  coniugato  di  ru^P  nelV in- 
voluzione (u)  del  fascio  <^  (perchè  P'  è  reciproco  assoluto  del 
punto  P  di  u)  ;  e,  posto  rg^L,  sarà  LP'  la  tangente  di  ^^  in 
P'  ;  poiché,  supponendo  che  la  conica  Qj  ,  da  noi  innanzi  con- 
siderata, sia  quella  che  ha  P'  per  polo  di  r,  ossia,  supponendo 
li^^P,  sarà  L  il  polo  di  u  rispetto  a  n^  (perchè  intersezione 
delle  polari  r  ,  ^  di  R^^P\  G),  e  quindi  al  raggio  R^R^^K^P' 
del  fascio  (R^),  che  è  la  polare  di  P  rispetto  a  q^  ,  corrispon- 
derà in  (P,)  =  (P')  il  raggio  EJj^P^Ly  che  è  la  polare  di  P 
rispetto  a  tz^  ;  ossia  P*L  sarà  la  tangente  di  «|;,.  in  P'  (*). 

Noi  abbiamo  supposto  in  tutto  quello  che  precede,  che  r  (sem- 
pre non  polare  assoluta)  non  contenesse  un  polo  assoluto  ;  e  si 
è  avuto  in  ^^  una  conica  reale  e  non  degenere. 

Ma,  se  r  {non  polare  assoluta)  passa  per  un  polo  assoluto 
G,  di  relativa  polare  g,  i  punti  R^  ,  R^  giaceranno  in  g,  ma 
non  coincideranno;  e  per  M^=G  si  avrà  my-^m^=:g.  Dunque  i 
fasci  (Pj)  ,  (Pg)  risulteranno  prospettivi  ;  e  la  conica  i^^  da  essi 
generata  (ossia  il  luogo  del  punto  iM')  degenererà  in  due  rette 
reali  e  distinte,  delle  quali  Vuna  è  g  (congiungente  i  centri  dei 
due  fasci),  e  Valtra  è  [229^  a),  i.o  a  sinistra]  la  retta  r',  coniu- 
gata di  r  nell'involuzione  di  raggi  (G),  che  rappresenta  una 
conica  degenere  del  fascio.  D'altronde,  poiché  r  passa  per  G,  g 


(^)  Si  noti  che  quanto  si  è  sin  qui  detto  fu  già  dimostrato   in 
a)  pel  fascio  [(w) ,  (wi)]. 

Sanhia— Geometria  proiettiva,  87"^ 
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conterrà  i  poli  di  r  rispetto  a  tutte  le  coniche  di  ♦,  escluda  la 
conica  (G),  ma  tutti  i  punti  di  r'  sono  poli  di  r  rispetto  a  (G  : 
e  mentre  r'  è  il  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti  di 
r,  escluso  G,  il  punto  G  di  r  ha  per  reciproci  assoluti  Ititi  i 
punti  di  g.  I7i  fincy  g ,  r'  separano  armonicamente  (nota  {^)  a 
pag.  682]  le  coppie  di  punti  r  •  cSi  ,  r  •  Oj  ,. . . ,  ossia  queste  .sono 
coppie  di  punti  reciproci  rispetto  alla  conica  ^^g"*'r',  /a  quale 

può  dirsi  circoscritta  al  v  autoreciproco  assoluto  fi  (^). 

(^)  Supponendo  r=f7,  si  ha  R^^R^G,  ossia  i  due  fasci  (i?j),  (i?*) 
risultano  sovrapposti,  e  ò^  degenera  in  uila  coppia  di  rette  appar- 
tenente a  G.  Ma,  considerando  le  sole  coniche  non  degeneri  del 
fascio,  il  luogo  dei  poli  di  r^g  si  riduce  airunico  punto  (3^  ;  e  se 
il  V  autoreciproco  assoluto  è  reale,  il  luogo  dei  punti  reciproci 
assoluti  dei  punti  di  r^g  consta  dei  lati  del  v  che  passano  per  G, 

È  bene  pure  notare  che,  per  un  fascio  di  coniche  oscalatrici 
con  contatto  tripunto,  si  ha  il  seguente  teorema,  in  parte  dimo- 
strato nel  testo. 

Se  le  coniche  Oid^*  •  •  dì  un  fascio  hanno  un  contatto  tripunto 
in  un  punto  G  delia  loro  tangente  comune  g,  indicando  con  D 
V altro  unico  loro  punto  comune,  e  posto  GD=g',  rgsL,  se  è  L 
distinto  da  G,  la  conica  polare  ^^  non  è  degenere,  ha  un  contatto 
hipunto  in  G  con  ciascuna  conica  del  fascio,  e  mentre  passa  pei 
punto  L",  separato  armonicamente  dal  punto  g'r^L'  mediante 
G  ,  D,  la  sua  tangente  in  L"  è  LL''  ;  e  perciò,  se  è  L'  =  D  ,  ^^ 
tocca  r  in  D.  Se  r  passa  per  G  ,  d';.  degenera  nella  retta  g  e  neUa 
coniugata  armonica  r'  di  r  rispetto  a  g  ,  g'  ;  e  quindi,  se  è  r=g', 

sarà  ^r^gV- 

Le  coniche  polari  ^f.  ,  ',p^  di  dus  rette  r  ,  r^  hanno  in  G  «« 
contatto  quadripunto,  o  tripunto,  secondo  che  il  punto  rr^,  sttpposto 
distinto  da  G,  appartiene  a  g,  o  pur  no. 

In  fatti,  poiché  è  G  l'unico  polo  ass'^ito,  di  relativa  polare  ^, 
e  g  ,  g^  sono  i  due  soli  assi  associati  di  sintesi,  quando  rg^Lè 
distinto  da  G,  da  ciò  che  fu  dimostrato  nel  testo  risulta  che  i;. 
passa  per  L"  ,  6?,  ed  è  tangente  ad  LT^-,  g.  In  conseguenza,  in- 
dicando con  r"  la  retta  LD,  la  conica  polare  ò^-.  di  r"  sarà  tan- 
gente ad  r"  in  D. 

Inoltre,  se  rr^^  non  è  un  punto  di  g,  le  coniche  polari  ^r  i^n  ^ 
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Ciò,  che  si  è  detto  pel  caso  in  cui  r  contiene  un  polo  as- 
soluto, si  verificherà  sempre,  se  cj^Og...  costituiscono  un  fascio- 
schiera  di  coniche  che  hanno  un  contatto  quadripunto  in  un 
punto  G  della  loro  tangente  comune  ^,  o  di  coniche  bitangenti 
con  g  e  G  per  corda  e  polo  del  contatto  (poiché  rg^L  sarà 
sempre  un  polo  assoluto,  di  relativa  polare  r',  che  sarà  una 
retta  di  G)  ;  mutando  però  le  lettere  G  ,  g ,  r'  ordinatamente 
in  LyT\g  (1). 

g)  Da  f)  risulta  che,  dato  in  un  piano  o  un  fascio  di  co- 
niche [ABOD\  e  posto  B-CD^Gy  ACDB^F,  AD-BC^E, 
se  r  è  una  retta  di  g,  che  non  passa  per  alcuno  dei  punti  EFG^ 
la  conica  polare  6^  di  una  retta  r  sarà  reale  e  non  degenere; 
passerà  per  i  tre  punti  EFG,  g  per  i  6  punti  che^  insieme  con 
?•,  dividono  armonicamente  i  lati  del  quadrangolo  ABCD  (*);  e 
se,  posto,  p.  e.,  ^Z>-r=Q,  BC-r^S,  si  costruiscono  i  gruppi 
armonici  ADQQ' ,  BCSS\  le  tangenti  di  ^^  in  Q',  >S"  passeranno 


che  si  toccano  in  G,  hanno  di  comune  il  solo  punto  (reale)  M^ 
reciproco  assoluto  di  rr^^.  Ma  non  possono  toccarsi  in  M:  poiché 
allora,  indicando  con  m  la  tangente  comune  in  M^  di  ogni  punto 
di  m,  distinto  da  M,  il  reciproco  assoluto  non  apparterrebbe  mai 
ad  r,  0  ad  r^  ;  e  quindi  la  conica  polare  ^^  di  m  avrebbe  in  M 
le  due  tangenti  distinte  r  ,  r^:  assurdo.  Dunque,  quando  rr^  non 
è  un  punto  di  g,  le  coniche  ^j. ,  ^^  avranno  in  G  un  contatto 
tripunto. 

In  conseguenza,  se  rì\  è  un  punto  di  g  (distinto  da  (7),  il  punto 
M  coinciderà  con  G^,  e  d/^  ,  ^,.  avranno  in  G  un  contatto  qua- 
dripunto. 

In  fine,  poiché  ^^'-  ,  cj;^  hanno  in  G  un  contatto  quadripunto , 
mentre  tra  le  coniche  del  fascio  ne  esiste  una,  C3,  che  tocca  r"  in 
Z>,  e  che  quindi,  toccando  ^r»  in  G  ,  B,  ha  con  questa  conica  un 
contatto  bipunto  in  G  ,  ne  segue  [n.o  225,  Z),  6.oJ  che  anche  d/^ 
avrà  un  contatto  bipunto  in  G  con  ciascuna  conica  del  fascio. 

(^)  Se  è  r^g^  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  a  tutte  le  co- 
niche del  fascio-schiera,  esclusa  la  conica  degenere  g'^g,  si  riduce 
al  punto  G  ;  mentre  ciascun  punto  di  r,  essendo  polo  assoluto,  è 
reciproco  assoluto  di  tutti  i  punti  della  corrispondente  polare. 

(^  Di  qui  il  nome  di  conica  dei  9  punti  dato  a  à^. 
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pel  panto  FO^r. — L'enunciato  del  teorema  duale  si  lascia  allo 
studioso. 


h)  I  punti  doppi  dell  in- 
voluzione iperbolica  (r)  di  un 
fascio  di  coniche  {punti  reci- 
proci assoluti  nel  fascio,  e  per- 
ciò punti  comuni  ad  r  ed  alla 
conica  polare  à^)  sono  i  punti 
di  contatto  della  retta  r  con  le 
due  coniche  del  fascio  ad  essa 
tangenti:  e  viceversa. 

i)  Le  polari  p^Pg. . .  di  un 
punto  P  {non  polo  assoluto)^ 
rispetto  alle  coniche  rz^a^..,  di 
un  fascio,  e  quelle  q^q^ ...  di 
un  altro  qualunque  punto  Q 
{non  polo  assoluto),  rispetto  alle 
stesse  coniche,  costituiscono  due 
fasci  proiettivi. 


I  raggi  doppi  deU' involu- 
zione iperbolica  (R)  di  una 
schiera  di  coniche  {rette  reci- 
proche assolute  nella  schiera,  e 
perciò  tangenti  condotte  da  R 
alla  conica  polare  ^n)  sono  le 
tangenti  in  R  alle  due  coniche 
della  schiera,  che  passano  per 
R:  e  viceversa, 

I  poli  PiPg—  di  una  retta  p 
(non  polare  assoluta),  rispetto 
alle  coniche  rz^es^  ...  di  una 
schiera,  e  quelli  QiQs^-  di  un^ al- 
tra qualunque  retta  q  (non  po- 
lare assoluta),  rispetto  alle  stes- 
se coniche ,  costituiscono  due 
punteggiate  proiettive. 


Di  vero,  indicando  con  P' ,  Q'  i  punti  reciproci  assoluti  di 
P  ,  Q,  e  posto  PQsr,  ]e  rette  p^p^.*-  passeranno  per  P\  men- 
tre le  rette  ^ii/a- ..  passeranno  per  Q'.  E  poiché  la  conica  po- 
lare ^^  di  r  contiene  i  punti  P' ,  Q',  e  i  poli  p^q^  ,  p^q^y  ài 
r  rispetto  a  C3j ,  cs^ ,...,  ciò  dimostra  il  teorema  a  sinistra  (*). 

k)  I  due  teoremi  precedenti  mostrano^  che  le  coniche  di 
un  fascio  (o  di  una  schiera)  potrebbero  riferirsi  proiettivamente 
agli  elementi  di  una  forma  fondamentale  di  1.»  specie,  o  alle 
coniche  di  un  altro  fascio,  o  di  un'altra  schiera. 

Cosi,  p.  e.,  lo  coniche  csjcag...  di  un  fascio   [ABCD]  possono 


(*)  Se  la  retta  PQ^r  passa  per  un  polo  assoluto  O,  di  relativa 
polare  g,  indicando  con  r'  il  raggio  coniugato  di  r  nelF  involu- 
zione (G),  che  rappresenta  una  conica  degenere  del  fascio,  sa- 
ranno \f)]  P' ,  Q'  due  punti  di  r\  mentre  i  punti  p^q^  jP^^i**** 
appartorranno  a  // ;  e  quindi  i  fasci  (P')  ,  (Q')  risulteranno  più- 
spettivi. 
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riferirsi  proiettivamente  alle  loro  tangenti  a^o^...  in  uno  A  dei 
punti  base. 

Così  ancora  possono  riferirsi  proiettivamente  tra  loro  le  co- 
niche di  un  fascio  (o  di  una  schiera)  ;  e  quindi  la  teoria  della 
proiettività,  involutoria  o  pur  no,  in  una  forma  fondamentale 
di  1.»  specie  può  essere  estesa  ad  un  fascio  (o  ad  una  schiera) 
di  coniche. 

l)  Datiy  in  un  piano  o,  un  sj  (  «  )  —  feale  e  non  degenere, 

degenere  di  Ifl  specie,  o  immaginario — ed  una  involuzione  qua- 
lunque di  punti  (r),  il  cui  sostegno  r  non  contenga  alcun  ver- 
tice del  V;  ^^  coniche  cs^o^cSj...,  circoscritte  ^^  V  {  o  )  ^     ^    ^^^ 

determinano  sulla  retta  r  coppie,  reali  o  immaginarie,  di  punti 
coniugati  in  (r),  formano  un  fascio  (^). 

Di  vero,  due  ts^  ,  53^  di  tali  coniche  individuano  un  fascio  0, 
il  quale  determina  evidentemente  sulla  retta  r  la  data  involu- 
zione (r)  ;  e  se  Oj  è  una  qualunque  delle  altre  coniche  in  esa- 
me, esiste  [e)]  in  0  una  conica  «'3,  la  quale  passa  per  i  punti 
r-cSg.  Dunque  a'3  coincide  con  Qj,  perchè  ha  con  questa  cinque 

punti  comuni  ;  cioè  i  punti  rag  ed  i  tre  vertici  del  y  (     j  (^). 


(})  Come  d'ordinario  abbiamo  fatto,  anche  senza  dirlo  espres- 
samente, lasceremo  allo  studioso  gli  enanciati  delle  proposizioni 
duali. 

Avvertiamo  ancora  che,  quando  diremo  che  un  y[     j  è   reale 

o  immagiìiarioy  intenderemo  che  esso  può  essere  anche  degenere, 
ma  di  l.a  specie,  a  meno  che  non  si  dica  espressamente  il  con- 
trario: e  che  indicheremo  sempre  con  J^  (o  3^),  sia  la  involuzione 
che  rappresenta  la  coppia  di  lati  (0  vertici)  del  y  appartenente 
ad  A  (0  ad  a),  sia  questa  coppia  di  elementi  del  v* 

(^  Si  osservi  che,  se  quando  r  non  passa  per  alcun  vertice  del 

^  (     )  7  (^)  ®  parabolica,  ed  il  suo  punto  doppio  E  giace  sopra 

un  lato,  p.  e.  a,  le  coniche  in  esame  saranno  tutte  degeneri  ;  e 
ciascuna  costerà  della  retta  a  e  di  un  raggio  del  fascio  {A):  os- 
sia il  fascio  4>  di  tali  coniche  sarà  degenere. 

Si  osservi  pure  che,  quando  r  passa  per  un  vertice,  p.  e.    -4, 
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m)  Se  c3iC32a3...  so^^^o  coniche  osculafrici  con  contatto  tripunio 
in  un  punto  G  deua  loro  tangente  comune  g ,  e  determinano 
sopra  una  retta  r,  non  appartenente  a  G,  unHnvoluzione  qua- 
lunque (r),  queste  coniche  formano  un  fascio. 

Sia  <t>  il  fascio  individuato  da  cs^ ,  csg.  La  conica  c'g  di  <t . 
che  passa  per  i  punti  r  •  03 ,  coinciderà  con  03:  poiché  e, ,  a', 
hanno  con  a^  un  contatto  tri  punto  in  G,  e  per  i  due  punti  r-s, 
non  può  passare  (  227 ,  e  )  che  una  sola  conica  osculatrice  a 
Wi  in  G, 

n)  Dati ,  in  un  piano  0,  un  S7  (  ^j  j  reale  0  immaginario^ 

ed  una  involuzione  qualunque  di  punti  (r) ,  U  cui  sostegno  r 
non  contenga  alcun  vertice  del  y?  ^  '^^^  c^e  mai  due  punti  con- 
iugati di  (r)  apfpartengano  a  due  lati  del  sj ,  è  individuata  la 
conica  C3  {reale  e  non  degenere ,  0  immaginaria) ,   coniugata  a 

(     J — ossia  che  ha  (j  per  v  autórcciproco — e  che  ha  (t)  per 

involuzione  di  punti  reciproci:  e  quindi  (159,  f)^  supponendo 
che  (r)  coincida  con  V  involuzione  ciclica  (  r^  )  di  a ,  è  indi- 
viduato il  circolo  C3i  (reale  e  non  degenere,  0  immaginario),  con- 
iugato aZ  V  (  )  f  ^^  questo  V  non  ha  alcun  vertice  all'  infi- 
nito ,  né  due  lati  J_  tra  loro. 

In  fatti,  se  {     j    è  un  ^r;  EFG  =  efg ,   reale  e  non  degenere, 

V  esercizio  24,  a),  a  pag.  593,  dà  la  costruzione  dell'  unica  ri- 
chiesta conica  C3  (*).  —  Questa  costruzione  stessa  poi  dimostra, 


^^1  V  (     )  >  indicando  con  A'  il  coniugato  di  A  in  (r),  se  A'  non 

giace  in  a,  la  coppia  A  A'  di  (r)  darà  un  fascio  0  di  coniche  (i 
cui  punti-base  sono  A  ,  A\  J^),  tra  le  quali  vi  è  la  degenere  a^r^ 
mentre  ciascun'altra  coppia  di  punti  coniugati  in  (r)  darà  sempre 
la  stessa  conica  degenere  a'^r.  Se  poi  A'  giace  in  a  ,  0  sarà  pure 
un  fascio  degenere  ;  e  ciascuna  sua  conica  costerà  della  retta  a 
e  di  un  raggio  del  fascio  (A), 

(^)  Se  (r)  ha  i  punti  doppi  reali    A  ,  1?,    questi   apparterranno 
alla  conica  (reale)  C3,  e  determiueranno  due  terne    di   altri  ponti 
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die  «7  centro  di  C3,  è  il  punto  H  delie  altezze  del  VEFG.  Inol- 
tre ,  posto  GH  =  g' ,  g'g  :=  G',  sarà  J  ^  |  H» ,  G6'  |  V  involu- 
zione (g')  di  C3|  :  e  quindi ,  essendo  noto  che  II  ò  esterno ,  o 
interno,  al  segmento  finito  OG\  secondo  che  EFG  è  tm  y  ot- 
tusangolo ,  0  acutangolo ,  ne  segue  che  C|  avrà  un  diametro 
reale  nel  segmento  finito  intercetto  tra  i  punti  doppi  di  ì,  o  un 
diametro  ideale  nel  segmento  intsrcetto  tra  i  punti  coniugati  di 
equidistanti  da  H. 

Se   ^^  V  (  0.  )   ^  degenere  di   Ifi   specie ,  e   quindi  è  dato   il 

punto  E  di  g,  che  dev*  essere  polo  di  EG  s  e,  sarà  E  il  punto 
in  cui  la  conica  (reale)  ts  deve  toccare  e.  Inoltre,  costruendo 
il  coniugato  M'  di  rg^M  in  (r),  la  polare  GN*^m  di  M 
segherà  g  in  un  punto  M^  tale,  che  \  EE y  MM^\  sarà  l'involu- 
zione (g)  di  s:  sicché,  conoscendo  le  involuzioni  (r),{g)  di  ts, 
e  il  polo  G  di  g,  V  esercizio  24,  e),  a  pag.  593,  dà  la  costru- 
zione di  C3  (}).  —  Il  cerchio  cs^  (supposto  che  non  sia  g  _L  e  ) 
evidentemente  avrà  per  centro  il  punto  H  delle  altezze  del  y 
(cioè  l'intersezione  della  JL  iw  E  ad  e  con  la  J_  g'  condotta  da 
G  a  g),  ed  HE  per  raggio. 

Se  Ij    è  immaginario ,    e    quindi  è   data  V  involuzione  J^, 

che  rappresenta  i  due  vertici  del  y  situati  in  g ,  costruendo, 
come  nel  caso  precedente,  il  coniugato  M^  di  rg  ^  M  neir  in- 
voluzione (g)  di  c3  ,  sarà  (^)  =  |i^,  ^^^i\i  ^  lo  stesso  esercizio 
24,  e,  a  pag.  593,  farà  costruire  a  (^).  —  Si  ha  poi  che ,  in- 
dicando con  g'  la  J_  condotta  da  G  a  g ,  e  posto   gg'^G' ,   il 


reali  appartenenti  a  a.  Ma,  se  Tuno  A  di  questi  punti  appartie- 
ne ad  un  lato  GEj  allora  il  gruppo  armonico  GEAC  dk  un  punto 
C  di  C3,  e  le  tangenti  in  A  ,  C  saranno  le  rette  FA  ,  FB. 

(^)  Se  (r)  ha  i  punti  doppi  reali  A  ,  jB,  costruiti  i  loro  coniu- 
gati C  ,  D  neiromologia  armonica  [G  ,  g],  la  conica  (reale)  C3  passa 
per  i  5  punti  ABC  DE  ed  è  tangente  ad  e. 

(*)  Se  (r)  ha  i  punti  doppi  reali  Aj  7?,  costruiti  i  loro  coniugati 
C,  D  noir  omologia  armonica  [(7,  ^J,  i  punti  AB  -  CD^LjAD  *  BC^L^ 


—  696  — 

cerchio  cs^  deve  avere  il  suo  centro  H  sulla  retta  g' ,  e  (g^ 
\\g  ,  S'oo  I  per  involuzione  di  punti  reciproci  :  sicché ,  costruen- 
do due  punti  reali  P  ,  P' ,  coniugati  in  (g) ,  si  avrà  in  GPP' 
un  V,  reale  e  non  degenere,  autoreciproco  a  C3i,  il  quale  indi- 
viduerà C3i  ;  e  questa  sarà  reale ,  e  passerà  per  i  punti  doppi 
deir  involuzione  iperbolica  \lg  ,  G'oo  | . 

Da  quanto  si  è  detto  innanzi  siamo  indotti  a  chiamare  punto 

delle  altezze  di  un  v  immaginario  (  «.  )  ì^  centro  li  del  cerchio 

coniugato  a  questo  v« 

In  fine ,  rispetto  al  y  (     j ,  indicando  sempre  con  Jq  e  1^  le 

involuzioni  che  rappresentano  la  coppia  di  lati  e  la  coppia  di 
vert'ci  appartenenti  ordinatamente  a,  O  e  g,  si  osservi  quanto 
segue. 

1.0  Quando  r  passa  per  un  vertice,  p.  e  O,  del  yf     j,se 

il  punto  rg^Q'  è  coniugato  di  Gr  in  (r)^J^,  le  coniche  che 
soddisfano  alle  condizioni  richieste  formano  un  fascio.  In  fatti, 
sia  G\  il  coniugato  di  (?'  in  ^^  »  e  quindi  00\  ^  W  il  coniu- 
gato di  r  in  Ja  .  Indicando  con  J^  V  involuzione  associata  a 
\g  ,  ì^j  che  queste  determinano  (230,  f)  sulla  retta  r' ,  ciascana 
delle  coniche  del  fascio  |)^  ,  J^  |  determinerà  in  g  una  coppia  di 
punti  coniugati  in  J^:  e  perciò  ciascuna  di  queste  coniche,  tra 
le  quali   è   la   degenere  •r'^r'  [229 ,  a) ,  3.o] ,   sarà  coniugata  a 

(     j,  ed  avrà  (r)^^.per  involuzione  di  punti   reciproci. 

Se  poi  O'  non  è  coniugato  di  (?  in  (r),  si  avrà  per  a  la  sola 
conica  degenere  r+r'. 

2.0  Quando  r  non  passa  per  alcun  vertice  del  7  (     J,  ma 


apparterranno  a  ^  e  saranno  reciproci   a   o:    sicché    \LL^  ,  ifJf,j 
sarà  V  involuzione  [g)  di  o. 

E  se  è  B^A  j  sarà  pure  D=  C ;  e  posto  rg^Nf  OA-g^N^, 
sarà  {g)=\MM^  ,  NNj^\,  mentre  la  conica  (reale)  0  toccherà  le  rette 
r  ,  NC  ordinatamente  in  A  ,  C, 
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io  è  armonica  all'  involuzione  che  proietta  (r)  da  O ,  questa 
ultima  involuzione  rappresenterà  la  sola  conica  rs  che  soddisfa 
alle  condizioni  richieste. 

3.0  Se  nel  V  (     j^^fff  è  Z'  J_  «,  il  circolo  richiesto  c^  sarà 

r  involuzione  circolare  di  centro  6r,  alla  quale  è  armonica  Tin- 
voluzione  Jo  ^ef;  e  noi  diremo  pure  che  allora  o^  è  un  cerchio 
di  centro  6r  e  di  raggio  nullo  (^). 

4.0  Se  (?  è  un  punto  all'  infinito,  di  direzione  _L  a  ^,  indi- 
cando con  Vg  un'  involuzione  qualunque  armonica  ad  ìg ,  ogni 
cerchio  a^ ,  che  ha  per  diametro  reale  (o  ideale)  il  segmento 
compreso  tra  i  punti  doppi  di  Vg  (o  tra  i  punti  coniugati  in  Vg 

.  j  ;   e 

tutti  questi  cerchi  n^  formano  un  fascio:  ma,  se  la  direzione 
di  G  non  è  J_  a  (/,  indicando  con  r'  il  raggio  centrale  di  Jq  ,  zs^ 
degenera  nella  retta  r'  e  nella  retta  all'  infinito  del  piano  del 
V-  E  ciò  si  vede,  sia  direttamente,  sia  come  conseguenza  di 
quanto  è  dimostrato  in  l.o. 

o)  Datif  in  un  piano  a,  un  V  (o.  )>  't'eale   o  immaginario  f 

ed  un*  involuzione  qualunque  di  punti  (r) ,  il  cui  sostegno  r 
non  contenga  alcun  vertice  del  V ,  le  coniche  rritSgCSa...,  coniu- 
gate «  (  o.  )  fi  c/ie  determinano  in  r  Vinvoluzione  (r),  formano  un 

fascio ,    che  ^ct  (     J  per  \j  autoreciproco  assoluto. 

Sia  4>  il  fascio  individuato  da  n^ ,  csg,  e  che  avrà  evidente- 
mente i  \  per  V  autoreciproco  assoluto.  La  conica  vz\  di  <I>, 
che  passa  per  i  punti  r-Og,  coinciderà  [n)]  con  xz^  (*). 


(')  In  questo  caso  il  punto  H  delle  altezze  coincide  col  vertice 
G  del  y;  e  l'involuzione  (</')  di  n^  è  parabolica  e  di  punto  dop- 
pio G. 

'    (*)  Se  r  passa  per  uno  dei  vertici,  p.  e.  G^,  del   y  f      J  ,  po- 
sto rg  =  G\  ed  indicando  con  }',.  V  involuzione  armonica   ad   (r) 
individuata  dai  suoi  punti  coniugati  G  ,  G'j  con  r'    il  coniugato 
Sannia.  —  Geometria  proiettiva.  BS'" 
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p)  Date,  ili  un  ^jmno  a,  tre  coniche  (reali  o  immaginarie) 
tscSjCg,  che  abbiamo  una  comune  involuzione  (u)  di  punti  reci- 
proci, gli  assi  di  sintosi  s^  ,  s^  ,  s,  associati  ad  u  ordlnaiam^nU 
nelle  coppie  di  coniche  ac3i ,  acSg ,  cs^ca^,  concorreranno  in  uno 
stesso  punto. 

In  fatti,  posto  8^s^^L\  e  condotta  per  L'  una  trasversale  r, 
che  seghi  u  j  s  in  L  ,  V\  saranno  in  involuzione  [6)],  tanto  le 
tre  coppie  di  punti  hV ,  rzs  ,  r-ts^,  quanto  le  altre  tre  LV , 
r-C3^  r-n^:  e  quindi  le  quattro  coppie  LV  ,  r-c3  ,  r-c3j  ,  r*c3j  ap- 
parterranno ad  una  stessa  involuzione.  Ma  L  ,  7>"  sono  punti  con- 
iugati neirinvoluzione  {r-vs^  ,  r-ng!»  Dunque  deve  essere  L"^L'\ 
ossia  «2  ;  *i  I  *  concorrono  in  Zr' . 

Di  questo  teorema  (che  regge  evidentemente  anche  quando 
è,  p.  e.,  s^u)  è  caso  particolare  quello  del  n.o  225,  Z),  5.»,  a 
sinistra. 

q)  Dal  teorema  p)  si  trae  immediatamente  che ,  dato  in 
un  piano  a  un  fascio  0  di  coniche  a^cs^iz^,.,,  ed  indicando  con 
u  ,  Ui  due  assi  associati  (reali)  di  sintosi  in  4> ,  «6  ss  é  una 
conica  di  a  non  appartenente  al  fascio  ,  ma  che  ha  per  in- 
voluzione di  punti  reciproci  V  involuzione  (u)  di  C> ,  gli  assi 
di  sintosiy  associati  ad  u  nelle  coppie  di  coniche  wcs^  ,  Q^^, 
C3C33 ,  .  .  . ,  concorreranno  in  uno  stesso  punto  di  u  ^j  anche 
quando  è  u  ^  %  (come  può  avvenire ,  se  *  è  un  fascio- 
schiera). 

?•)  Se  in  q)  V  involuzione  (u)  ha  i  punti  doppi  reali  A ,  B 
rdistinti  0  coincidenti),  e  se  C5  degenera  in  due  rette  m,w', 
appartenenti  ordinatamente  ad  A  ,  B ,  indicando  con  M^èP^ , 
M^M\  ,  M.^M'^ , . .  .  le  seconde  coppie  comuni  rispettivamente 
a  C3^m*m'  e  ts^  ,  cSg  ,  Xj  , . . ,  le  punteggiate  (m)^M<^M^My , . , 
(m')  ^  M\M\M\  . .  .  saranno  prospettive.  In  conseguenza ,  se 


di  r  in  Jo,  e  con  J'^-  V  involuzione  associata  di  \g  ,  IV»  si  vedrà— 
come  in  n),  l.o — che  le  coniche  del  fascio  [JV  >  ^V]  sono  leeoni- 
che  coniugate  a  (  j ,  che  passano  per  la  coppia  V^.  dì  punti  con- 
iugati in  (?•)  ;  e  che  questo  fascio  contiene  la  conica  degenere 
r'^r\  Per  ogni  altra  coppia  LV  di  punti  coniugati  in  (r)  non  passa 

che  una  sola  conica  coniugata   a  (      j,  ed  è  la  degenere  r'*^r\ 
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un'  altra  retta  m"  di  A  sega  di  nuovo  nics^aj...  in  M^\M^'^W*^„^ 
sarà  M*\M'\M*\  . . .  l\M\M\òr^  .  ,  .  aM^M^M^  .  .  ,;  e  quindi  le 
rette  M^M*\  ,  M^M"^  ,  M^M"^,...  invilupperanno  una  conica  tan- 
gente ad  m  ed  wi". 

Ma,  se  è  B^A,  questa  conica  risulterà  degenere. 

232.  a)  Dal  n.  231 ,  f)  y  supponendo  r  all'  infinito;  si  ha  il 
seguente  teorema. 

Dato  un  fascio  ^  di  coniche  ain,...,  se  la  retta  àlV  infinito 
r^  del  loro  piano  a  non  è  una  polare  assoluta ,  né  contiene 
un  polo  assoluto,  il  luogo  dei  centri  di  HiCg  .  .  .  {che  coincide 
col  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti  di  r^)  è  una 
conica  d^  ,  reale  e  non  degenere ^  circoscritta  alV  unico  v  au- 
toreciproco  assoluto  ;  e  se  n  è  un  asse  (reale)  di  sintosi , 
appartenente  ad  xai  polo  assoluto  G  di  relativa  polare  g  ,  ^^ 
passa  pel  centro  0  delV  involuzione  (u)  di  <I>,  e  la  sua  tangente 
in  0  è  II  a  g.  Inoltre^  le  coppie  di  punii  ^c«  '^i  /  '«  '^a  >  •  •  • 
sono  coppie  di  punti  reciproci  rispetto  a  if^  ,  mentre  i  punti 
r^*«j/^   sono  reciproci  assoluti, 

b)  Dair  ultima  parte  del  teorema  a),  per  un  fascio  0  di  co- 
niche, che  non  abbia  alcun  polo  assoluto  all'  infinito,  si  trae 
quanto  segue. 

l.o  Se  ^^  è  una  conica  a  centro  [ossia,  se  V  involuzione 
(r^)^J^  di  ^,che  ha  r.^-^'oo  per  punti  doppi  noji  è  parabolica], 
le  coppie  di  diametri  coniugati  di  ^^  sono  \\  alle  coppie  degli 
assintoti  delle  infinite  iperboli ,  sempre  contenute  in  4>  ;  e 
quindi  tra  queste  vi  è  sempre  almeno  un*  iperbole  equilatera. 
2.0  Se  ^^  è  un*  iperbole  di  assintoti  t,t'  [ossia,  se  J^  è  iper- 
bolica], t ,  t'  sono  1 1  a  due  diametri  coniugati  di  ciascuna  co- 
nica  a  centro  di  ^,  ed  agli  assi  delle  due  sole  parabole  che  (b 
allora  contiene  ;  e  in  0  si  trovano ,  oltre  ad  infinite  iperboli , 
anche  infinite  ellissi  {reali  o  immaginarie)*^  essendo  queste  ul- 
time quelle  coniche  del  fascio,  che  passano  per  coppie  imma- 
ginarie di  punti  coniugati  in  J^. 

Viceversa,  se  <I>  contiene  un'  ellisse  {reale  o  immaginaria),  o 
due  parabole,  ^^  è  un*  iperbole, 

3.0  Se  ^poo  ^  ^*'*'  ellisse  [ossia,  se  l^  è  ellittica],  <b  contiene 
solo  infinite  iperboli;  e  viceversa. 
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4.0  Se  «j/go  è  una  parabola  di  asse  v  [ossia,  se  ì^  è  para- 
bolica,  il  che  si  verifica  solo  quando  un  punto  {reale)  di  r^  t 
punto  base  del  fascio\  <fr  contiene  solamente  una  parabola,  di 
asse  II  a  v,  ed  infinite   iperboli,  che  hanno   tutte  un  as^inioto 

Il  «  V. 

Viceversa  ,  se  ^  contiene  un*  iperbole  di  assintoti  t ,  t' ,  ed 
una  parabola  di  asse  \\  ^  t,  ^^^^  è  una  paràbola  di  asse  \\  a  i. 

6.0  Se  if^  è  un*  iperbole  equilatera ,  i  suoi  assintoti  i ,  t' 
sono  II  agli  assi  delle  coniche  a  centro  e  delle  due  parabole 
del  fascio;  e  tra  queste  coniche  a  centro  esiste  un  solo  circolo 
{reale  o  immaginario):  poichò  J^  ha  per  punti  doppi  le  direzioni 
ortogonali  tr^  ,  iV^  ,  e  quindi  i  punti  ciclici  sono  coniugati 
'^^  ^00 9  ^  P^^  ^^^^  passa  (231;  e)  una  conica  del  fascio ,  ossia 
un  cerchio. 

Viceversa,  è  evidente  che ,  se  9  contiene  un  cerchio  [reale 
0  immaginario),  o  due  coniche  a  centro  con  gli  assi  \\ ,  o  due 
parabole  con  gli  assi  ortogonali  ,  ^^  è  un'  iperbole  equila- 
tera, 

6.0  Se  ò^  è  un  circolo  [ossia,  se  J^  è  Vinvoluzione  cic/tca], 
ciascuna  delle  coniche  del  fascio  sarà  un*  iperbole  equilatera  ; 
e  tra  queste  ve  ne  sarà  una  degenere,  o  ve  ne  saranno  tre.  In 
quesV  ultimo  caso  i  punti-base  {reali)  saranno  i  vertici  di  v» 
quadrangolo  ortogonale. 

Viceversa,  se  il  fascio  <ft^  contiene  du^  iperboli  equilatere, 
degeneri  o  pur  no,  ^^  è  un  circolo. 

7.0  Indicando  con  G  ,  g  due  elementi  al  finito  che  si  ap- 
partengono ,  rispetto  al  fascio  <t  delle  coniche  osculatrici  con 
contatto  tripunto  nel  punto  G  della  loro  tangente  comune  g,  «? 
che  hanno  quindi  un  altro  solo  punto  comune  J) ,  se  J)  è  al 
finito ,  la  conica  cp^  è  a  centro ,  ed  ha  un  contatto  bipunto  in 
G  [nota  (^)  a  pag.  690]  co7i  ciascuna  conica  del  fascio,  mentre 
G  e  il  punto  medio  di  GD  sono  i  vertici  di  un  suo  diametro: 
ma  se  D  è  il  punto  alV  infinito  di  tma  retta  g' ,  i^^  sarà  una 
parabola,  che  avrà  V  asse  l|  a  </',  ed  un  contatto  bipunto  con 
ciascuna  conica  di  <^. 

e)  Da  quanto  è  detto  nella  dimostrazione  del  n.*  230 .  P , 
ricorrendo  air  involuzione  J^  del  fascio,  risulta  che: 

Se,  in  un  fascio  4>  di  coniche,  un  sol  polo  assoluto  G^^gid' 
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ce  air  infinito ,  mentre  la  corrispondente  polare  g  è  al  fi- 
nito e  non  passa  per  G^  ,  indicando  con  r'  il  raggio  centrale 
delV  involuzione  di  raggi  (G^)  ,  che  rappresenta  una  para- 
bola degenere  del  fascio,  ^^  sarà  l*  iperbole  degenere  g^r'  :  e 
le  coppie  di  rette  che  separano  armonicamente  g  ,  r* ,  saranno 
|l  aUe  coppie  degli  assintoti  delle  infinite  iperboli  contenute  in 
4>,  tra  le  quali  una  sola  è  equilatera.  Inoltre y  g  ,t*  sono  |l  agli 
assi  delle  due  parabole  esistenti  in  <& ,  mentre,  nelle  infinite 
iperboli  ed  ellissi  del  fascio ,  ^  è  un  comune  diametro  ed  r'  è 
la  direzione  del  suo  coniugato:  e  solo  quando  è  v^±gs  <t  con- 
terrà  un  circolo'^  e  mentre  g  sarà  V  asse  di  una  delle  parabole 
di  *  ed  un  asse  comune  a  tutte  le  altre  coniche  a  centro  di  O, 
r'  sarà  \\  alV  altro  asse  di  queste  coniche  a  centro  ed  alV  asse 
dell'  altra  parabola  che  O  contiene. 

d)  Analogamente  si  ha  quanto  segue. 
1,0  Se  due  punti-base  di  *  coincidono  con  G^  ,  mentre 
gli  altri  due  punti-base,  reali  o  ìmmaginarii,  sono  rappresentati 
dall*  involuzione  (u) ,  la  polare  g  dì  G^  ,  supposta  sempre  al 
finito ,  passerà,  per  G^  ;  sarà  gu^E  V  altro  solo  polo  assoluto 
(al  finito);  e  le  sole  coppie  di  assi  associati  di  sintosi  saranno 
gu  e  quella  rappresentata  dall'  involuzione  G^  (ic)^Q^),  Inol- 
tre, 4>  conterrà  solo  la  parabola  degenere  {G^)y  ed  infinite  i- 
perboli  di  comune  assintoto  g  e  col  secondo  assintoto  |{  ad  u, 
delle  quali  una  ò  la  iperbole  degenere  u^g ,  equilatera  se  è 
u±g. 

2.0  Possono  tre  punti-base  di  *  coincidere  con  G^ ,  men- 
tre il  quarto  punto-base  Z)  è  al  finito:  allora  le  coniche  di  0 
saranno  iperboli,  o  parabole,  osculatrici  con  contatto  tripunto 
in  G^  ,  secondo  che  la  polare  g  di  G^  sarà  al  finito  o  all'in- 
finito. 

3.0  Se  sulla  retta  air  infinito  r^  giacciono  due  punti-base 
di  <I>  reali  e  distinti  o  immaginarii,  mentre  gli  altri  due  ap- 
partengono ad  una  retta  te  al  finito,  il  punto  all'  infinito  G^ 
di  u  sarà  il  polo  assoluto,  al  quale  appartengono  gli  assi  asso- 
ciati di  sintosi  u  ,  r^,  e  la  relativa  polare  g  sarà  il  luogo  dei 
centri  delle  coniche  [in  generalo  omotetiche]  di  <I> ,  esclusa  la 
degenere  W^r^,  Ma,  se  la  involuzione  (u)  coincide  cou.(»«L 
lo  coniche  del  fascio  saranno  concentriche. 


-  *t 


—  702  — 

Così,  se  rinvoluzione  (r^)  di  0  è  Tinvoluzione  ciclica,  le  co- 
niche di  0  saranno  tutte  cerchi,  che  avranno  (228,  b)  lo  stesso 
a5se  radicale  u  (cerchi  coassiali)'^  e  il  luogo  dei  Kiro  centri  sarà 
la  j_  ad  u  nel  punto  centrale  dell'  involuzione  (i/)  del  fascio. 
E  viceversa ,  se  un  fascio  0  contiene  due  cerchi  o  ,  cs' ,  tutte 
le  coniche  di  0  saranno  cerchi;  mentre  i  due  soli  assi  associati 
reali  del  fascio  saranno  la  retta  r^  e  V  asse  radicale  di  C3,c'; 
e  quest^  asso  radicale  coinciderà  con  r^,  se  ao'  saranno  coe- 
centrici. 

4.0  Se  la  retta  air  infinito  r^  è  una  polare  assoluta  del 
fascio  4>,  le  coniche  di  0  saranno  concentriche. 

Ciò  si  verifica,  p.  e.,  nel  fascio  di  coniche  [ABCD] ,  quando 
ABCD  è  un  D. 

5.0  Può  aversi  un  fascio  d'iperboli  equilatere  (o  parabole), 
osculatrici  con  contatto  tripunto  (o  quadripunto)  all'  infinito. 

e)  Se  il  fascio  di  coniche  ha  i  punti-base  ABCD  reali  e 
al  flnitOy  e  se  ninno  dei  punti  AB- CD  ^G,  AC- 'DB=¥,  AD- BC^ 
giace  alV  infinito ,  i^^  è  [a)]  una  conica  a  centro  y  reale  e  non 
degenere,  circoscritta  al  y  EFG,  e  che  passa  per  i  punti  medii 
L  ,  Li  ,  M  ,  Mj  ,  N  ,  Ni  dei  lati  AB  ,  CD  ,  AC  ,  DB  ^  AD  ,  BC  del 
quadrangolo  completo  ABCD  ,  mentre  le  coppie  di  tangenti  a 
i^^  nelle  coppie  di  punti  LLi  ,  MMi  ,  NNj  sono  ordinatamente 
1 1  alle  rette  EF=g  ,  rG=e,  GE=f.  SiccJiè  le  rette  LLi,MMi,NN, 
sono  diametri  di  ^^;  e  perciò  concoi*rono  nel  centro  U  della 
conica  if^  (*);  ma  if^  sarà  iperbole  o  ellisse ,  secondo  che  coi 
quattro  vertici  ABCD  si  può  formare  un  quadrangolo  semplice 
convesso  o  pur  no  (*). 

(^)  Le  coppie  di  rette,  condotte  pel  centro  LZ>^  «3/3/1=  C7  paralle- 
lamente alle  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  completo  ABCD. 
sono  coppie  di  diametri  coniugati  di  ^^. 

(^)  Siccome ,  se  una  retta  a  sega  un'  ellisse  K  in  due  puDti 
reali  e  distinti  A  ,  Bj  il  segmento  finito  AB  è  interno  ac3,  perchè 
dal  punto  all'  infinito  di  a  si  possono  condurre  tangenti  reali  a 
n;  cosi,  se  nel  quadrangolo  ABCD  un  vertice  D  è  interno  al 
V  ABC  ,  non  può  un'  ellisse  circoscritta  al  v  ABC  passare  per 
D:  e  quindi  [6),  2.^]  il  fascio  di  coniche  [ABCD]  non  contiene  che 
iperboli. 

Se  poi  ABCD  è  un  quadrangolo  semplice  convesso,  supposta, 
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f)  Se  ABCD  è  un  quadrangolo  ortogonale,  e  quindi  uno 
qualunque  dei  suoi  vertici,  p.  e.  D,  è  punto  delle  altezze  nel  v 
^/iC  formato  dagli  altri  tre,  i  punti  E,F,G  sono  i  piedi 
delle  altezze  AD^BDyCD  sui  lati  opposti,  mentre  LL^MM^NN^ 
sono  i  punti  mediì  dei  lati  del  7  ABC  e  dei  segmenti  compresi 
tra  il  punto  D  delle  altezze  ed  i  vertici.  Ora,  in  questo  caso 
la  conica  ò^  pel  fascio  [ABCD]  è  [6),  fJo]  un  circolo,  che  passa 
per  i  9  punti  EFGLL^MM^NN^,  e  che  perciò  dìcesi  circolo  dei 
9  punti  del  y  ABC,  Ma,  ogni  iperbole  equilatera,  circoscritta 
al  V  ABCy  passa  pel  punto  D  delle  altezze  del  y.  Dunque,  il  luogo 
dei  centri  delle  iperboli  equilatere,  circoscritte   ad  un    dato    v 

ABC,  è  il  circolo  dei  9  punti  del  y  stesso  (che  è  pure  circolo 
dei  9  punti  di  ciascuno  degli  altri  tre  y  DBC ,  DCA^DAB). 

g)  Il  teorema  precedente,  e  quello  del  n.o  96,  a)  ,  che  ha 
servito  a  dimostrarlo,  possono  generalizzarsi  come  segue: 

Le  iperboli  equilatere  n^  cSg . . . ,  circoscritte  ad  un    dato    y 

I   ,  reale  0  immaginario^  formano  un  fascio  9>  :  e  il  luogo 

dei  loro  centri  P,  un  cerchio  i^^^  circoscritto  al  y  autoreciproco 
assoluto  di  ^j  e  che  passa  per  i  punti  centrali  delle  involuzioni 
che  ^  determina  sopra  ciascun  asse  {reale)  di  sintosi. 

Se  {  „  )è  tin  y  ABC^abc,  reale  e  non  degenere,  i  punti-base 

di  <t  sono  ABC  e  il  punto  D  delle  altezze  del  y  ABC  ;  mentre 
^poa   ^  *'^  circolo  dei  9  punti  del  y  stesso. 

Se  { o  )  ^  ^'^  V  degenere  di  1,<*  specie,  nel  quale  quindi  V al- 
tro solo  vertice  è  un  punto  B  di  a  (ossia ,  se  le  iperboli  equi- 
latere paesano  per  A  e  toccano  in  B  la  retta   a] ,  i  punti-base 


( 


p.  e.,  maggiore  di  due  retti  la  somma  degli  A  ABC,  BCD,  e  po- 
sto AB'CD=G,  Fa  AGD  sarà  minore  dell'  A  ABC  e  del  sup- 
plemento dell'  A  DAB\  e  quindi  anche  minore  degli  A  che  GA 
forma  con  le  ||  ò  ,  ò'  a  BCjAD  condotte  per  (?.  In  conseguenza , 
posto  GA^a  ,  GD^  a\  V  involuzione  |aa'  ,  bb'\  sarà  iperbolica, 
ed  i  suoi  raggi  doppi  saranno  ||  agli  assi  delle  due  parabole  cir- 
coscritte al  quadrangolo  ABCD.  Dunque ,  in  tal  caso  ,  il  fascio 
[ABCD]  conterrà  pure  [b),  2^]  infinite  ellissi. 
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di  ^  sono  A,  il  punto  D   delie  altezze  deZ  v  (     )   ,   e  i  diu. 

punti  riuniti  in  B  sulla  retta  a;  mentre  ^^  è  il  circolo  indi- 
viduato da  B ,  dal  punto  medio  di  AB  ,  e  dall^  proiezione  or- 
togonale A'  di  A  sopra  a. 

^e  (     j    è  immaginario,  ed   è  quindi   data    V  involuzione  J^ 

che  rappresenta  i  due  vertici  (immaginarii)  del  7  situati  iti 
a,  i  punti-base  sono  A ,  J^,  ed  il  punto  D  delle  altezze  del  7 

(^j  —ossia  (231,  n)  il  centro  D  del  cerchio  coniugato  al  yl     )-• 

mentre  ^^  è  il  circolo  individuato  dalla  proiezione  ortogonale 
A'  di  A  sulla  retta  a ,  daZ  punto  medio  di  DA,  6  dal  punto 
centrale  0  <?i  1^  (*). 

(^)  Noi  abbiamo  supposto,  senza  dirlo  espressamente,  che  niui 
vertice  del  v  giaccia  airinfinito. 

Aggiungiamo  ora  che,  «e  un  vertice ,  p.  e.  A,  dcZv  (     )>   **wfe 

0  immaginario,  è  un  punto  alV  infinito^  indicando  sempre  con  J^ 

V  involuzione  che  rappresenta  i  due  vertici  del  v  (reali  e  distinti, 
coincidenti  y  0  immaginarii)  situati  in  a,  con  0  il  centro  di  J^,  e 
con  1  ed  Ij  la  retta  condotta  per  0  nella  direzione  del  punto  al- 

V  infinito  A.  eia  sua  J_  in  0,  t  quattro  punti-hase  del  fascio  4>  déllt 

iperboli  equilatere  circoscritte  ai  V  {  )  ^^''^  ^a  ^d  i  punti  alV infi- 
nito di  1  ,  Ij,  mentre  il  luogo  dei  loro  centri  è  [d),  3.^]  la  coniu- 
gata armonica  aj  di  a  rispetto  ad  1  ,  l^,  quando  si  esclude  la  iper- 
bole equilatera  degenere  a'*'r^,  dove  r^  è  la  retta  all'  infinito  del 
piano  del  y. 

Si  osservi  inoltre,  che  V  ultima  parte  dì  questo  teorema  regge 
pel  fascio  0  di  iperboli,  che  ha  per  punti-base  J^  ed  i  punti  al- 
infinito  di  1,  1|,  anche  quando  non  è  1|J_1.  Sicché  al  teorema  del 
n.o  92  a)  si  può  dare  il  seguente    più    generale    enunciato: 

^e  J^  rappresenta  i  due  punti  (reali  e  distinti,  coincidenti,  0  im- 
maginarii), che  un^  iperbole  C3,  di  assintoti  t  ,  t^,  determina  sopra 
una  retta  a,  conducendo  pel  centro  di  J^  le  !|l  ,  l^  a  t  ,  t^,  la  con- 
iugata armonica  a|  di  a  rispetto  od  1  ,  1^  passa  pel  centro  di  S. 
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In  fatti,  poiché  cSiCg—  determinano  sulla  retta  air  infinito  r^ 
del  loro  piano  e  V  involuzione  ciclica ,  esse  formano  (231 ,  l) 
un  fascio  4>  -,  e  quindi  il  luoojo  dei  loro  centri  è  [6) ,  6^]  un 
circolo  ^J'ao?  Q^^^e  ^  indicato  nella  prima  parte  del  teorema. 

Se  [     )  è  reale  e  non  degenere  (o  degenere  di  1.»   specie) , 

saranno  AD^BC  ,  BD^^CA  ,  CD^AB  (o  AD' a  ,  BD^BA)  le  iper- 
boli equilatere  degeneri  di  <t  ;  e  quindi  restano  dimostrate  la 
seconda  e  la  terza  parte  del  teorema. 

Se  in  fine   (     )   è  immaginario ,  conducendo  per  -4  la  JL   o' 

ad  a,  sarà  a^a'  la  sola  iperbole  equilatera  degenere  di  *:  sic- 
ché sopra  a'  deve  trovarsi  il  quarto  punto-base  2>  del  fascio. 
Sarà  dunque  vera  anche  V  ultima  parte  deirenunciato  teorema, 
quando  sia  dimostrata  la  seguente  proposizione: 

Se  a ,  a'  sono  due  corde  ortogonali  di  un*  iperbole  equilatera 
^ ,  delle  quali  a'  sega  4  nei  punti  reali  A ,  D ,  e  V  altra  a  la 
sega  in  due  punti  immaginarii  rappresentati  dalV  involuzione 
ellittica  J^ ,  V  uno  qualunque  D  dei  punti  A  ,  D    è   centro    del 

cerchio  y^  coniugato  a  quel  y  (     )  ,  che  è  individuato  dall'  altro 

punto  A  e  da  J^. 

Siene  t ,  t^  gli  assintoti  di  cj;,  e  s'indichi  con  0  il  fascio  (231, 

o)  delle  coniche  coniugate  al  y  (     j ,  e  che  determinano  sulla 

retta  all'  infinito  la  involuzione  che  ha  per  punti  doppi  i  punti 
all'  infinito  di  t ,  t^.   Il    luogo  dei  centri  delle   coniche  di    $  è 

(231,  a)  una  conica  «pocj  circoscritta  al  v(    )?  ©  che  passa  peri 

punti  all'  infinito  di  ^ ,  ^i  ;  e  quindi  ^^  coincide  con  «j;.  In  con- 
seguenza [b),  50] ,  tra  le  coniche  di  <ft  esiste  un  circolo^  e  que- 
sto circolo  /,  coniugato  ad  (     )  ,  deve  avere  il  suo  centro  sulla 

iperbole  ^.  Ma  il  suo  diametro  condotto  per  A  è  evidentemente 
a\  Dunque  il  centro  di  /  è  Z>. 

h)  Tutte  le  iperboli  equilatere  cs^cSg'"  1  coniugate  ad  un  dato 
"^ABC^abCf  formano  un  fascio,  i  cui  punti-base  sono  il  centro 
0  del  centro  iscritto  in  ABC,  ed  i  centri  0^0^,0^  dei  cerchi 
ex-iscritti, 

Sannia — Geometria  proiettiva.  89* 
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» 

Di  vero,  è  noto  che  OOjOf^O^  è  un  quadrangolo  ortogonale, 
che  ha  ABC  per  v  diagonale;  e  quindi  ogni  conica  del  fascio 
[00^0^,0^]  è  un'  iperbole  equilatera  coniugata  ad  ABC,  Dunquo 
(231^  o)  il  teorema  è  dimostrato. 

D*  altronde,  se  s*  indichino  con  t^  ,  t\  gli  assintoti  di  unan, 
delle  date  iperboli  equilatere,  e  si  assuma  l'iperbole  equilatera 
C3'i  del  fascio  [OOJ)i,0^j  che  passa  pel  punto  air  infinito  di  /,. 
e  quindi  anche  pel  punto  all'  infinito  di  t\  ,  cs^  e  C3\  avranno 
di  comune  (100,  d)  altri  sei  punti,  e  perciò  coincideranno. 

/)  Si  è  dimostrato  in  h)  che  tutte  le  iperboli  equilatere  con- 
iugate al  V  ABC  formano  il  fascio  [OOa  Of,  0^] ,  il  quale  ha 
ABC  per  v  auto  reciproco  assoluto;  ed  è  noto  [b) ,  6^^]  che  il 
luogo  dei  loro  centri  è  un  circolo  circoscritto  al  v  ABC. 

Dunque  ,  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere ,  con- 
iugate ad  un  dato  y  ABC,  è  il  circolo  circoscritto  al  7 
stesso, 

k)  T  teoremi  contenuti  in  h) ,  t)  possono  generalizzarsi  come 
segue: 

Le  iperboli  equilater^e  coniugate  ad  uìi  dato  ^  {^)  j   *'*^  ^ 

immaginarlo,  formano  un  fascio  <^;  e  il  luogo  t}'»  dei  loro  centri 

è  il  cerchio  circoscritto  ^  (  «.  )  • 

Se  l     \  è  un  ^  EFG^efg,  reale  e  non  degenere,  i  punti-base 

di  0  sono  i  centri  dei  4  cerchi  tangenti  ai  tre  lati  del  7. 
G 


^'  (.") 


è  degenere  di  1,<^  specie,  e  quindi  è  dato  V  altro  solo 

suo  vertice  E,  situato  in  g,  i  punti-base  di  ^  sono  i  centri  dei 
due  cerchi  tangenti  ai  lati  g  ,  EG^e  del  v  («  che  toccano  e  *w 
G) ,  e  il  punto  E ,  contato  due  volte ,  come  centro  di  un  cer- 
chio di  raggio  nullo  tangente  a  g,  e;  mentre  if^  è  il  circolo  eh 
passa  per  G  e  tocca  e  in  E. 

j  è  un  V  immaginario ,  e  quindi  è  data  V  involu2Ìont 

jft  che  rappresenta  i  due  lati  del  y  appartenenti  a  G,  indicando 
con  s  ,  s'  i  raggi  coniìtgati  ortogonali  di  ]q  ,  due  punti-base  A ,  D 
di  0  sono  reali  e  situati  sopra  uno  s  dei  raggi  s  ,  s' ,  gli  altri 
due  sono  immaginarli  e  giacciono  sopra  s';  e  ciascuno  dei  punti 


^r;rT 
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A  ,  D  è  il  punto  delle  altezze  del  v  immaginario ,  individuato 
dalV  altro  punto  e  dalV  involuzione  (s')  di  0  :  mentre  i^^  è  il 
circolo  che  passa  per  G,  pel  punto  medio  di  DA,  e  pél  centro 
dell'  involuzione  (s')  di  O  {}), 

Di  vero ,  il  teorema  del  n.o  231,  o)  mostra   che  le  iperboli  in 

G 


ri 

circoscritto  a  ' 


esame  formano  un  fascio  0,  nel   quale   è   evidentemente  f     j 
il  V  autorecìproco  assoluto;  e  quindi  [6) ,  6.o]  ^^  è    il    circolo 

Ora,   se  (     )  è  il  \jEFG^efgj  per  ciascuno   dei  vertici    del 

V  passano  due  assi  associati  di  sintosi,  i  quali  debbono  essere 
ortogonali  tra  loro  (perchè  rappresentano  un'  iperbole  equila- 
tera degenere  di  <1>) ,  e  debbono  separare  (224  ,  e)  armonica- 
mente i  due  lati  del  sj    che    passano  per   quel    vertice:   ossia 


(')  Quando  un  vertice,  p.  e.  G^  del  v  (      1  giacn  all'  infinito  , 
indicando  con  (y^"^^     1'  involuzione  ciclica  del  piano  e    del    V  ? 

00 

e  con  r'  il  raggio  centrale  di  Jo  (che  passa  pel  ceatro  0  di  J^), 
il  luogo  dei  centri  dell  ^  coniche  coniugate  a  (  ) è  evidentemen- 
te g^  escludendo  la  conica  degenere  r^^r\ 

Inoltre,  indicando  con  6,6'  le  bisettrici  degli  A  formati  g  ,  r\ 
V  involuzione  J'^     armonica  ad  j^    ,  e  che  ha  G  j  r^g  per   punti 

QO  00 

coniugati,  ha  r^ (66')  per  punti  doppi.  In  conseguenza  [nota  (-)   a 

j    ha 

per  punti-base  i  punti  r^fbb')  ,  e  i  punti  doppi  dell'  involuzione 
ì'^'  associata  a  1^  ,  J'^   . 

Se  è  J  =  EFy  costruendo  con  la  diagonale  EF  il  D,  i  cui  lati 
sono  jj  a  66',  gli  altri  due  vertici  saranno  i  punti  doppi  di  J',.» 
Se  è  \^^EEj  sarà  r'=3EG  ,  O^E,  ed  anche  J'^»  avrà  E  per  unico 
punto  doppio.  Se  J^  è  ellittica,  indicando  con  E' ,  F'  ì  suoi  punti 
coniugati  equidistanti  da  O,  nel  □  di  diagonale  E'F\  e  coi  lati 
il  a  66',  gli  altri  due  vertici  saranno  i  punti  coniugati  di  J'^.  equi- 
distanti dal  centro  di  J^*. 
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le  tre  coppie  di  assi  di  sintesi  saranno  le  coppie  di  bisettrici 
degli  A  del  Vì  ©  perciò  le  loro  intersezioni,  che  sono  i  4  punti- 
base  di  $  ;  coincidono  coi  centri  dei  cerchi  tangenti  ai  lati 
del  V  ^^C. 

Se  (  -  )  è  degenere  di  1.»  specie,  il  lato  e  e  la  _l  e'  ad  e  in 

G  formano  la  coppia  di  assi  associati  di  sintesi^  appartenente 
al  polo  assoluto  0\  mentre,  come  nel  caso  precedente,  si  vedrà 
che  r  altra  coppia ,  appartenente  al  polo  assoluto  E ,  è  costi- 
tuita dalle  bisettrici  b  ,b'  degli  a  formati  da  ^ ,  e.  In  couse- 
guenza^  i  4  punti-base  di  *  sono  be' ,  ò'e',  e  due  punti  riuniti 
in  uno  E  sulla  retta  g:  ossia  regge   quanto  si  è  enunciato  pel 

V  (     j  degenere  di  1.»  specie. 

Se  (^  )  è  immaginario,  4>  avrà  una  sola  coppia  reale  [224» 

i),  3.0]  di  assi  associati  di  sintesi,  appartenente  a  G,  nella  coppia 
88^  dei  raggi  coniugati  ortogonali  di  Ja  :  sicché ,  dietro  quanto 
è  stato  dimostrato  alla  fine  di  ^),  una  coppia  reale  AD  di  pun- 
ti-base giacerà  in  una  «  delle  rette  8,8',  e  V  altra  coppia  im- 
maginaria suir  altra  retta  «';  e  quindi  si  ha  V  ultima  parte  del 
teorema. 
In  fine,  può  dimostrarsi  che  A  ,  D  8ono  i  centri  di  due  ctrcìd 

{reali)  Ì8critti  nel  v  immaginario   (      ). 

l)  Date,  in  un  piano  o,  due  parabole  n^ ,  Wg,  i  cui  assi  sk- 
no  _[_  tra  loro,  i  quattro  punti  zz^zz^  ,  reali  o  immaginarii ,  ginc- 
dono  [b)  50]  sopra  un  circolo  {reale  0  immaginario)^  e  viceversa, 

m)  Dati,  in  un  piano  0,  un  circolo  a^  ed  una  conica  e, 
(reali  0  immaginarii) ,  gli  assi  di  Cg  sono  \\  [b) ,  5^]  alle  In- 
settrici  degli  A  formati  da  una  coppia  reale  {sem,pre  esistente] 
di  assi  associati  di  s intosi:  ma,  se  a^  è  una  parabola,  una  di 
queste  bisettrici  sarà  ||  all'  asse  di  53^,  e  V  altra  alla  tangente 
nel  suo  vertice  (perchè  ||  all'  asse  dell'  altra  parabola,  che 
passa  per  i  4  punti  n^-ng)  (*). 


(*)  Caso  particolare  di  questo  teorema  è  quello  ripoi-tato  nella 
nota  a  pag.  661. 
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n)  Data  una  conica  vs^ABCDE,  determinare  le  direzioni 
dei  suoi  assi. 

Si  costruisca  (227  y  a)  il  quarto  punto  P  comune  a  C3  ed  al 
circolo  ABC:  le  bisettrici  degli  A  ,  formati  da  due  lati  oppo- 
sti del  quadrangolo  completo  AB  VP,  saranno  [m)\  le  richieste 
direzioni. 

o)  Se  ad  un  dato  quadrangolo  ABCD  è  circoscrittibile  un 
cerc/iio, /?o««o  AB. CD  =  G,  AC-DB  =  F,  AD. BC  =  E,  le  bi- 
settrici 1 ,  1'  dell'  A  G  saranno  [b\  f>^)\  \\  alle  bisettrici  m  ,  ra' 
dell'  A  Y  y  ed  a  quelle  n  ,  n'  delV  A  E  (perchè  nel  fascio  di 
coniche  [ABCD]  sono  AB^CD  AC^LB  ,  AD^BC  le  tre  iperboli 
equilatere  degeneri  che  esso  contiene,  ed  IV  ,  mm/  ,  n?i'  le  coppie 
dei  rispettivi  assi). 

E  vicevifirsa,  se  1,1'  sono  \\  ad  m  j  m',  al  quadrangolo  ABCD 
è  [6),  6°]  circoscrittibile  un  cerchio, 

p)  Il  teorema  o) ,  e  la  sua  dimostrazione ,  reggono  anche 
quando  i  punti  D  ,  C  si  riuniscono  in  un  punto  C  di  una  retta 
e  ;  ossia  si  ha  che ,  dati  in  un  piano  a  un  v  ABC  ed  una 
retta  e  di  C,  e  posto  AB-c^Q-,  se  il  circolo  ABC  è  tangente  a 
e,  le  bisettrici  1 , 1'  dell'  A  G  saranno  \\  alle  bisettrici  m  ,  m'  del- 
l' V  ABC:  e  viceversa, 

q)  Similmente  si  prova  che ,  «e  A ,  B  sono  due  punti  as- 
segnati nel  piano  e  di  un*  iperbole  equilatera  C3  di  centro  C  , 
conducendo  per  A  ,  B  le  \\  b ,  a  ordinatamente  al  diametri 
coniugati  di  CB  ,  CA,  i  punti  A  ,  B  ,  C  ,  ab^D  giaceranno  in 
tcn  circolo, 

233.  a)  Data  una  retta  r  {non  polare  assoluta)  nel  piano 
G  di  una  schiera  [abcdj  di  coniche  zSiCS^..,,  la  reciproca  asso- 
luta t'  di  r  è  (231;  d)  la  retta  che  j  insieme  con  r,  divide  ar- 
monicamente le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero 
abcd  {})  :  poiché  queste  tre  coppie  di  punti  sono  le  tre  coniche 
degeneri  della  schiera. 

Dunque,  supponendo  che  per  r  si  assumala  retta  airinfinito 


{})  Ciascuna  delle  rette -base  abcd  ha  sé  stessa  per  reciproca  as- 
soluta; e  se  r  passa  per  un  polo  assoluto  G  di  relativa  polare  ^, 
sarà  r^g. 
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r^  di  Gj  si  conchiude  che  il  luogo  dei  centH  delle  coniche  Oi^j... 
della  schiera  [abcd]  è  la  mediana  m  del  quadrilatero  abcd:  ma 
queste  coniche  saranno  concentriche,  se  abcd  è  un  n. 

h)  Se  è  d^Cy  ossia  se  zz{cz^.,.  sono  iscritte  nel  dato  trilatero 
abc^ABC  e  toccano  e  in  un  punto  assegnato  C,  sarà  r'  (o  m)  U 
congiungente  i  poli  di  r  rispetto  ad  ^B  ,  CC  (o  la  congiungente 
i  punti  medii  di  AB ,  CC). 

Se  è  a^b^Cf  ossia  quando  rz^a^...  hanno  un  contatto  tripunto 
in  un  punto  assegnato  A  di  una  tangente  comune  a  e  toccano 
un'  altra  data  retta  d,  posto  ad^A',  sarà  r'  (o  m)  la  congiun- 
gente  i  poli  di  r  rispetto  ad  AA^  e  ad  una  ss,  delle  coniche 
C3,C32...  (o  la  congiungente  il  punto  medio  di  AA^  e  il  centro  di  s,l 
e)  Per  un  fascio-schiera  di  coniche  bitangenti  (anche  con 
contatto  immaginario),  con  g ,  G  per  corda  e  polo  del  contatto, 
0  di  coniche  osculatrici  con  contatto  quadripunto  in  un  punto 
G  della  loro  comune  tangente  </ ,  r'  (o  ?n)  è  la  congiungente  il 
punto  G  al  polo  di  r  rispetto  ad  una  C3,  della  coniche  del  fa- 
scio —schiera  (o  al  centro  di  C3^):  e,  nel  primo  caso,  si  può  as- 
sumere per  n^  la  conica  degenere  rappresentata  dall'  involu- 
zione (g)  del  fascio-schiera. 

Inoltre ,  nel  caso  delle  coniche  bitangenti ,  queste  avranno 
G  per  comune  centro,  se  ^  è  la  retta  air  infinito  di  e  :  ed  a- 
vranno  per  comune  centro  il  punto  centrale  0  deirinvoluzione 
(g)  del  fascio-schiera,  se  (r  è  un  punto  all'infinito  di  e;  poiché, 
mentre  la  retta  OG  ò  sempre  un  diametro  comune  a  qu&Jtc 
coniche,  tale  sarà  pure  g,  quando  G  va  all'  infinito. 

In  fino,  sempre  nel  fascio-schiera  di  coniche  bitangenti ^  e 
neir  ipotesi  di  G  al  finito,  se  le  tangenti  a  ,  e  condotte  per  0 
sono  reali,  ma  1'  una  e  è  jj  a  ^,  le  coniche  di  un  tale  fascio- 
schiera  saranno  iperboli  tangenti  ad  a  nel  punto  agy  e  che  a- 
vranno  per  comune  assintoto  la  retta  e ,  la  quale  sarà  quùidi 
il  luogo  dei  loro  centri. 

d)  Date  in  im  piano  a  due  involuzioni  non  sovrapposta  di 
raggi  (U) ,  (U  J^  delle  quali  una  almeno  sia  ellittica,  ed  indicando 
con  (Uy  V  involuzione  (Ui),  traslata  parallelamente  a  se  stessa 
sino  a  che  U^  coincida  con  U  (^) ,  il  luogo  dei  centri  delle  c^*- 

(^)  In  sostanza,  {U}'  è  la  proiezione  dal  centro  U  della  sezione 
del  fascio  (U^)  mediante  la  retta  r^  di  o. 
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rziche  della  schiera  [(U)  ,  (Uj)]  è  la  seconda  diagonale  m  del  D, 
ohe  ha  UU^  per  prima  diagonale  ed  i  lati  \\  ai  raggi  c,c'  della 
coppia  comune  ad  (U)  ,  (U)'. 

Di  vero ,  indicando  con  g^ ,  g\  i  raggi  coniugati  di  \}\5^^g 
in  (U)  ,  (U^),  e  con  Cj  ,  c\  i  raggi  di  (Uj)  rispettivamente  j|  a 
e  ^  e* ,  posto  g'g\^G  ,  cc\^C  ,  c*c^=C' ,  esiste  una  conica  n 
(reale  o  immaginaria)  della  schiera,  la  quale  ha  C  per  centro: 
poiché  n  sarà  individuata  dai  diametri  coniugati  e  ,  c\  (che , 
insieme  con  la  retta  all'infinito  r^  di  o,  costituiscono  un  v 
antoreciproco),  e  dal  polo  G  dì  g  (polo  assoluto  nella  schiera); 
e  le  coppie  gg* ,  cc^ ,  gg\  ,  c\c^  di  raggi  coniugati^  per  le  prime 
due  in  (C7)  e  per  le  altre  due  in  (0^),  sono  coppie  di  rette  re- 
ciproche a  n.  Ma  il  polo  della  retta  r^,  rispetto  alla  conica 
degenere  C^^^, ,  è  il  punto  medio  M  di  UU^.  Dunque  il  luogo 
dei  centri  è  la  retta  CMQ^ ^m\  ciò  che  dimostra  il  teorema 
enunciato  (*). 

e)  Il  teorema  e)  regge,  anche  quando  Tuna  {XJ^s  delle  due 
involuzioni  date  è  parabolica,  di  raggio  doppio  c^g\y  e  quindi 
r  altra  {JJ)  è  ellittica.  Saranno  allora  e  e  e'  il  raggio  di  (C;')  |i  a 
C|  ed  il  suo  coniugato  in  (U"),  mentre  sarà  e',  il  raggio  di  {XJ^ 
lì  a  e',  G^g*g\^g*c^,  Si  osservi  però  che,  in  questo  caso  [nel 
quale  le  coniche  della  schiera  sono  tangenti  a  c^  in  Uj  ed  hanno 
(U)  per  involuzione  ellittica  di  raggi  recip7*oci]  il  luogo  dei  loro 
centri  è  la  congiungente  il  punto  medio  M  di  UUi  al  centro 
C  delV  involuzione,  che  (U)  determina  sulla  retta  e,. 

/)  Se,  mentre  ninna  delle  (U) ,  (Ui)  è  parabolica,  g'g\  è  un 
punto  Gqo  alf  infinito  [nel  qual  caso  la  dimostrazione  riportata 
in  d)  è  in  difetto] ,  secondo  che  V  involuzione  (UJ  si  può  far 
coincidere  con  (U)  mediante  una  traslazione^  opurnOj  largita 
alV  infinito  t^  di  e  sarà  la  polare  assoluta  del  punto  medio  M 
di  UUi,  o  passerà  pél  solo  polo  assoluto  G^;  e  quindi  nel  primo 
caso  le  coniche  della  schiera  [(U) ,  (U^)]  avranno  il  comune 
centro  M,  mentre  nel  secondo  caso  il  luogo  dei  loro  centri  è  la 
retta  UU,=g. 


(})  Se  G  appartenesse  a  e,  o  a  e',,  si  dimostrerebbe  il  teorema 
allo  stesso  modo,  ricorrendo  però  alla  conica  della  schiera  che 
Ila  C  per  centro. 
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In  fatti,  le  due  involuzioni  (U)  ,  (Uj),  delle  quali  una  almeno 

è  ellittica,  determinano  (230,  f)  V  involuzione  G     ad   esse  as- 
ce 

sociata,  che  è  iperbolica  solo  quando  {U)  ,  (Uj)  sono  [230,  /), 
5.^]  amendue  ellittiche;  e  i  raggi  doppi  e^f  dì  G^,  che  con 
g  formano  un  7  autoreciproco  assoluto  nella  schiera ,  separano 
armonicamente  [cfr.  nota  (*)  a  pag.  680]  i  due  umbilichi  U ,  Uy 
Dunque,  se  si  vuole  che  V  una  f  delle  polari  assolute  e,  f  sia 
la  retta  all'  infinito  r^  di  0 ,  dovendo  ciascuna  delle  6 ,  f  se- 
gare {XJ)  ed  {TJ^  secondo  una  stessa  involuzione  di  puuti  [cfr. 
nota  (*)  a  pag  680],  ne  segue  che,  proiettando  da  TJ^  la  sezione 
di  (C7)  mediante  r^,  deve  aversi  (t/i):  ed  allora  il  polo  assolato 
gt  di  T^  coinciderà  col  punto  medio  M  di  UUy 

Se  quindi  (t/j)  non  può  coincidere  con  {U)  mediante  una 
traslazione,  r^  passerà  pel  solo  polo  assoluto  G^. 

g)  Dunque,  se  {Jj)  ,{U^)  sono  amendue  involuzioni  circolari, 
il  punto  medio  di  UU^  sarà  il  comune  centro  delle  coniche 
della  schiera  (^). 

h)  Se,  essendo  (U^)  parabolica  di  raggio  doppio  e,,  e  quindi 
{U)  ellittica,  il  polo  assoluto  g'c^  di  ^  è  un  punto  all'infinito 
G^j  il  S7  autoreciproco  assoluto  sarà  degenere  di  1.*  specie,  e 
dei  suoi  lati  g  ,  c^  ninno  coinciderà  con  la  retta  all'infinito  r^. 
Dunque  r^^  passerà  pel  solo  polo  assoluto  6r^;  e  perciò  in  que- 
sto caso  sarà  g  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  appartenenti 
alla  schiera  [{U) ,  (U^)]. 

i)  Abbiamo  supposto  sin  qui  che  i  centri  U ,  U^  delle  in- 
voluzioni {U),{U^)  sieno  amendue  al  finito. 

Ora,  se  U  giace  all'  infinito,  il  raggio  centrale  di  {U)  sarà  la 
reciproca  assoluta  della  retta  all'  infinito ,  ossia  sarà  il  luogo 
dei  centri  delle  coniche  della  schiera.  E  se  U  ^  U^  stanno  a- 
mendue  all'infinito,  in  direzioni  diflPerenti,  le  coniche  della  schiera 
avranno  per  centro  comune  il  punto  d' intersezione  dei  raggi 
centrali  di  (V)  ed  (C/J. 

A:)  Si  noti  ancora  che ,  se   le  involuzioni  assegnate  in  rf- 


(*)  Le  coniche  di  questa  particolare  schiera  hanno  [cfr.  nota  a 
pag.  675]  tutte  gli  stessi  fuochi  Z7 ,  tT^,:  e  perciò  si  diranno  omo- 
focali  {J)iconfocali)\  chiamando  poi  unifocali  due,  o  più ,  coniche 
di  un  piano,  se  esse  hanno  un  sol  fuoco  comune. 
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sono  amendue  iperboliche,  si  rientra  nel  caso  del  foscio  [aòcdj; 
ed  allora  è  facile  vedere ,  che  esistono  nel  quadrilatero  ahcd 
due  vertici  opposti  tali ,  che  le  coppie  di  lati  concorrenti  in 
essi  individuano  due  involuzioni  iperboliche  {U)  ^  (U^)  y  alle 
quali  si  applica  la  costruzione  di  m  data  in  d).  Ma  è  evidente 
che,  in  tal  caso ,  è  assai  più  semplice  di  incorrere  a  quanto  è 
detto  in  a). 

l)  Mediante  V  omografia,  il  teorema  d)  dà  il  seguente,  che 
può  pure  direttamente  dimostrarsi. 

DatCy  in  un  piano  a,  due  involuzioni  non  sovrapposte  di  raggi 
(U)  ,  (Ui),  delle  quali  una  almeno  sia  ellittica,  e  data  una  retta  r 
di  G  non  polare  assoluta  nella  schiera  [(U)  ,  (Uj)),  se  e  ,  e' sono 
i  raggi  coniugati  comuni  ad  (U^)  ed  alV  involuzione  (U')  che 
proietta  da  U  la  sezione  prodotta  in  (Ui)  mediante  r  ,  posto 
cr.  Ui~Ci  ,  c'r-Ui^c'i,  la  reciproca  assoluta  di  r  è  la  retta 
cc'i'C'Ci  [cfr.  n.o  231,  d),  a  destra]. 

Tralasciamo  i  casi  particolari  (^);  e  notiamo  solo  che  la  dua- 
lità dà  una  costruzione  novella  [cfr,  n>  231,  d),  a  sinistra]  del 
reciproco  assoluto  di  un  punto  H  rispetto  ad  un  fascio  di  coniche. 
m)  In  una  schiera  di  coniche,  il  cui  unico  v  autoreciproco 

assoluto  (  j  non  è  degenere  di  2.»  specie  [ossia  quando  que- 
ste coniche  non  formano  un  fascio-schiera,  né  sono  osculatrici 
con  contatto  tripunto],  esistono  in  generale  due  iperboli  equi- 
latere I  poiché  i  loro  centri  sono  i  punti  d' intersezione  della 
retta  m,  luogo  dei  centri  delle  coniche  della  schiera,  col  cir- 
colo (232,  k)  circoscritto  *1  V  (  ^  )  1  >  ed  esiste  sempre  una  sola 
parabola  il  cui  asse  è  ||  ad  m  (^). 


(*)  E  evidente  che ,  la  una  qualunque  schiera  di  coniche  ,  che 
ha  in  g  una  polare  assoluta  di  relativo  polo  (?,  ogni  retta  di  (?  è 
reciproca  assoluta  di  g. 

(*)  Quando  le  rette-base  abcd  della  schiera  sono  tutte  reali,  ed 

è  c|ja,ò!|(i,    mentre  evidentemente  V  unica  parabola  della  schiera 

degenera  nella  coppia  di  punti  ac,bd ,   la  schiera  stessa  contiene 

una  sola  iperbole  equilatera,  la  quale  ha  per  assintoti  le  bisettrici 

Sakmia. —  Geometria  proiettiva,  90* 
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Se  poi  OjQ  sono  due  elementi^  che  si  appartengono,  dei  quali 
g  però  è  sempre  al  finito,  nella  schiera  di  coniche  osculatrìci 
con  contatto  tripunto  nel  punto  Q  della  loro  tangente  comune 
d),  non  vi  possono  essere  più  di  due  iperboli  equilatere;  altri- 
menti queste  apparterrebbero  (231,  m)  ad  un  fascio.  Ma  se  ne 
possono  aver  due  :  poiché ,  assunta  un'  iperbole  equilatera  Cj 
tangente  a  ^  in  G^ ,  si  sa  costruire  (227 ,  e)  un'  altra  iperbole 
equilatera  a^,  osculatrice  a  ts^  in  (?  con  contatto  tripunto,  dando 
le  direzioni  ortogonali  degli  assintoti  di  o^.  —  Inoltre ,  questa 
schiera  contiene  una  sola  parabola,  il  cui  asse  è  ||  alla  retta 
w,  congiungente  il  punto  medio  del  segmento  G«cf^  col  centro 
di  una  conica  della  schiera  (^). 

Ma  se  si  ha  un  fascio-schiera  di  coniche  bitangenti,  con  g 
e  O  per  corda  e  polo  del  contatto  (o  di  coniche  osculatrìci 
con  contatto  quadripunto  in  un  punto  O  della  loro  tangente 
comune  g) ,  indicando  con  g^  la  congiungente  il  punto    O  col 


t^t^  degli  A  formati  dalle  diagonali  del  Q  àbcd,  — In  fatti,  posto 
ab^AfCd—A^ ,  ad~B  ,  hc^B\  le  rette  AA^ ,  BB'  saranno  diametri 
coniugati  in  ciascuna  conica  a  centro  della  schiera;  e  condacendo 
ordinatamente  per  AA^BB'  le  rette  ZZ'«im'||  a  t,  si  avrà  in  t  uno 
dei  raggi  doppi  delF  involuzione  jZZ',«iw'|.  In  conseguenza,  la  co- 
nica iscritta  nel  ^  abcd,  che  passa  pel  punto  all'infinito  IV f  h&t 
per  tangente  ;  ossia  è  un'  iperbole  equilatera ,  perchè  i  diametri 
coniugati  AA' ,  BB'  sono  ugualmente  inclinati  all'  assintoto  ^ 

Si  osservi  ancora  che,  quando  tutte  le  coniche  di  una  schiera 
hanno  comuni  due  tangenti  rappresentate  da  una  data  involuzione 
J ,  iperbolica  o  ellittica ,  e  toccano  una  retta  e  in  un  suo  punto 
assegnato  C ,  il  V  autoreciproco  assoluto,  degenere  di  1»  specie, 
ha  per  lati  le  rette  c,ilC,  e  per  vertici  il  punto  C  e  il  coniu- 
gato di  C  nella  sezione  prodotta  da  e  in  ). 

(^)  Del  resto,  poiché  noi  dimostreremo  in  seguito,  che  il  luogo 
dei  centri  delle  iperboli  equilatere,  iscritte  in  un  dato  v  (reale  o 
immaginario) ,  è  il  circolo  coniugato  al  y ,  ne  segue  che  posto 
dg^O'  ed  indicando  con  H  il  punto  d'incontro  della  j.  a  <;  in  ^ 
con  la  _L  condotta  da  (x  a  (2  ,  i  punti  comuni  ad  m  ed  al  cerchio 
di  centro  ZT  e  di  raggio  HO^  saranno  i  centri  delle  iperboli  e- 
quilatere  di  questa   schiera. 
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centro  di  una  conica  del  fascio  schiera,  questo  conterrà  una 
sola  iperbole  equilatera  [233,  e)  e  232,  e)],  i  cui  assintoti  sono 
Il  alle  bisettrici  degli  A  formati  da  g  ,  ^',  ed  una  sola  parabo- 
la, il  cui  asse  è  ||  sl  g\ 

334.  a)  Se  (u)^  ,  (Uj)^Ji ,  (g)^iy  9ono  tre  involuzioni  asso- 
ciate [230,  f)  ,  3.0], 

l.o  V  una,  j7.  e,  J^,  è  l'involuzione  (g)  del  fascio  di  coniche 
[J  ,  i,]  ;  d'  onde  si  ha ,  in  generale  ,  una  particolare  genesi  di 
tutte  le  coniche  reali  di  questo  fascio^  mediante  fasci  proiettivi 
di  raggi'. 

2.0  assunte  due  coppie  arbitarie  di  punti,  reali  o  immagi- 
narie, rappresentate  dalle  involuzioni  V  y  l'i  armoniche  ordina- 
tamente ad  J  ,  Jj,  V  involuzione  determinata  in  g  dal  fascio  di 
coniche  [V  ,  J'J  è  }g\  e  costruita  la  polare  g*  del  punto  uUj^G 
nel  fascio  [J' ,  ^'i]  ;  *  ^^«  fasci  [) ,  JJ  ,  [J'  ,  J'J  determinano  in 
g'  la  stessa  involuzione  di  punti: 

3.0  Indicando  inoltre  con  Vg  un'  involuzione  arbitraria  ar- 
monica ad  igy  le  tre  coppie  di  punti,  reali  o  immaginarie,  rap- 
presentate da  y  j\\  jVg  appartengono  ad  una  stessa  conica,  rea- 
le o  immaginaria  [cfr,  n.o  230,  /),  4,°]. 

Di  vero,  nel  n.o  280,  f)  6.o  si  è  già  dimostrato  che  ìg  è  Tin- 
voluzione  determinata  in  g  dal  fascio  [J ,  J^] .  Ora ,  se  C^ ,  C, 
sono  due  punti  reali  coniugati  in  ìg,  i  fasci  proiettivi,  che  pro- 
iettano da  Cj  ,  C'2  la  J  (e  quindi  anche  la  Jj)  generano  una  co- 
nica vs  del  fascio  stesso:  poiché  essa  passa  per  C^  ,  C'^,  ed  ha 
J ,  Jj  per  involuzione  di  punti  reciproci.— Si  osservi  però  che, 
se  la  ìg  è  ellittica,  essendo  reali  tutte  le  coppie  di  punti  con- 
iugati in  questa  involuzione,  variando  i  centri  di  proiezione  Cg, 
C'j,  si  avranno  tutte  le  coniche  (necessariamente  reali)  del  fa- 
scio :  in  contrario,  si  avranno  solo  quelle  coniche  reali ,  che 
segano  g  in  punti  reali  (*). 
Andiamo  ora  a  dimostrare  le  altre  due  parti  del  teorema. 
Se  ninna  delle  involuzioni  ì' ^  LL' ,  ì\^MiM\  è  ellittica, 
r  involuzione ,  determinata  in  g  dal  fascio  [J' ,  J'^] ,   è   definita 


(*)  La  coppia  dei  punti  ug==G' ,  u^g^G\y  coniugati  in  ìg  ,  dà 
la  conica  degenere  u'^u^. 
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dalle  coppie  di  punti  coniugati  LM^-g  ed  L*M\'g,  LM\'g  ed 
L'M^-g]  e  quindi  coincide  con  J^.  E  da  ciò  segue  (231,  e),  che 
^'  >  ^1  j  *  y  rappresentano  tre  coppie  di  punti  di  una  conica  del 
fascio  stesso,  sia  Vg  ellittica    o  pur  no. 

Se  poi  J' ,  i\  sono  araendue  ellittiche,  ciò  importa  che  J,l,, 
ìg  sono  tre  involuzioni  iperboliche.  Ora,  indicando  con  EF, 
E^F^  ,  ^2^2  ordinatamente  le  coppie  dei  loro  punti  doppi,  che 
sono  [230,  /'),5.o]  le  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrilatero 
completo,  siccome  EF ,  E^F^  sono  involuzioni  armoniche  rispet- 
tivamente ad  J' ,  J'i ,  e  quindi  EF ,  E^F^  sono  coppie  di  punti 
reciproci  assoluti  nel  fascio  [J' ,  i'^] ,  ne  segue  che  tale  sarà 
pure  la  coppia  E^F^,  Ma  E^ ,  F^  sono  (231 ,  k)  punti  reciproci 
assoluti  nel  fascio  [J ,  JJ,  e  definiscono  J^.  Dunque  il  fascio  [J',J\1 
determina  in  g  V  involuzione  J^:  e  perciò  pure  (231,  e)  le  cop- 
pie di  punti ,  rappresentate  da  J' ,  \\  ,  J'^,  appartengono  ad  una 
conica  di  questo  fascio,  quale  che  sia  Vg. 

Sicché,  quali  che  sieno  J' ,  )'i ,  I  p,  le  coppie  di  punti  da  esse 
rappresentate  appartengono  ad  una  stessa  conica  (reale  o  im' 
maginaria):  poiché,  se  J'  è  ellittica,  mentre  ì\  è  iperbolica,  se- 
condo che  \'g  é  iperbolica,  o  ellittica,  nel  ragionamento  fatto, 
si  potrà  partire  dalle  due  involuzioni  J, ,  i^,  o  dalle  due  J ,  J^. 

Osservando,  in  fine,  che  J^J^  sono  armoniche  rispettivamente 
ad  y  yì\y  risulta  evidentemente,  da  quanto  è  stato  innanzi  dì- 
mostrato,  che  i  fasci  [J  ,  Jj]  ,  [J' ,  J'j]  determinano  la  stessa  in- 
voluzione di  punti  sulla  polare  assoluta  g*  di  uu^G  rispetto 
al  secondo  fascio. 

b)  Considerando  le  involuzioni  J'  ,  J'^ ,  e  quella  1'^  che  il 
fascio  [J' ,  Vy\  determina  in  g\  è  noto  [230,  /),  ó.^J  che  ly  sarà 
iperbolica,  o  ellittica,  secondo  che  J' ,  J'i  sono  amenduc  iper- 
boliche ,  0  r  una  iperbolica  e  Y  altra  ellittica.  Ma  J' ,  \\  ,  jy 
rappresentano  [nota  (*)  a  pag.  680]  tre  coppie  di  vertici  op 
posti  di  un  quadrilatero  completo  (reale  o  immaginario),  e  sono 
pure  coppie  di  punti  reciproci  assoluti  del  fascio  [J  ,  Jj].  Dunque: 

Se  due  coppie  di  vertici  (o  lati)  opposti  di  un  quadrilatero 
(o  di  un  quadrangolo)  piano  completo ,  reale  o  immaginario  j 
sono  coppie  di  elementi  reciproci  ad  una  conica — reale  o  imma- 
ginaria— ,  della  stessa  proprietà  godrà  la  terza  coppia]  e,  delle 
tre  coppie,  una  almeno  è  [nota  (*)  a  pag.  680J  reale. 
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In  altri  termini,  due  coppie  (reali  o  immaginarie),  di  elementi 
omanimi  reciproci  in  una  polarità  piana ,  individuano  una 
terza  coppia  di  elementi  omonimi  reciproci, 

e)  Indicando  sempre  con  g  la  polare  assoluta  del  punto 
it^u^^G  nel  fascio  di  coniche  [(w)  ,  {u^\  e  con  C7 ,  [/i  i  polì  di 
u  ,  u^  rispetto  ad  una  a  di  queste  coniche ,  saranno  [230 ,  f) , 
6.0]  U  j  LTj  due  punti  coniugati  nell'involuzione  J^ ,  associata 
alle  involuzioni  (m)=J  ,  (w,)^Ji.  In  conseofuenza,  se  J' ,  ^'1  sono 
due  involuzioni  armoniche  ordinatamente  ad  J  ,J  1,  esso,  insieme 
con   UU^y  costituiscono  due  v  autoreciproci  rispetto  a  o. 

Dunque,  dati  in  una  polarità  piana  U,  due  V  autoreciproci, 
reali  0  immaginarne  esistono  due  coniche  polari  reciproche  ri- 
spetto a  n ,  V  una  circoscritta  ai  due  sj ,  e  V  altra  iscritta  in 
essi, 

d)  Considerando  poi  le  involuzioni  di  raggi,  che  da,  U ,  U^ 
proiettano  J  ,  J^,  esse  rappresentano  le  coppie  di  tangenti,  con- 
dotte da  U ,  Ui  ad  una  conica  del  fascio  [J  ,  JJ.  Dunque: 

Se  U  ,  U,  sono  i  poli  di  u  ,  u^  rispetto  ad  una  conica  a 
(reale  0  immaginaHa) ,  le  coppie  di  tangenti ,  reali  o  immagi- 
narie condotte  rfa  U ,  U^  a  a ,  e  le  rette  u  ,  Uj ,  sono  tangenti 
ad  una  seconda  conica  C3j,  mentre  U  ,  Uj,  e  le  coppie  di  pun- 
ti U'CT^Ui'C-,  giacciono  nella  j^olare  reciproca  C3'  di  C3j  ri- 
spetto a  €5. 

e)  Se  due  V  (  „  )  >  (  u  )  j  reali  o  immaginarli,  sono  iscrit- 
ti in  una  data  conica  reale  a^  (0  sono  circoscritti  ad  una  data 
conica  reale  g\)  ,  essi  sono  autoreciproci  in  una  individuata 
polarità  piana. 

Di  vero,  sia  II  la  polarità  piana,  definita  dal   v  (     )  iscritto 

in  c^i  e  dal  polo  ^  di  6;  e  s'  indichino  con  H^  ,  H^  le  involu- 
zioni di  punti  determinate  da  II  in  a  ,h.  Dietro  l'ipotesi  fatta, 
r  involuzione  (a)  di  cs^  sarà  armonica  a  n^,  ossia  rappresenterà 
una  coppia  (reale  0  immaginaria)  di  punti  coniugati  in  n^  -,  0 
sarà  AB^g  la  polare  di  ab^G  in  TI.  Ma  i  poli  -4  ,  2^  di  a,h  in 
n  sono  [230,  e),  6.0]  coniugati  nel!'  involuzione  \g  (di  sostegno 
g)  associata  a  11^, ,  H^.  Dunque,  poiché  ^^  contiene  due  coppie 
di  punti  coniugati  ordinatamente  in  1^  ^  0^ ,  essa  segherà  h  in 
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una  coppia  di  punti  coniugati  in  FI^;  ossia  1'  involuzione  {b)  di 

Oj  sarà  armonica  a  11^,  e  il  v  (j,  )  >  iscritto  in  s^,  è  perciò 

autoreciproco  in  II:  ciò  che  dimostra  il  teorema  enunciato  per 
due  V  iscritti  in  a^.—La,  dualità  darà  V  altro  teorema. 

f)  Dal  teorema  e)  si  può  poi  immediatamente  conchiudere 
(e)]  che  ,  se  due  y ,  reali  o  immaginarli ,  sono  iscritti  in  una 
conica  reale  n^,  essi  sono  circoscritti  ad  un'  altra  conica  reale 
zs\j  polare  reciproca  di  zs^  in  una  individuata  polarità  piana: 
e  viceversa, 

è)  Segue  ancora  che,  date  in  un  piano  a  una  conica  reale 

^1  (^  ^2)  ^^  ^^'^^  polarità  U,  se  un  \/  l     j  reale  o     immagina- 

riOf  iscritto  in  C3j  (p  circoscritto  a  Oj),  è  autoreciproco  a  II,  ^- 
sistono  infinite  rette  b  (o  infiniti  punti  C)  tali,  che  le  involuzioni 
determinate  da  0^  e  II  in  b  (o  da  ©a  e  11  in  C)  sono  armoniche 
tra  loro:  sicché  V  inviluppo  di  b  (o  il  luogo  di  C)  è  la  conica 
zs\  (0  o'g),  polare  reciproca  di  C3i  (0  di  ts^)  rispetto  alla  pola- 
rità II;  ed  esistono  quindi  anche  infiniti  y,  reali  0  immaginarii, 
iscritti  in  Wj  (o  circoscritti  a  C3j)  ed  autoreciproci  a  II. 

Poiché,  assunto,  p.  e.,  in  a^  un  punto  variabile  B,  e  costruita 
la  polare  6  di  ^  rispetto  a  n,  le  involuzioni  che  a^ ,  n  deter- 
mineranno in  b  j  saranno  armoniche  ;  e  variando  B ,  la  retta 
h  invilupperà  una  conica  g\  ,  polare  reciproca  di  csj  rispet- 
to a  U. 

235.  a)  Date ,  in  un  piano  e ,  un^  involuzione  di  raggi  (U) 
ed  un*  involuzione  di  punti  (u^) ,  non  prospettive  ,  e  tali ,  che 
niuna  sia  parabolica^  e  i  loro  sostegni  non  si  appartengano,  se 
una  almeno  delle  (U)  ,  (u^)  è  ellittica ,  0  se ,  essendo  amendue 
iperboliche  ^  i  raggi  doppi  a ,  b  di  (U)  non  separano  i  punti 
doppi  Mi  ,  Nj  di  (u^) ,  né  uno  dei  punti  M^  ,  N^  giacs  sopra 
una  delle  rette  a ,  b,  V  involuzione  (u,),  e  quella  (vl^)'  secondo 
cui  Uj  seziona  (U)  ,  hanno  una  coppia  comune  PP'  di  punii 
coniugati  distinti:  ed  esiste  allora  un  sistema  f  (U)  ,  (u^)]  di  in- 
finite coniche  {reali  0  immaginarie),  che  hanno  (U) ,  (Uj)  per  co- 
muni involuzioni  di  elementi  reciproci^  e  che  si  dividono  in  duf 
serie,  cioè  nelle  coniche  dfi,l  sistema  [(U),  (Uj)]  che  hanno  P  per 
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polo  di  UP'^p',  ed  in  quelle  che  hanno  P'  per  polo  di  UP^p   (*). 

Indicando  poi  con  r  una  retta  assegnata  in  o,  quando  r  non 
coincide  con  u^,  né  passa  per  U  se  il  punto  ru^^L  non  coin- 
cide con  uno  dei  punti  P  ,  P',  costruendo  i  coniugati  0^  ,  0  di 
L  ordinatamente  in  (Uj)  .  (Ui)' ,  il  luogo  dei  poli  di  r ,  rispetto 
alle  coniche  deU&  1,^  serie,  è  una  conica  i|/|  {ridale  e  non  dege- 
nere) ,  che  passa  per  i  punti  UO^O  ed  ha  rp'  per  polo  della 
corda  UO^  mentre  il  luogo  dei  poli  di  r  rispetto  alle  coniche 
della  2.»  serie  è  un'altra  conica  ^^y  (^^«^^  ^  ^^w  degenere),  la  quale 
passa  pure  per  i  punti  UOjO ,  ma  ha  rp  per  polo  della  cor- 
da UOi  (*), —  Ma  se  L  coincide  con  Vuno  P'  dei  punti  P  ,  P', 
e  quindi  è  O^Oi^P,  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  alle  coni- 
che della  i.«  sene^  è  iena  conica  ^3  (reale  e  non  degenere),  che 
passa  per  U ,  P ,  ed  ha  P'  per  polo  della  corda  UOi ,  mentre , 
rispetto  alle  coniche  della  2^  serie,  esclusa  la  degenere  (U)',  il 
luogo  dei  poli  di  r  è  la  retta  p. 

Se  r  passa  per  ÌJ,  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  sistema  [(U), 
(Uj)],  esclusa  la  degenere  (U)',  il  luogo  dei  poli  di  r  è  il  raggio 
r',  coniugato  di  r  in  (U);  e  se  è  i^u^ ,  questo  luogo  di  poli  è 
la  retta  p'  per  le  coniche  della  Ifl  serie,  e  la  retta  p  per  quelle 
della  2.«  serie,  quando  si  esclude  la  conica  degenere  (u^)'  (*). 

In  fattì^  indicando  con  u  una  retta  arbitraria  di  a,  che  passi 


(})  Lo  coniche  degeneri  del  sistema  [(U),  (uj),  sono  rappresen- 
tate da  (tt^Y  e  dair  involuzione  (U)'  che  proietta  (u^)  da  U;  ed 
amendue  appartengono  a  ciascuna  delle  due  serie  del  sistema  stesso. 

(*)  Se,  essendo  (u^)  iperbolica,  r  passa  per  uno  M^  dei  punti 
doppi  di  (ìi^),  sarà  O^M^,  ma  nulla  muta  in  quanto  si  è  sin  qui 
enunciato. 

(^  Se  il  punto  U  giace  all'  infinito,  è  chiaro  che  reggerà  senza 
eccezione  quanto  è  stato  enunciato.  —  Se  in  vece  u^  è  la  retta 
all'  infinito  di  a,  ai  punti  al  finito  L  ,  0  ,  0^  saranno  sostituiti  i 
punti  air  infinito  della  |{  ad  r  condotta  per  U  e  dei  raggi  coniu- 
gati di  questa  ||  in  (U) ,  {lf)\  mentre  a  P ,  P  si  sostituiranno  i 
punti  all'infinito  della  coppia  di  raggi  coniugati  comune  a  {U),{Uy. 

Siccome  poi  abbiamo  supposto  che  U ,  u^  non  si  appartengono , 
non  è  qui  permesso  s;ipporre  che  (7,  u^  sieno  amendue  elementi 
air  infinito  di  e. 
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per  P  (o  per  P') ,  o  con  (?/.)  la  sezione  di  (U)  mediante  «,  è 
individuata  [eserc.  24,  e),  a  pag.  593|  una  conica  C3,  reale  o 
immaginaria ,  che  ha  (u) ,  {u^)  per  involuzione  di  punti  reci- 
proci, ed  U  per  polo  di  u;  e  questa  conica  appartiene  eviden- 
temente al  sistema  [(U) ,  («i)].  Viceversa,  se  una  retta  u  è  la 
polare  di  U  rispetto  ad  una  conica  o  del  sistema  [(U) ,  (ii,)], 
noi  potremo  considerare  a  come  una  conica  di  un  fascio-schiera 
<^,  nel  quale  u  ed  U  sono  la  corda  ed  il  polo  del  contatto, 
mentre  (U) ,  W^u  sono  due  coniche  degeneri  di  4»  ;  e  la  tra- 
sversale Uj^  segherà  (231 ,  b)  queste  tre  coniche  nelle  tre  cop- 
pie di  punti  coniugati  dell'  involuzione  J^PP' ,  rappresentate 
da  (u^)  ,  (wj)' ,  Ui{u^u):  sicché  MjW  è  uno  dei  punti  doppi  di  J; 
e  perciò  u  deve  passare  per  P  (p  per  'B'),e  sarà  quindi  UP'^p' 
(o  UP=p)  la  polare  di  P  (o  di  P'). 

Ora  se  C5  è  una  conica  della  /.^  serie,  individuata  dalla 
polare  u  di  U,  posto  ur^D,  UD^d' ,  ed  indicando  con  d ,  h' 
i  coniugati  in  (U)  di  d' ,  UO^^hj  rispetto  a  o  sarà  D  il  polo 
di  d ,  h'u=  H  il  polo  di  A ,  Oi  il  polo  di  LH=  o,  ,  o^p'=U^  il 

polo  di  Wj,  L  il  polo  di  O^U{=il\  e  le  polari  d,  /  dei  punti  D 
L  di  r  si  segheranno  nel  polo  R  di  r.  Ma,  facendo  variare  la 
conica  xz  nella  prima  serie,  le  rette  d' ,  w  ,  o^  ,  Z  descrivono  in- 
torno ai  punti  fissi  U ,  P ,  L  ,  0^  quattro  fasci  di  raggi ,  dei 
quali  ciascuno  è  prospettivo  al  seguente,  e  con  le  rette  fisse 
r' ,  7t' ,  p'  ordinatamente  per  assi  di  prospettiva ,  mentre  d  ,  d' 
sono  coniugati  in  (U).  Dunque,  i  fasci  descritti  da  c{ ,  /  sono 
proiettivi;  e  perciò  il  polo  dl==R  di  g  genera  una  conica  ^^ , 
che  passa  per  i  centri  U ,  0^  di  questi  fasci.  —  Inoltre ,  anche 
0  è  un  punto  di  ^pj;  poiché,  per  d=UO,  si  ha  successivamente 
d'^UL  ,  D==L  ,  u^PL=u^ ,  IMh'uy  ,  0|^t/i,  U^=P'  ,  l^u^ ,  e 
quindi  dl^O  (^j.—  Ma,  per  l^O^U=h,  si  \ì€l  LU^^U^  o^^d^U^ 
H=U ,  u=PU^p  ,  D=pr  ,  d'^p  ,  rf=/?';  e  per  d=UO^  si  ha  rf's 
h* ,  D=h'r=M,  u^PMjH^M,  o^=r  ,  U^^rp'^N ,  Ì^O^K.  Dun- 
que /^' ,  Oj^  sono  le  tangenti  di  ^^  in  U ,  Oj*,  ed  r/>'  è  il  polo 
di  UOi  rispetto  a  ^^ 


(^)  D'altronde,  è  evidente  che  il  polo  di  r,  rispetto  alla  conica 
degenere  {u^)',  è  il  punto  O,  il  quale  deve  quindi  appartenere  a 
<|/,  [mentre   U  è  il  polo  di  r,  rispetto  alla  conica  degenere  (^jl- 
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Analogamente,  scambiando  tra  loro  P  e  P*  ,p  ep',  si  ottiene 
quanto  si  è  enunciato  per  la  conica  ^^  (0* 

Se  poi  r  passa  per  P',  considerando  pure  la  polare  «*  di  f7 
rispetto  ad  una  conica  zs  della  1.*  serie,  e  posto  ur^D,  UD^d\ 
ed  indicando  con  d  il  coniugato  di  d*  in  (C/),  rispetto  a  e, 
sarà  D  il  polo  di  d\  e  costruendo  il  coniugato  K\  in  [u^j  del 
punto  dUi^K^ ,  sarà  K^^  il  polo  di  K\D=k^  ,  k^*^U^  il  polo 
di  «1  ,  P'  il  polo  di  PUy^l:  sicché  le  polari  d  ,  Z  dei  punti  D  ,  P' 
di  r  si  segheranno  nel  polo  R  di  r.  Osservando  in  seguito  che 
2>  ,  K\  descrivono  sopra  r ,  u^  due  punteggiate  prospettive,  il 
cui  centro  di  prospettiva  8  giace  sulla  retta  p  (^) ,  sarà  facile 
dimostrare  quanto  è  stato  enunciato  per  la  conica  ^j/j. — Il  resto 
è  evidente. 

h)  Abbiamo  supposto  in  a)  che  le  (C7),  (m^)  non  sieno  pro- 
spettive, e  che  ninna  di  esse  sia  parabolica;  perchè  altrimenti 
rientreremmo  in  casi  già  considerati  altrove. 

Ad  un  caso  però  non  trattato  altrove ,  ed  escluso  in  a) , 
provvede  il  seguente  teorema. 

Date  j  in  un  piano  o ,  due  involuzioni  iperboliche  (U)^ab, 
(u^^)=MiNi,  i  cui  sostegni  non  si  appartengono,  e  tali  che  a  passa 
jjer  V  uno  Mj  dei  punti  Mj  ,  N^,  mentre  Nj  non  giace  in  b ,  è- 
siste  un  sistema  [(U)  ,  (u^)]  d*  infinite  coniche  {reali),  che  hanno 
(U)  ,  (Uj)  per  comuni  involuzioni  di  devienti  reciproci. 

Indicando  poi  con  r  una  retta  assegnata  in  o,  quando  r  non 
coincide  con  u^  né  passa  per  U ,  se  il  punto  ru^zzEL  è  distinto 
da  M|,  posto  bUj^N,  e  costruendo  i  gruppi  armonici  M^NiLO^ 
M^NLO ,  il  luogo  dei  poli  di  r ,  rispetto  a  tutte  le  coniche  del 
sistema  [(U)  ,  (uj)],  è  una  conica  ^  {reale  e  non  degenere),  che 


{})  Si  può  facilmente  vedere,  l.o  che  O,  è  il  polo  di  r,  tanto 
rispetto  a  quella  conica  della  1.^  serie  che  è  individuata  dal  polo 
rp  '  di  w, ,  quanto  rispetto  a  quella  conica  della  2.»  serie  che  è 
individuata  dal  polo  rp  di  w^  :  2.o  che  i  fasci  descritti  da  d  ,  Z , 
e  che  generano  ^^  (o  d/^) ,  sono  segati  da  r  secondo  un'  involu- 
zione, che  rappresenta  i  due  punti  r-ò,  (o  r-i^^- 

(^)  Basterà  osservare  che,  per  d'^p',  si  ha  D^R\^F'j  e  per 

d'^p,  si  ha  D^rp,  K\^P. 
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passa  per  i  punti  UO^O,  ed  ha  ra  per  polo  deUa  corda  UOi- 

Se  r  coincide  con  u^,  o  passa  per  M^ ,  escludendo  la  conica 
degenere  {u^Yy  il  luogo  dei  poli  di  r  è  la  retta  a. 

Se  r  passa  per  U,  escludendo  la  conica  degenere  (U)',  il  luogo 
dei  poli  di  V  è  la  retta  r\  coniugata  di  r  in  (U)  (')- 

Di  vero,  rispetto  ad  ogni  conica  C3  del  sistema  [(0),(mJ], 
la  polare  u  di  U  deve  passare  evidentemente  per  If,  ;  ed  as- 
segnando il  punto  di  contatto  della  tangente  b ,  è  individuata 
una  conica  del  sistema  stosso. 

Ora,  posto  ur^D  ,  UD=d'j  ed  indicando  con  d  ^  h'  ì  con- 
iugati in  (V)  di  d' ,  UOy=h^  rispetto  a  t3  sarà  D  il  polo  di  rf, 
h'u^H  il  polo  dì  hy  Oj  il  polo  di  LH-o^  ,  o^a^U^  il  polo  di  «j, 
L  il  polo  di  O^  U^^l\  sicché  le  polari  d  ,  l  dei  punti  D  ,  L  di  r 
si  segano  nel  polo  -K  di  r.  È  facile  poi  provare  quanto  si  è 
enunciato  rispetto  a  4. 

Il  resto  è  evidente. 

e)  Se  i  sostegni  delle  involuzioni  (U) ,  (Ui),  assegnate  in  un 
piano  a,  si  appartengono^  ma  nitma  di  queste  è  parabolica  O 
esiste  un  sistema  [(U) ,  (Uj)]  dHnftnite  coniche^  che  hanno  (U) ,  (u,) 
per  comuni  involuzioni  di  elementi  reciproci. 

Indicando  poi  con  r  una  data  retta  di  e ,  quaìido  r  non 
passa  per  U,  se  il  punto  ru^^L  non  coincide  col  coniugato  V\ 
di  U  in  (Uj),  indicando  con  0^  ^  n'  i  coniugati  di  L  ,  u,  ti»  (uj), 
(U),  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  sistema 
[(U) ,  (Uj)],  è  una  conica  ^  {reale  e  non  degenere) ,  che  passa 
per  U  ,  0, ,  ed  ha  vw!  per  polo  della  corda  UOj.  Ma  se  è  L^U'p 
0  se  è  r£=Uj,  il  luogo  dei  poli  di  r  è  u'. 

Se  V  passa  per  U,  il  luogo  dei  poli  di  r  è  il  raggio  coniugato 
di  r  in  (U)  (8). 


[})  Qui  vanno  fatte  osservazioni  analoghe  a  quelle  riportate  nelle 
note  (^)  e  (*)  a  pag.  719. 

(^)  Se  una  delle  (  U)  ,  (r«|)  fosse  parabolica ,  o  se  tali  fosaero 
amendue ,  il  sistema  di  coniche  non  sarebbe  quello  che  qui  vo- 
gliamo trattare. 

(^)  Qui  possono  ripetersi  le  osservazioni  fatte  nelle  note  (')  o 
(^  a  pag.  719.  Ma  ora  si  può  pure  supporre  che  U ,  u  giacciano 
entrambe  all'  infinito. 
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In  fatti,  è  evidente  che  IT^  è  polo  assolato ,  di  relativa  po- 
lare u%  e  che  la  polare  u  di  U^  rispetto  ad  una  qualunque  t3 
delle  coniche  del  sistema,  passa  per  U\.  Inoltre,  posto  ru=D, 
VI>^d'y  ed  indicando  con  d  il  coniugato  di  d'  in  (Z7),  rispetto 
a  C3  sarà  D  il  polo  di  d  ,  u'ti^U^  il  polo  di  w^  ,  L  il  polo  di 
L\0{^1  :  sicché  le  polari  d ,  Z  di  /)  ,  Z/  si  segheranno  nel  polo 
i?  di  r.  E  sarà  ora  facile  dimostrare  quanto  si  è  enunciato  ri- 
spetto a  (p*— Il  resto  è  evidente. 

d)  Nel  sistema  di  coniche  [{U)y{u^]  considerato  in  a), 
conservando  a  P ,  P'y  p  ,  p* ,  (uj)' ,  (U)'  il  significato  ivi  dato  , 
supponendo  che  r  sia  la  retta  all'  infinito  di  a ,  ed  indicando 
quindi  con  Oj  ,  O  i  punti  centrali  delle  involuzioni  (w,)  ,  (wj)' , 
quando  U ,  u^  sono  elementi  al  finito  in  o ,  se  non  è  0^0^  , 
si  ha  che  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  della  1.»  e  della  2.» 
serie  sono  ordinatamente  le  coniche  if\  ,  ^'g,  che  passano  per 
O ,  hanno  U ,  0^  per  vertici  di  un  comune  diametro ,  e  sono 
tangenti  rispettivamente  a  p%p  (}).  Ma,  se  è  O^Oi,  il  luogo 
dei  centri  per  la  2.»  serie  è  la  retta  UO^ ,  e  per  la  1.»  6  una 
conica  4* '3  tangente  ad  w^,  che  ha  U^  0^  per  vertici  di  un  suo 
diametro. 


(*)  Per  esaminare  quante  iperboli  equilatere  si  trovano  tra  lo 
coniche  della  1.*  serie,  nel  sistema  [(U)  ,  (m,)]  qui  considerato  , 
basterà  applicare  il  teorema  del  n.o  232,  q)  ai  punti  P  ,  0,.  Sic- 
come ,  in  tutte  queste  coniche  ,  è  /?'  la  polare  di  P ,  mentre  la 
polare  di  O^  è  ||  ad  w,,  cosi  le  H  a  queste  polari,  condotte  ordi- 
natamente per  0^  e  P  f  si  segheranno  in  0,  ;  e  quindi  il  cer- 
chio )^ ,  sul  quale  debbono  trovarsi  i  centri  delle  iperboli  equi- 
latere appartenenti  alla  1.»  serie,  passerà  per  P ,  O^,  ed  avrà  in 
0,  la  tangente  ||  &  p'.  Ma  ^\  ha  in  0^  la  stessa  tangente.  In 
conseguenza ,  se  gli  altri  due  punti ,  comuni  b,  ^\  ^  Xì  ^^^i^^^o 
reali  e  distinti  ,  0  coincidenti,  la  l."*  serie  conterrà  due  iperboli 
equilatere  o  una  sola. 

Dunque,  nel  sistema  [{U)  ,  (m^)]  qui  considerato,    possono  esi- 
stere al  più  quattro  iperboli  equilatere. 

Si  determini  dallo  studioso  il  numero  delle  iperboli   equilatere 
negli  altri  casi  del  sistema  [{D)  ,  («i)]. 
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Se  (7  giace  all'infinito,  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  del 
sistema  [{U)  ,  (u^)]  è  [a)]  il  raggio  centrale  dell'  involozione 
(  CT);  e  se,  in  vece ,  Ui  va  all'  infinito ,  il  luogo  dei  centri  è  p' 
per  la  1.»  serie  e  p  per  la  2.*. 

Si  lasciano  allo  studioso  gli  altri  analoghi  teoremi  pel  siste- 
ma [(6)  ,  (?*i)]  considerato  in  ò)  e  e). 

e)  Poiciiè  il  sistema  di  coniche  [{U)  ,  («i)]  di  un  piano  e, 
considerato  in  a)  ,  6)  ,  e),  è  duale  a  se  stesso ,  riesce  evidente 
tutto  quello,  che  riguarda  V  inviluppo  delle  polari  di  un  punto 
J\\  assegnato  in  e ,  rispetto  alle  coniche  del  sistema ,  sia  R  al 
finito,  0  pur  no. 

/")  Molte  proposizioni,  analoghe  a  quelle  riportate  in  que- 
sto §  per  le  coniche  nel  piano,  hanno  luogo  per  i  coni  nella 
st'ella  :  e  ([ueste  [)roposizioui  si  deducono  immediatamente  da 
quelle,  sia  mediante  la  dualità,  sia  mediante  la  proiezione  da 
un  centro. 

EserciaEii. 

1.  Dato  un  V  ABC=abc,  le  coniche,  per  ciascuna  delle  qnali 
le  polari  dei  vertici  A  ^  B  ,  C  sono  J_  ai  lati  opposti  a  ,  6 ,  e , 
sono  iperboli  equilatere,  i  cui  centri  giacciono  sul  circolo  ABC. 

Si  generalizzi  il  teorema. 

2.  Dati,  in  un  piano  g,  un  quadrangolo  ABCD  ed  una  retta 
r,  condurre  una  retta  s  \\  ad  r,  e  tale  che  i  segmenti  determinati 
sopra  s  dalle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  abbiano 
lo  stesso  punto  medio.  Quale  è  il  luogo  di  questo  punto  medio 
Mj  al  variare  di  r  nel  piano  o? 

L'  assintoto  ||  ad  r  nell'iperbole  a,  individuata  dai  punti  ABQD 
e  dal  punto  all'  infinito  di  r,  è  la  richiesta  retta  ».  Il  luogo  poi 
del  punto  3f  è  il  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti 
air  infinito  di  e,  ossia  è  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  del  fa- 
scio [ABCD]. 

3.  Costruire  una  conica  ss',  bitangente  ad  una  dat^i  conica  e 
(reale  o  immaginaria),  conoscendo  due  elementi  ilf ,  Af'  (o  m ,  n\) 
reciproci  a  a'  ,  e  la  corda  r  del  contatto.   . 

4.  Se  c;c3,c32  sono  tre  coniche  (reali  o  immaginarie),  t4ili  che 
S3  trasformi  C3j  in  wg,  determinando  le  coniche  d',  ,  o'*,  trasfor- 


-:^', 
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mate  di  C3  ordinatamente  mediante  C3i  »  c^ ,    la  conica  :5  trasfor- 
merà n'i  in  zs\  (*). 

5.  Dati ,  in  un  piano  a ,  due  fasci-schiere  di  coniche  bitan- 
genti  4>j  ,  <&2  7  ^^^  hanno  le  corde  di  contatto  sopra  una  stessa 
retta  r,  il  luogo  dei  poli  di  r  rispetto  alle  coniche  del  fascio  <l>i2) 
individuato  da  due  coniche  C3,  ,  cs^  assunte  ordinatamente  in  4>^,4>2) 
non  cangia  al  variare  di  C3j  ,  cs^  (*}. 

Si  supponga  che  r  coincida  con  la  retta  all'  infinito  r^  di  e,  e 
che  l'involuzione  (r^)  di  <l>2  sia  la  circolare;  e  se  ne  deduca  il 
numero  delle  normali ,  che  si  possono  condurre  da  un  un  punto 
dato  ad  un'  assegnata  conica  reale  C3. 

6.  Sieno  ab=A  e  cd^A^  ,  ac^B  e  db^B*  ,  ad^O  e  bc^C 
le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  piano  abcd  ;  e 
posto  AA''BB'=G  ,  BB'-  CC=F ,  00^'AA'=E,  si  dimostri  quanto 
segue. 

1.0  Le  involuzioni  \CC'  ,  EF\  ,  \BB' ,  FQ\  ,  \AA'  ,GE\,  e  le 

involuzioni  unite  delle  proiettività  cicliche  di  3.o  ordine    npA    i 

A  B'C    A'B  C    A'fVC 

li'C'A  '  B  CA*     RT  A^  >  appartengono  ad  una  medesima  polarità 

piana. 

2.0  Condotta  una  trasversale  s,  che  seghi  A  A' ,  BB'  ,  CO'  or- 
dinatamente in  L  y  M  y  Ny  s  costruiti  i  gruppi  armonici  AA'LIj\ 
BB'MM\  CC'NN\  che  danno  i  tre  punti  VM'N'  di  una  retta 
5',  i  gruppi  di  punti  AA'BB'NN'  ,  BB'CO'LU  ,  CO^AA'MM'  ap- 
parterranno   ordinatamente    a    tre   coniche  C3   ^c:   ,C3   ,   le  quali 

\j  Pl  a 

passano  pure  pel  punto  ««'=  U,  Inoltre ,  per  queste  tre  coniche, 
che  a  due  Ò,  due  hanno  evidentemente  tre  punti  reali  comuni ,  i 
quarti  punti  d'  intersezione  sono  tre  punti  per  dritto. 

3.0  Rotando  s  intorno  ad  un  suo  punto  fisso  S  e  nel    piano 


{})  In  questo  teorema ,  alle  coniche  a  possono  sostituirsi  delle 
corrispondenze  univoche  involutorie  qualunque;  come,  p.  e.,  siste- 
mi polari  quaternarii  ordinarii,  e  sistemi  nulli, 

(J)  Questo  teorema  regge  anche,  se  l'uno  Og  dei  due  fasci-schiere 
costi  di  coniche  osculatrici  con  contatto  quadripunto  in  un  punto 
della  loro  comune  tangente  r,  o  se  ciò  si  verifica  pure  per  <!>,. 
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del  quadrilatero,  l' inviluppo  di  5'  è  la  conica  polare  di  S^  rispetto 
alla  schiera  [aòcc2]. 

7.  Date  4  coniche  (reali)  tSiVS^^^^^  circoscritte  ad  uno  stesso 

V  (      )  j  reale  0  immaginario,  ed  indicando  con  rs  il  quarto  panto 

(  reale)  comune  a  due  zs^  ,  zs^  delle  4  coniche  date,  saranno  in  in- 
voluzione le  tre  coppie  di  raggi,  che  proiettano  da  un  vertice,  p. 
e.  Aj  del  y  ^^  ^^^  coppie  di  punti  12  e  34,  13  e  42  ,  14  e  23. 

Indicando  con  J^  V  involuzione ,  che  rappresenta  i  due  vertici 
del  V  situati  in  a,  se  4^  è  una  conica,  che  ha  J^  per  involuzione 
di  punti  reciproci,  ed  l^  ,  /,  sono  gli  assi  di  sintesi  associati  ad  a 
nelle  coppie  di  coniche  cs^^  ,  C3,^  ,  è  noto  (231  ,  p)  che  la  retta 
A  •/^/,  contiene  il  punto  rs.  In  conseguenza,  le  tre  coppie  di  raggi 
indicate   nell'  enunciato  coincidono  con  quelle ,  che  da  A    proie-t- 

tano  le  tre  coppie  di  punti  IJ^  ®  '3^4  >  ^i^s  ©  hh  >  ^1^4  ®  V^  >  ^^ 
sono  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  lil^l^l^  (^)• 
Caso  particolare. —  Se  cj^OgOgO^  sono  4  cerchi  di  un  piano  e, 
che  passano  per  uno  stesso  punto  A,  il  teorema  si  applica  ai  se- 
con  di  punti  reali  d'  intersezione  dei  cerchi  stessi ,  presi  a  due  a 
due;  e  si  ha  quindi  pure  che,  nel  y  di  vertici  12,  13,  14,  i  lati 
opposti  a  questi  vertici  sono  segati  ordinatamente  dalle  rette  il -34, 
-4-42,  -4 '23  in  punti  per  dritto. 

8.  Trasformare  omologicamente  in  cerchio  una  data  conica  a- 
Condotta  nel  piano  g  di  C3  una  retta  j  estema  a  vs  y  V  involu- 
zione (7)=|LZ/' ,  MM'l  di  C3  sarà  ellittica;  e  quindi  i  cerchi  di  e, 
che  hanno  LV  ,  MM'  per  diametri ,  si  segherano  in  due  punti 
(reali)  S ,  S'  simmetrici  a  j.  Assumendo  V  uno  8  di  questi  punti 
per  centro  di  un'  omologia  Qj  e  J  come  retta  limite  del  sistema 
a  cui  C3  appartiene,  la  figura  omologica  di  a  sarà  un   cerchio. 

Di  vero,  gli  A  LSJJ  ,  M8M*  sono  retti;  e  quindi,  proiettando 
da  8  V  involuzione  (j),  si  avrà  V  involuzione  circolare-  In  conse- 
guenza, indicando  con  r^  la  retta  all'infinito  di  o,  a  (J)  corrispon- 


Q)  Il  teorema,  ora  dimostrato,  regge  anche,  quando  ts^vs^zs^ti^  sono 
coniche  oscnlatrici  con  contatto  tripunto  in  un  punto  A  della  loro 
tangente  comune  a  ;  e  la  dimostrazione  non  muta ,  se  s' indichi 
con  «[/  una  conica,  che  abbia  con  le  4  date  coniche  un  contatto 
bipunto  in  A, 
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derà  in  Q  V  involuzione  ciclica  (r^)  di  a  ;  e  questa  sarà  involu- 
zione  di  punti  reciproci  rispetto  alla  conica  ss',  che  corrisponderà 
a  C5  in  Q,  ossia  cs'  sarà  un  cerchio  [cfr.  n.^  87;  e)]. 

9.  Date  due  coniche  C5  ;  cs^  di  un  piano  a ,  che  non  abbiano 
quattro  punti  reali  comuni ,  trasformarle  omologicamnnte  in  una 
coppia  di  cerchi. 

Basterà  applicare  quanto  ò  detto  nell'esercizio  precedente,  assu- 
mendo per  j  quello  degli  assi  reali  di  sintesi ,  sempre  esistenti  ^ 
che  non  abbia  con  ts  (e  quindi  con  C3,)  punti  comuni  reali. 

Se  w  ,  cs,^  sono  bitangenti ,  con  contatto  immaginario ,  si  assu* 
mera  per  j  la  corda  del  contatto;  e  ss  ,  C3j  saranno  allora  trasfor- 
mate in  due  cerchi  concentrici. 

10.  Le  4  coniche  circoscritte  ordinatamente  ai  4  v  contenuti 
in  un  dato  quadrilatero  piano  abcd ,  e  che  passano  per  due  dati 
punti  (reali  o  immaginarii)  y  hanno  pure  un  terzo  punto  (reale) 
comune. 

11.  Se  (tf)  ,  (u,)  ,  (u^)  sono  tre  involuzioni  di  una  conica  ^ , 
assumendo  ad  arbitrio  due  coniche  a^  ,  Z3\  del  fascio  [(u)  ,  (t/^))  e 
due  coniche  o^  f  ^'2  ^^^  fascio  [(u)  y  {u^],  i  punti  C3^*Df ,  u\-zi\ 
apparterranno  ad  una  stessa  conica. 

Caso  particolare. — Se  zi(a\i^^^^\  sono  cinque  cerchi  di  un  pia- 
no e ,   tali   che   i^  abbia  con  C3^ ,  xz^  uno  stesso  asse  radicale  r,  , 

e  con  O2  )  ^'2  ^^^  stesso  asse  radicale  r^y  i  punti  cSi-n^  ,  ti\'X3\ 
giaceranno  sopra  un  circolo. 

12.  Determinare  V  inviluppo  della  corda  variabile  di  un'  el- 
lisse C3,  i  cui  estremi  A^B  sono  vertici  di  due  semidiametri  coniu- 
gati, e  il  luogo  del  polo  di  AB. 

Si  generalizzi  la  quistione. 

13.  Se  ah=G  e  cd^CP ,  ac=B  e  d6=S' ,  ad=A'  e  hc~A 
sono  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  piano  ahcdy  e 
si  pone  AA''BB'=Gy  BB'CO'^E y  CC''AA'=Fy  indicando  con 
/1|  ,  B|  ,  C^  i  punti  nei  quali  una  conica  o  della  schiera  [abcd] 
tocca  ordinatamente  i  lati  a  ,  &  ,  e  del  v  ABCy  è  noto  che  le  rette 
AA^  y  BB^  y  CCi  concorrono  in  uno  stesso  punto  8.  Dimostrare 
che  : 

1.0  II  luogo  del  punto  S,  al  variare  di  a,  è  una  conica  «p;  cir- 
coscritta al  s^  ABC  ed  iscritta  nel  sj  EFG\  e  quindi  il  punto  D, 
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nel  quale  concorrono  le  rette  AE^  BF,  CGj  è  il  polo  di  A^B'C^ 
rispetto  a  tj;: 

2.0  4'  ^  ^^  conica  polare  di  D  rispetto 'alla  schiera  [abcd]: 

3.0  i  punti  BC'BtC\=Ai  ,  CAC^A^^B^  ,  AB  ^AiBi=C^  sono 
allineati  con  D: 

4.0  indicando  con  if^  ,  ^2  ì  ^3  ^^  ^^  coniche  circoscritte  ordi- 
natamente ai  V  AB'C  ,  A'BC  ,  A^B'G ,  ed  iscritte  tutte  tre  nel 
SjEFG  j  ^^i^i^^  saranno  a  due  a  due  tai^genti  nei  sei  vertici  dei 
quadrilatero  abcd: 

5.0  se  ad  un  dato  v  ABC  si  circoscrive  una  conica  tj/,  e  da 
un  suo  punto  S  si  proiettino  A  j  B ,  C  ordinatamente  in  J, ,  By 
C\  sulle  rette  BC,  CA^  AB^  una  conica  a  toccherà -BC,  CAy  AB 
in  questi  tre  punti,  e  sarà  tangente  alla  retta  dy  su  cui  giacciono 
i  punti  A\  B^j  C'f  nei  quali  le  tangenti  &  ^  in  A,  B,  C  segano 
rispettivamente  BCj  CA,  AB\  e  quindi,  muovendosi  8  sopra  òy 
cangerà  o,  mantenendosi  però  sempre  tangente  a  di 

6.0  restando  in  vece  fissi  i  punti  ABCS ,  ed  indicando  con 
ò  una  conica  del  fascio  [ABCS]f  le  tangenti  a  ,  ò  ,  e  di  6  in  ABC 
segheranno  le  rette  BC,  CA,  AB  nei  punti  A' ,  B' ,  C  di  nna 
retta  d;  e  l'inviluppo  di  dy  al  variare  di  àj  sarà  una  conica  s, 
iscritta  nel  v  ABC^  e  circoscritta  al  v  autoreciproco  assoluto  del 
fascio  [ABCSl 

14.  Se  di  due  coniche  C3  ,  C3'  di  un  piano  o,  recdi  o  immagi- 
narie, V  una  C3'  è  un  circolo^  due  loro  assi  associati  reali  di  sui- 
tosi  3  ,  s'  (sempre  esistenti)  sono  ugualmente  inclinati  ad  un  asse 
di  Pj  ma  in  sensi  contrarii,  E  viceversa,  se  due  rette  reali  s ,  s' 
del  piano  di  una  conica  C3  (reale  0  immaginaria)  sono  ugualmente 
inclinate  ad  un  asse  di  zs,  ma  in  sensi  contrarii^  t  quattro  punti 
S'C3  ,  s''C3  appartengono  ad  un  cerchio  (reale  o  immaginario). 

La  proposizione  diretta  è  evidente:  poiché  le  bisettrici  degli  ''^ 
formati  da  s  ,  s'  sono  gli  assi  della  conica  5"^«',  che  appiirtiene 
ni  fascio  [c3  ,  o']  ;  e  tutte  le  coniche  a  centro  di  questo  fascio 
hanno  [232,  ò),  5.o]  gli  assi  paralleli. 

La  proposizione  inversa  si  dimostra,  osservando  che,  tra  le  co- 
niche del  fascio  [c3  ,  s'^s'],  esiste  [232,  6),  5.0]  un  circolo. 

Si  noti  cho;  due  assi  associati  reali  di  sintesi  di  una  conica  e 
di  un  circolo  diconsi  rette  congiunte,  e  il  cerchio  si  dice  congiunto 
a  queste  rette. 
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15.  Dati,  in  un  piano  o,  un  punto  L^  ed  una  conica  d  (reale 
0  immaginaria),  conducendo  per  L  in  o  una  trasversale  «,  e  de- 
scrivendo il  cerchio  a',  che  ha  per  diametro  reale — o  ideale — il 
segmento  reale — o  ideale — che  C3  determina  sulla  retta  u,  1'  asse 
di  sintesi  u,  ,  associato  ad  u ,  rispetto  a  a  ,  ss' ,  passerà  per  un 
punto  fisso,  al  rotare  di  r  intorno  ad  L, 

Di  vero,  indicando  con  0  il  centro  di  a,  poiché  uu^O  è  un 
punto  bipolo,  la  cui  relativa  bipolare  ^  è  _L  al  diametro  u  di  C3', 
ne  segue  che  il  diametro  m\  coniu<^ato  di  OQ^m  io  C3,  sarà  || 
a  ^,  e  quindi  JL  ad  u.  In  conseguenza,  al  rotare  di  u  intorno  ad 
Lj  le  rette  u  ,  m  descriveranno  fasci  proiettivi  (perchè  proiettivi 
a  quello  descritto  da  m')  ;  e  il  panto  O  genererà  una  conica  if , 
che  passerà  per  L  ,  0^  e  sarà  un'iperbole,  con  gli  assintoti  || 
agli  assi  di  C5  ;  perchè ,  quando  uè  1 1  ad  uno  a  degli  assi  a  ,  b 
di  C3  ,  m'  ed  m  coincideranno  con  b  ed  a.  Ma  ti  ,  u,  sono  [eserc. 
14]  ugualmente  inclinati  agli  assi  di  C3  (e  quindi  anche  agli  as- 
sintoti di  ^)  y  ^ed  in  sensi  contrarli.  Dunque  u^  passa  pel  punto 
fisso  L'j  diametralmente  opposto  ad  L  in  tp. 

Se  t3  è  una  parabola,  indicando  con  m  il  suo  diametro  condotto 
per  uu^=G,  e  con  m'  la  tangente  di  a  al  vertice  m ,  sarà  pure 
w'  Il  a  ^,  e  quindi  _L  ad  «.  E  poiché  è  noto  che  il  fascio 
generato  da  m  è  proiettivo  alla  punteggiata  che  m'  determina 
sulla  tangente  air  infinito  di  C3 ,  ne  segue  che  u  ,  m  descrivono 
fasci  proiettivi,  e  perciò  G  genera  una  conica  '^  y  che  passa  per 
L  e  pel  punto  air  infinito  di  C3.  È  facile  poi  vedere  che  la  tan- 
gente di  ^  in  questo  suo  punto  all'  infinito  è  1'  asse  a  della  pa- 
rabola D.  Ma,  per  u±a,  dev'  essere  pure  u^_[_a.  Dunque  «j;  è  un 
iperbole  equilatera,  che  ha  1'  asse  di  C3  per  uno  dei  suoi  assintoti; 
ed  u^  passerà  quindi  pel  punto  fisso  L',  diametralmente  opposto 
ad  L  in  c|/. 

16.  Se  (      l  è  il  V  fondamentale,  reale  o  immaginario,  di  due 

sistemi  piani  omografici  sovrapposti  [e]  ,  [o'], 

1.0  le  rette,  congiungenti  i  punti  di  una  conica    a    di    [g]  , 

circoscritta  a  (      )  ,  ai  loro   corrispondenti  in  [o'J —  i  quali  appar- 
tengono ad  un'altra   conica    a'  circoscritta  af      J — concorrono    in 

Sahìhi A  — Geometria  proiettiva,  92* 
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un  punto  S=U'  di  a;  e  se  ad  iS  corrisponde  8'  in  [o']  ed  U  in 
[o],  53  passerà  per  U  e  sarà  tangente  ad  88': 

2.0  esistono  in  a  due  punti  8,(7^  e  due  soli,  tali  che  le 
rette  congiungenti  8 ,  U  Sià  ìin  punto  qualunque  i4  di  C3  si  cor- 
rispondano in  [o]  ,  [o'J: 

3.0  condotta  per  O  una  trasversale  m,  se  nn  fascio  di  raggi 
(M)  di  [a]  ha  il  suo  centro  M  sulla  retta  m,  esso  e  il  fascio  cor- 
rispondente {M')  in  [a']  genereranno  una  conica  ^;  e  tutte  le  co- 
niche, che  cosi  corrisponderanno  ai  punti  M  di  m,  si  toccheranno 
in  G. 

17.  Dati^  nel  piano  di  un'  assegnata  conica  reale,  due  punti 
^  ,  ^  di  una  retta  r  esterna  a  S3,  costruendo  il  polo  R  di  r  e  la 
coppia  comune  LTJ  (necessariamente  reale)  all'  involuzione  AB 
ed  all'  involuzione  (r)  di  C3,  le  rette  KL  ,  EL'  segheranno  o  in  4 
punti  reali  MM'NN'  tali,  che  esistono  4  coniche  (reali),  che  hanno 
con  C3  ordinatamente  nei  punti  MM'NN'  un  contatto  quadrìpamof 
e  passano  per  A  ,  B, 

Si  hanno  pure  due  coniche  bi tangenti  a  C3,  e  che  passano  per 
i4  ,  i^;  e  se  una  conica  ss'  è  bi  tangente  a  C3  e  la  corda  del  con- 
tatto passa  per  L  o  per  L'j  a'  passerà  per  ^i  e  ^. 

18.  Il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  iscritte  in  un 

dato  v(  -  )    j  reale  o  immaginario,  è  il  circolo  X,  coniugato  {2Uf 

n)  «^  V  (  o  )  [<5fr.  nota  (^)  a  pag,  714. 

In  fatti,  indicando  con  J^  Tinvoluzione  (iperbolica,  parabolica, 

0  ellittica),  che  rappresenta  i  vertici   del    y  (      j    situati  in  a,  e 

con  J^la  proiezione  di  ]„  da  A,  i  centri  delle  coniche  iscritta  in 
questo  7  ,  e  che  toccano  a  in  un  punto  A' ,  arbitrariamente  as- 
segnato in  a ,  giaceranno  (233,  b  ,  e)  sulla  retta  congiungento  il 
punto  centrale  0  di  \^  col  punto  medio  M  del  segmento  AA*]  o 
se  il  raggio  coniugato  dì  A  A*  in  Ja  sega  a  in  A"^  saranno  A^ ,  i" 
i  due  poli  assoluti  di  questa  schiera  S  di  coniche,  ed  a,  A  A'  le 
relative  polari.  In  conseguenza,  siccome  le  ||  ad  a,  AA'j  condotte 
ordinatamente  per  A"  ,  A',  si  segano  in  ^',  ne  segue  (232,  5)  che, 
costruito  il  cerchio  (|/  tangente  ad  A  A'  in  A'  e  che  passa  per  A'\ 
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se  ']/  ha  comune  con  la  retta  OM  i  punti  reali  U,  U^ ,  questi  soli 
possono  essere  centri  di  iperboli  equilatere  appartenenti  ad  S.  Ma 
la  iperbole  equilatera  e ,  di  centro  U  e  che  tocca  a  in  A\  è  in- 
dividuata (poiché,  descrivendo  il  cerchio  di  centro  A'  e  di  raggio 
A'U,  che  seghi  a  in  L  ,  L',  saranno  UL  ,  UL'  gli  assintoti  di  a)", 
mentre  il  cerchio  '^,  tangente  ad  A  A'  in  A^  e  che  passa  per  U, 
segherà  a  (232,  q)  nel  polo  A''  di  AA^  rispetto  a  zs.  Dunque , 
indicando  con  o,  la  conica  della  schiera  S,  che  ha  il  suo  centro 
in  U  f  zs^  coinciderà  con  o  (perchè  queste  due  coniche  hanno  in 
comune  il  centro  U,  il  punto  A'  e  la  tangente  a,  ed  in  amendue 
è  A"  il  polo  di  AA')\  e  quindi  Uj  U^  sono  i  centri  delle  iper- 
boli equilatere  esistenti  in  S.  Sicché ,  dimostrando  che  la  retta 
OM  é  r  asse  radicale  dei  cerchi  4  ,  )r ,  e  facendo  variare  ^A^  (o 
facendo  variare  la  corda  OUU^  di  /,  dalla  quale  si  trae  facilmente 
if,  e  quindi  ^'),  si  sarà  dimostrato  il  teorema  enunciato. 

Ora,  per  una  retta  qualunque  r,  l'involuzione  i^'^p  ,  ^'/l  ha 
nel  suo  centro  un  punto  dell'  asse  radicale  di  ^  ,  y  Ma,  essendo 
A  ,  A*  punti  reciproci  in  <^  ,  X»  ®^^^  ®^'^^  ^  punti  doppi  dell'invo- 
luzione |^A'*t{;  ,  AA^-y\^  la  quale  ha  quindi  il  suo  centine  nel  punto 
medio  M  di  AA\  Ed  essendo  evidentemente  armoniche  a  Jj,  le 
coppie  di  punti  a*i^^A^A^^  ,  a-^,  il  centro  0  di  )^  è  un  punto 
deir  asse  radicale  di  ^ ,  / .  Dunque  quest'  asse  radicale  è  la 
retta  OM. 

li)  Dal  teorema  a)  si  trae  che  un  V  reale  ABC,  circoscritto 
ad  un'  iperbole  equilatera,  non  può  essere  acutangolo;  e  se  é,  p. 
e.,  rettangolo  in  -^,  i  lati  AB  ,  AC  sono  gli  assintoti  di  C3:  poiché 
«231,  n),  se  il  y  ABC  è  acutangolo,  x  è  immaginario,  e  se  è  ret- 
tangolo in  il  ,  X  è  il  cerchio  di  centro  ^  e  di  raggio  nullo. 

e)  Noi  abbiamo  inplicitamente  supposto  in  a)  che  niun  ver- 
tice del  V  (  J  giaccia  all'  infinito.  Ma  se,  p.  e.,  ciò  avviene  pel 
vertice  il,  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  iscritte  in 
i     j    è  il  raggio  centrale  OA^o  di  Ja:  però  ogni  punto  6r  di  o 

fA\ 
è  centro  d*  infinite  coniche  iscritte  in  (      j. 

Di  vero,  condotta  per  G  la  ||  o,  ad  a,  e  costruita  la  simmetrica 


—  732  — 

a'  della  retta  a  rispetto  a  G,  la  coppia  oo^j  e  le  coppie  di  tan- 
genti (assintoti)  condotte  per  G  alle  coniche  della  schiera  S,  che 
hanno  G  per  comune  centro  e  ÌA^a,  a  per  rette-basi,  coslitaiscono 
im'  involuzione  la  (^)  ;  e  quindi  i  raggi  coniugati  ortogonali  di 
Jq  saranno  gli  assintoti  dell'iperbole  equilatera  di  centro  Q  iscritta 


-  a)- 


Se  però  è  o  J_  ad  a,  allora,  o  questa  iperbole  equilatera  è  1» 
degenere  rappresentata  dai  punti  alF  infinito  di  o  ,  0| ,  oppure  S 
non  contiene  che  iperboli  equilatere. 

19.  Se  <I>  ò  il  fascio  delle  coniche  circoscritte  ad  un  assegnato 

y  (  j;  reale  o  immaginario,  e  tangenti  ad  una  data  retta  a  dìAf 
indicando  con  P  un  punto  fisso  di  a',  con  J^  l'involuzione  che  rap- 
presenta i  vertici  di  (     ]  situati  in  a,    e    con  G'  il  coniugato  del 

punto  aa^^G  in  J^,  il  luogo  del  punto  di  contatto  delle  coniche  di  4>, 
con  le  seconde  tangenti  ad  esse  condotte  da  P,  è  una  conica  ^,  la 
quale  passa  per  A  e  pel  suo  coniugato  armonico  B  rispetto  a  P,  (?, 
od  ha  J^  per  involuzione  di  punti  reciproci  e  PGG'  per  y  autorecì- 
proco. 

In  fatti,  se  T  è  il  punto  di  contatto  di  una  conica  qualunque  s  di 
^  con  la  seconda  tangente  condotta  ad  essa  da  P,  posto  ^r*a=l/, 
ed  indicando  con  3/'  il  coniugato  di  M  in  1^ ,  la  polare  PM*  ài 
M  rispetto  a  C3  segherà  Al*  nel  coniugato  armonico  M^  di  Jkf  re- 
lativamente ad  A^  T,  Sicché  i  gruppi  armonici  A  TMM^ ,  ABGP 
saranno  prospettivi  ;  e  perciò  BT  passerà  per  31',  Ora,  al  variare 
di  »,  le  rette  AT,  BT ^  proiettando  punti  coniugati  in  J^,  de- 
scrivono fasci  proiettivi  \  e  quindi  T  genera  una  conica  ^ ,  che 
passa  per  -4  ,  ^ ,  ed  ha  J^  per  involuzione  di  punti  reciproci  : 
ciò  che  prova  pure  che  il  polo  di  a ,  rispetto  a  ^ ,  giace  sulla 
ratta  a\  e  questo  polo  è  P.  Dunque  PGG'  è  un  v  autoreci- 
proco a  «j;. 

20.  Dati,  in  un  piano  o,  tre  segmenti  AA'  ^  BB' y  CC\  che 


(*)  Ìq  e  la  retta  ali*  infinito  del  piano  del    y    costituiscono   il 
V  autoreciproco  assoluto  della  schiera  S. 
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hanno  lo  stesso  punto  medio  0,  i  quattro  cerchi  ABC  j  AB'C  j 
A'BC'  j  A'B'C  passano  per  nn  medesimo  punto  D,  mentre  i  4 
cerchi  A'B'C\  A'BC,  AB*C,  ABC'  passano  pel  simmetrico  Z>'  di 
D  rispetto  ad  0  ;  e  gli  8  punti  ABCDA'B'C'D'  giacciono  sopra 
una  conica  a  di  centro  0. 

Di  vero,  è  evidente  che  per  i  6  punti  ABCA'B'C  passa  una 
conica  C3  di  centro  0.  Ma^  se  X>  è  il  quarto  punto  comune  a  63 
ed  al  cerchio  ABC^  le  rette  BC,  AD  s'inclinano  ugualmente  ad 
un  asse  a  di  zs,  ma  in  sensi  contrarii  [eserc.  14]  ;  e  lo  stesso  fanno 
AD  e  la  B'C  ||  a  BC.  Dunque  [eserc.  14]  i  punti  AB'C'D  giac- 
ciono sopra  un  circolo  ;  e  lo  stesso  similmente  si  dimostra  per  le 
quaterne  di  punti  A'BO'D,  A'B'CD. 

E  poiché,  indicando  con  D'  il  simmetrico  di  D  rispetto  ad  0, 
le  quaterne  di  punti  A'B'C'D',  A'BCD',  AB'CD\  ABC'D'  sono 
simmetriche,  rispetto  ad  0,  di  quelle  innanzi  considerate,  ne  segne 
la  verità  del  teorema  enunciato. 

Si  deducano  dei  casi  particolari. — P.  e.,  supponendo  che  B,  C 
coincidano  nel  punto  A  di  una  conica  C3  di  centro  0  y  B'  e  C' 
coincideranno  col  simmetrico  A'  di  A  rispetto  ad  0  ;  e  si  dedurrà 
che  il  cerchio  osculatore  di  a  in  ^  e  il  cerchio  condotto  per  A 
tangenzialmente  a  C3  in  ^'  si  segano  in  un  punto  Z>  di  C3  :  ciò 
che  dà  un  nuovo  modo  di  costruire  il  cerchio  osculatore  di 
C3  in  A. 

21.  a)  Se  di  U7i  punto  G,  assunto  arbitrariamente  nel  piano 
di  un'iperbole  equilatera  C3,  si  costruisce  la  polare  g  rispetto  a  C3, 
e  8Ì  descrive  un  cerchio  )r  tangente  a  g  e  che  abbia  per  centro  un 
punto  arbitrario  D  di  a,  saranno  armoniche  le  involuzioni  C3o  ,  ^^g  , 
che  C3  ,  X  determinano  in  G. 

In  fatti,  se  g  sega  C3  in  due  punti  3f,  N^  reali  e  distinti,  ossia 
se  c3o  è  un'involuzione  iperbolica  di  raggi  doppi  GM^m^  GN^n^ 
le  coppie  di  rette  reciproche  a  y,  condotte  per  3/,  A^,  costituiscono 
due  fasci  prospettivi  (perchè  proiettivi  e  col  raggio  unito  (/),  il 
cui  asse  di  prospettiva  indicheremo  con  r  (^).  Ora,  posto  3/Z)«r=//, 


(})  La  retta  r  congiunge  i  punti  di  contatto  del  cerchio  /  con 
le  seconde  tangenti  ad  esso  condotte  da  A/,  N, 
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ND'T^K^  le  rette  NH^  MKy  reciproche  ordinatamente  ad  MH  ^ 
NK  j  sono  perciò  J_  a-  questi  diametri  di  y\  e  quindi  il  punto 
NII-MK^  L  delle  altezze  del  ^  MND  j  iscritto  in  C3,  sarà  un 
quarto  punto  di  a.  Ma,  posto  MN'DL^U,  il  v  diagonale /ZiTC^ 
del  quadrangolo  MNDL  iscritto  in  C3  è  autoreciproco  a  ss.  In  con- 
seguenza,  poiché  la  retta  ÒIN  passa  per  U,  il  punto  G  giacerà 
nella  retta  IIK^r^  e  le  tangenti  m,  n  a  C3  in  M,  N  saranno  per- 
ciò rette  reciproche  a  );,  ossia  c3q  ^  mn  sarà  armonica  a  Jq. 

Se  C3a  è  parabolica,  ossia  se  g  è  una  tangente  comune  a  o  e  7, 
ò  evidentemente  cso  armonica  all'involuzione  /g  ,  che  ha  per  raggi 
doppi  ^  e  la  seconda  tangente  condotta  da  (r  a  y. 

Se,  in  fine,  C3a  è  ellittica,  ossia  se  6r  è  interno  a  ss,  indicando 
con  C  il  secondo  punto  d' intersezione  di  a  con  la  retta  GDj  e 
con  A,  B  ì  punti  nei  quali  a  è  segata  dalla  JL  in  G^  a  GBj  saranno 
AC'DB  =  Fj  AD*BG  =  E  due  punti  di  g,  perchè  EFG ,  V 
diagonale  del  quadrangolo  ortogonale  ABCD  iscritto  in  o,  è  au- 
toreciproco a  cs.  Ma  ED^  EB  sono  reciproche  a  y^  ed  armoniche 
ad  EFj  EG  \  e  perciò,  essendo  EF  una  tangente  di  y ,  tale  sarà 
pure  JEJG^.  E  similmente  si  ha  che  FG  è  un'  altra  tangente  di  7. 
Dunque,  poiché  i  raggi  doppi  GE^GF  di  j^o  sono  rette  reciproche 
a  C3,  sarà  yo  armonica  a  C3g. 

h)  Mediante  il  teorema  a),  pel  caso  di  Qo  iperbolica,  possiamo 
ora  dimostrare  quanto  fu  affermato  alla  fine  del  n.*  232,  fc),  con- 
servando le  notazioni  ivi  adoperate. 

Di  verO;  indicando  con  Mj  N  i  punti  reali  e  distinti,  nei  quali 
una  iperbole  equilatera  ss  del  fascio  <^  sega  il  lato  g  del  y  &^^ 

reciproco  assoluto  (      ì  ,  Tinvoluzione  Jg  ,  che  rappresenta  i  lati 

(immaginarii)  di  (      j  appartenenti  a  6r,  avrà  in  s  ed  «',   GM  e 

GN  due  coppie  di  raggi  coniugati.  Ma,  rispetto  al  cerchio  y^  tan- 
gente a  ^  e  di  centro  I>,  le  rette  «  ,  «'  sono  evidentemente  reci- 
proche, e  tali  sono  pure  [a)]  le  tangenti  OM^  GN  di  C3.  Dunque 

y  è  iscritto  nel  v  (     )• 

e)  Se  di  un  punto  G,  assunto  arbitrariamente  nel  piano  di  un 
cerchio  y ,  si  costruisce  la  polare  g  rispetto  «  X  >  ^  ^*  costruisce 
un'iperbole  equilatera  a  tangente  a  g  e  che  abbia  per  cetUro  un 


■»■  * 

♦     •  .■ 
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punto  arbitrario  D  dì  y,  sono  armoniche  le  involuzioni   Oo  ,  Xo  » 
che  C5  ,  X  determinano  in  G. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  analoga  a  quella  data  in  a); 
ricorrendo  però  al  teorema  del  n.^  232,  o),  e  nel  caso  di  yo  el- 
littica, supponendo  che  AB  sia  la  retta  reciproca  del  diametro 
GD  di  C3  rispetto  a  o. 

22.  Se  ABCD  è  un  quadrangolo  iscritto  in  una  conica  C3^  la 
mediana  m  del  quadrilatero  formato  dalle  tangenti  àbcd  di  n  in 
ABCD  è  tangente  al  luogo  ({/  dei  centri  delle  coniche  del  fascio 
[ABCD], 

Di  vero,  il  centro  0  di  C3  è  un  punto  comune  ad  m  e  ^  ;  e  se 
m  segasse  4  dì  nuovo  in  0^ ,  questo  punto  sarebbe  il  centro  di 
un'altra  conica  a^  del  fascio  [ABCD]^  ed  apparterrebbe  alla  me- 
diana «2]  del  quadrilatero  formato  dalle  tangenti  a^b^c^d^  di  a^ 
in  ABCD.  Ma  le  8  rette  abcda^b^c^d^  risultano  tangenti  ad  una 
stessa  conica  a',  il  cui  centro  è  evidentemente  0^.  In  conseguen- 
za, C3j  dovrebbe  coincidere  con  cs',  con  la  quale  ha  comuni  il 
centro  0^  e  le  4  tangenti  aJ>j^Cj^d^ ,  e  perciò  cs^  avrebbe  in  abcd  4 
altre  tangenti:  assurdo.  Dunque  m  è  tangente  a  ({/. 

23.  a)  Abbiamo  veduto  [eserc.  40,  a),  ò),  a  pag.  605]  che  un 
movimento  in  un  piano  g  può  essere  sostituito  (in  un  modo  solo) 
da  una  rotazione  intorno  al  punto  unito  G  del  movimento,  quando 
<?  ò  al  finito,  o  da  una  traslazione  nella  direzione  di  6r,  quando 
G  è  alPinfinito  (o  come  suole  anche  dirsi,  in  questo  secondo  caso, 
da  una  rotazione  intorno  a  questo  punto  airinfinito). 

In  conseguenza^  indicando  con  A,  B  due  punti  di  una  figura  F 
di  e,  se,  quando  F  prende  in  o  un'  altra  posizione  F^ ,  i  punti 
A  ,  B  prendono  le  posizioni  il^  ,  l?i ,  le  J,  ad  AA^  ,  EB^  nei  loro 
punti  medii  daranno  nella  loro  intersezione  questo  punto  G  ;  ed 
F  potrà  portarsi  nella  posizione  F^  ,  rotando  intorno  a  G  del- 
l' A  AGA^  =  BGB^ ,  0  con  una  traslazione  AA^^  ^  BB^ ,  se  G  è 
all'infinito  (*). 


(^)  Se  ABA^Bj^  è  un  Q;  si  ha  G^AA^'  BB^j  e  T  A  di  rotazione 
è  un  A  piatto;  e  se  invece  è  ABB^A^  un  d  ,  (r  va  all'infinito 
in  direzione  JL  ad  AA^,  Se,  in  fine,  ABB^A^  è  un  trapezio,  le  cui 
basi  sono  AA^^  ^B^,  le  J_  nei  punti  medii  di  AA^,  BB^  coincidono, 
ma  allora  G  è  l'intersezione  delle  rette  AB  ,  A^B^. 
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6)  Se  quindi,  movendosi  F  con  movimento  continuo,  essa  sia 
venuta  in  Fj  dopo  un  movimento  infinitamente  piccolo  [nota  a 
pag.  300],  G  si  dirà  centro  istantaneo  di  rotazione  ;  e  coudacendo 
alle  linee  descritte  (traiettorie)  dai  punti  ABC».,  di  F  nel  movi- 
mento continuo  le  normali  in  ABC»,  queste  concorreranno  in  tale 
centro,  il  quale  sarà  quindi  individuato  da  due  di  queste  normali  (*). 

o)  Cosi,  p.  e.,  se  una  retta  r  si  muove  nel  piano  di  duo  dati 
circoli  [0)  ,  (0'),  in  guisa  che  i  punti  A  j  A',  assegnati  in  r,  per- 
corrano rispettivamente  le  circonferenze  (0),  (0'),  le  rette  OA,  O'A* 
si  segheranno  nel  centro  istantaneo  O  di  rotazione  \  e  quindi,  per 
la  traiettoria  descritta  da  un  altro  punto  3f,  assegnato  in  r,  la  nor- 
male in  M  sarà  la  retta  GM. 

d)  Se,  nel  movimento  continuo  di  F,  una  sua  retta  r  è  ob- 
bligata a  passare  costantemente  per  un  punto  fisso  U  del  piano  e 
di  F,  la  J_  in  L/^  ad  r  passerà  pel  centro  istantaneo  G  di  rotazione  : 
poiché  è  facile  vedere  che  la  traiettoria  descritta  dal  punto  di  r, 
che  coincide  con   U  all'  inizio  del  movimento,  è  tangente  ad  n 

e)  Supponiamo  che  F  prenda  in  g  successivamente  le  posi- 
zioni Fj  ,  Fg  ;  Fg,  ...  ;  e  sieno  a  ,  a' ,  a",.-gli  ^  delle  rotazioni 
intorno  ai  punti  fissi  G  ,  G* ,  G",  ...,  mediante  le  quali  si  possono 
[a)]  far  prendere  ad  F  le  posizioni  FiF^Fj,.,..  Condotta  la  retta 
GG\=GG'  e  tale  che  sia  V  A  G^GG'^ol,  si  tiri  la  retta  inde- 
finita G\M  in  modo  che  1'  A  GG\M  sia  uguale  aU'  A  GGV\ 
e  la  retta  G\G'\^G'G"  e  tale  che  sia  V  AG'\G\M=ol';  e  eoa 
si  continui.  Ora  immaginando  la  linea  spezzata  G6r'|(x"|...  inva- 
riabilmente connessa  ad  F ,  le  successive  suindicsite  rotazioni  si 
effettuano  mediante  il  rotolamento  di  questa  linea  spezzata  mobile 
suir  altra  linea  spezzata  fissa  GG'G"..,. 

In  conseguenza,  un  movimento  continuo  di  F  nel  suo  piano  G 
può  essere  sostituito  dal  rotolamento  sulla  linea  luogo  dei  centri 
istantanei  dì  rotazione  (centroide  di  confronto)  di  un'  altra  line» 
(centroide  della  figura  F),  invariabilmente  connessa  ad  F  e  che 
è  il  luogo  dei  punti  di  F  che  venivano  a  coincidere  coi  suddetti 
centri  istantanei  di  rotazione  (^). 


(')  Si  suppone  che  queste  normali  non  coincidano. 

(-)  In  questo  rotolamento  la  linea  mobile  si  muove  sulla  linea 
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f)  Cosi,  p.  es. ,  se  F  si  muove  in  modo,  che  due  suoi  dati 
punti  A  j  B  percorrano  due  rette  ortogonali  a ,  ò,  assegnate  in  e, 
le  _L  in  ^  ,  J5  ad  a  ,  ò  si  segheranno  nel  centro  istantaneo  G  di 
rotazione:  e  quindi,  posto  al^O,  ed  osservando  essere  OG=ABj 
ne  segue  che  il  circolo  i^,  di  centro  0  e  di  raggio  ^Z?,  èia  cen- 
troide  di  confronto,  mentre  il  cerchio  t]/'  di  diametro  i42>  è  la  cen- 
troide  della  figura  F,  perchè  V  A  AGB  è  sempre  un  a  retto, 
durante  il  movimento  di  F. 

Si  noti  in  fine  che,  mentre  i'  rotola  sopra  i^  ,  un  dato  punto 
M'  di  (J;'  percorre  il  diametro  di  i^  che  passa  per  M';  perchè  V\/ 
M'OA  è  uguale  all'  A    MBA  (>). 

g)  Se  una  retta  r  si  muove  in  un  piano  a ,  in  guisa  che,  di 
tre  punti  HKM  assegnati  in  essa,  i  primi  due  percorrano  ordinata- 
mente le  date  rette  ortogonali  a ,  b  di  e,  il  terzo  punto  M  genera 
un*  ellisse  C3  ,  che  ha  ab^O  per  centro  ,  mentre  i  suoi  semiassi , 
situati  rispettivamente  sopra  a  ,  b,  sono  uguali  a  KM  ,  HM. 

Di  vero,  le  J_  ad  a  ,  6  in  IT ,  AT  si  segano  nel  centro  istanta- 
neo G  di  rotazione:  e  se  si  conduce  per  Jtf  la  ||  a  6 ,  che  seghi 
a  ,  OG  rispettivamente  in  P ,  Q,  e  per  Q  la  ||  ad  a  che  seghi 
IIK  in  B,  si  ha  0Q=:  KM=EB.  Ma  PAI:  PQ^HM :  HR=HM  : 
MK,  Dunque,  poiché  Q  descrive  il  cerchio  di  centro  0  e  di  raggio 
OQ=MK,  il  punto  M  genererà  (183,  e)  V  ellisse  C3  indicata  nel- 
r  enunciato. 

h)  il  teorema  g)  dà  una  facile  descrizione  (per  moto  continuo) 
di  un'  ellisse  C3,  individuata  dai  suoi  semiassi  OA  ,  OB, 

Ma,  da  quanto  è  detto  nel  n.o  183,  e),  si  trae  pure  la  seguente 
costruzione  per  i  punti  delT  ellisse  C3. 

Costruiti  nel  piano  e  di  n  i  cerchi  C3,  ,  C32  >  ^^^®  abbiano  per 
comune  centro  0  ed  OA  ,  OB  per  rispettivi  raggi,  sieno  essi  se- 
gati ordinatamente  in  M'  ,  Q  da  una  retta  arbitraria  s   di    O  :   le 

ad  OB ,  OAy  condotte  rispettivamente  per  M'  ,  Q,  si  segheranno 


fissa  senza  strisciamento,  in  modo  che  il  punto  di    contatto    per- 
corre sulle  due  linee  archi  di  uguali  lunghezze. 

(^)  Sicché,  se  è  Z^    il  punto  ,  in  cui  (j;  ,  «|;'  si  toccano  air  inizio 
del  movimento,  quando  ^*  sarà  tornato  nella  posizione  iniziale,  il 
punto  L  di  ^'  avrà  percorso  due  volte  il  diametro  LOI^'  di  à. 
Banmia.  —  Geometria  proiettiva.  93* 
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in  un  punto  M  di  C3;  poiché,  posto  MM' -  OA^R,  si  ha  MR  :  M'R 
^OQ  :  OM'=OB:  OA. 

Le  tangenti  a  C5  ,  x,  in  ilf ,  3/'  concorrono  sulla  retta  OA. 
ì)  Supposto  OA>OBj  ^à  indicando  con  U  il  punto  medio  di 

QM\  81  ha  UM=:UM'= ,  0U=: = — ,men- 

tre  è  1'  A    OUM  doppio    dell'  A     OM^Mj    e    quindi    anche   del- 
l' A    BOU. 

Dunque  ,  se  i  segmenti  rettilinei  OU  e  UM ,  nguali  rimpettira' 
mente  alla  semisomma  ed  alla  setnidifferenza  del  semiasse  prima- 
rio OA  e  del  semiasse  secondario  OB  di  un'  ellisse  C3,  si  muotono 
nel  piano  a  di  d,  in  guisa  che  il  primo  roti  intorno  al  centro  O 
di  zs  di  un  A  doppio  di  quello  pel  quale  il  secondo  rota  intorno 
ad  U,  il  punto  M  genererà  C3. 

Applicando  questo  teorema  si  è  costruito  un  compasso  ellittico, 
che  serve  a  descrivere  con  moto  continuo  un'  ellisse ,  i  cui  assi 
sono  dati  in  grandezza  e  posizione;  e  ciò  tra  dati  limiti  per  le  lun- 
ghezze di  questi  assi. 

A:)  Dati ,  in  un  piano  a ,  un  A  qualunque  Im  ^  0  ,  se  un 
dato  V  LMN  si  muove  in  a  per  modo  che  i  vertici  L  ,  M  per- 
corrano ordinatamente  le  rette  1  ,  m,  il  vertice  N  genererà  un  el- 
lisse C3  di  centro  0.  E  costruendo  il  circolo  OLM  ^  (U) ,  la 
retta  congiungente  il  suo  centro  U  al  punto  N  lo  segherà  in 
due  punti  P  ,  Q  tal  che  i  semiassi  di  es  saranno  i  segmenti 
OA  ,  OB  delle  rette  indefiìiite  OP  ,  OQ,  uguali  rispettivamente  ad 
NQ  ,  NP. 

Se  U  coincide  con  N  ,  C3  sarà  un  circolo;  e  se  il  circolo  OLM 
passa  per  N,  il  vertice  M  del  \7  LMN  si  muoverà  sopra  una  retta 
di  0. 

In  fatti,  indicando  con  R  il  punto  del  cerchio  (CT")  diametralmente 
opposto  ad  0,  si  descriva  il  cerchio  (O)  di  centro  O  e  di  raggio 
OR ,  il  quale  toccherà  (  U)  in  R,  Ora  ,  se  questo  ultimo  circolo 
rotola  nella  concavità  del  primo,  i  punti  L  j  M  ,  P  j  Q  percorreran- 
^^  [/)]  1®  rette  fisse  l^m^OP ,  OQ,  mentre  i  punti  P,QjU,N  sa- 
ranno sempre  allineati.  E  siccome  V  A  POQ  è  retto,  il  teorema 
è  dimostrato  ff)).  —  I  due  casi  particolari  dell'  enunciato  sono  e- 
videnti. 
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l)  Costruire  gli  assi  dell'  ellisse  C3,  individuata  da  suoi  semi- 
diametri coniugati  OA' ,  0B\ 

Sulla  J_  ad  OA*  condotta  per  B\  si  tagli  B'L=OA' 'j  e  tirata 
la  retta  r,  che  congiunge  B'  al  punto  medio  Udì  OL,  si  costrui- 
scano i  punti  P ,  Q,  nei  quali  r  è  segata  dal  cerchio  ^  di  centro 
C7  e  di  raggio  UO:  tagliando  sulle  rette  ortogonali  OP ,  OQ  i  seg- 
menti OA  ,  OB  uguali  rispettivamente  a  QB'  ,  PB' ,  saranno  OA  , 
OBf  in  grandezza  e  posizione,  i  semiassi  di  C3. 

Di  vero,  se  r  si  muove  in  modo,  che  i  punti  P ,  Qy  assegnati 
in  essa ,  percorrano  le  rette  ortogonali  OP  ,  OQ  ,  il  punto  B'  ge- 
nererà \g)]  un'  ellisse  e,,  i  cui  semiassi  sono  OA  ,  OB.  E  poiché 
PL  ,  QL  sono  J_  ad  OP ,  OQ,  sarà  L  il  centro  istantaneo  di  ro- 
tazione; e  quindi  si  avrà  in  LB'  la  normale  a  vs^  nel  punto  B^  y 
e  sarà  perciò  OA'  (che  è  J_  ad  LB')  la  posizione  del  diametro  con- 
iugato di  OB'  rispetto  a  C3^.  Inoltre,  essendo  LB'OA^R  un  punto 
del  cerchio  (j/,  gli  A  PLB'  ,  PO  A'  sono  ugnali;  e  quindi,  traspor- 
tando la  figura  composta  del  y  LPQ  e  della  retta  LB',  in  guisa 
che  questi  angoli  uguali  coincidano  e  il  segmento  LB'  coincida 
col  segmento  OA',  i  punti  P ,  Q  giaceranno  sempre  ordinatamente 
sulle  rette  OP ,  OQ,  mentre  il  puntò  B'  coinciderà  con  A'.  Dun- 
que B'  sarà  un  punto  della  conica  C3j,  la  quale  perciò  coinciderà 
con  C3. 

m)  Si  noti  quanto  segue. 

1.0  Costruendo  B'M^LB' ,  le  rette  indefinite  OP ,  OQ  ,  che 
sono  gli  assi  di  C3,  sono  le  bisettrici  degli  A  formati  dalle  rette 
OL  y  03f.— In  fatti ,  siccome  è  U  il  punto  medio  di  PQ  ed  è 
B'U\\OMj  sarà  0  (PQUM)  un  gruppo  armonico  di  raggi,  mentre 
OP  ,  OQ  sono  _1_  tra  loro  ;  e  quindi  OP ,  OQ  sono  le  bisettrici 
degli  A  formati  dalle  rette  OL  ,  OM, 

2.0  Dati  tre  punti  PQB'  di  una  retta  r,  se  questa  si  muove 
in  modo  che  P ,  Q  percorrano  due  rette  ortogonali  OP ,  OQ  di  un 
piano  e,  il  semidiametro  coniugato  OA'  di  OB'  neirellisse  C3  de- 
scritta da  B'  si  ottiene,  costruendo  il  punto  d'intersezione  L  delle 
J_  ad  OP ,  OQ  in  P ,  Q  e  tagliando  sulla  ±  ad  LB'  condotta  per 
0  un  segmento  OA'^LB. 

2'1.  a)  Dati  in  un  piano  o  due  punti  al  finito  UU'  (  reali  e 
distinti) ,  se  i  raggi ,  che  proiettano  da  UU'  un  punto  JW  di  e , 
rotano  nel  piano  o  intorno  ad   U ,  U'  secondo  dati  sensi  di  rota- 
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zione,  descrivendo  ritpettivameute  A  dati  w,  io'  (*) ,  le  novelle 
posizioni  di  tali  raggi  si  segheranno  in  un  punto  M^ ,  che  si  dirà 
corrispondente  ad  M  nella  trasformazione  cosi  definita, 

b)  I  punti  il/ ,  M^  si  corrispondono,  in  generale,  univocamente* 
Ma,  indicando  con  Q  il  punto  di  a  tale  che  i  raggi  UQ  ,  VQ 
coincidano  con  la  retta  UU^^q ,  dopo  le  suindicate  rotazioni ,  e 
con  P  il  simmetrico  di  Q  rispetto  a  g,  ai  ]^\inti  (singolari)  UjlT^  U 
cerrisponderanno  ordinatamente  gì'  infiniti  punti  delle  rette  U'P^ 
UP  ,  UU\ 

e)  Ad  una  retta  arbitraria  a  di  o  corrisponde  una  conica  o,,. 
che  passa  per  i  punti  UU'P:  poiché  i  fasci  dì  raggi,  che  proiet- 
tano da  U  y  U*  ì  punti  di  a,  sono  prospettivi,  e  quindi  diventano 
in  generale,  semplicemente  proiettivi,  mentre  P corrisponde  al  punto 
aq.  Inoltre,  posto  a*  U'Q=:L  ,  a-  UQ=.L\  i  raggi  UL  ,  U^U  diver- 
ranno, dopo  le  rotazioni,  le  tangenti  a  C3^  in   (7 ,  Z7'. 

Ma  se  a  passa  per  U  (o  per  t/'),  C3^  degenera  nella  retta  L''P 
ed  in  una  retta  di  U  (o  nella  retta  UP  ed  in  una  retta  di  C7'), 
e  se  a  passa  per  Q  ,  zz^  degenera  nella  retta  q  ed  in  una  retta 
di  P:  mentre  se  è  a^q^  sarà  rs^=UP^lPP,  e  se  è  a^UQ  {o=lPQ)^ 
sarà  a^^q'-U'P  {o^q-^UP). 

In  fine  ,  alla  retta  all'  infinito  r^  di  o  corrisponde  il  circolo 
^^^UU'P\  perchè  i  fasci,  che  proiettano  i  punti  di  r^  da  U ^  IP^ 
sono  direttamente  uguali,  e  tali  restano  quindi  dopo  le  rotazioni. 
d)  Siccome  i  fasci  che  proiettano  da  U ,  IT  i  punti  del  cir- 
colo y^.UU'Qy  sono  direttamente  uguali,  e  restando  pure  tali  dopo 
le  rotazioni  diventano  però  prospettivi  (perchè  i  raggi  UQ  ,  UQ 
coincidono  con  la  retta  q)^  ne  segue  che  a  ciascun  punto  di  7^  cor- 
risponde un  punto  air  infinito  di  a. 

In  conseguenza,  quando  a  non  passa  per  alcuno  dei  punti  UL^Q^ 
se  essa  è  esterna  a  )^  ,  cs^  sarà  un'  ellisse;  e  se  a  sega  )r  nei  punti 
A  y  D  (lo  tocca  in  A)  C3^,  sarà  un'  iperbole,  i  cui  assintoti  saranno 
Il  alle  posizioni  che  prenderanno  i  raggi  UÀ  ,  UB  dopo  le  rota- 
zioni (0  sarà  una  parabola,  che  avrà  un  diametro  nella  posizione 
che  prenderà  il  raggio  UÀ).  Sicchè,se  a  passa  pel  centro  0  di  */, 
e  solo  allora,  cs^  sarà  un'  iperbole  equilatera. 


(^)  Uno  degli  w  ,  io'  può  essere  anche  nullo. 
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e)  Le  coniche  corrispondenti  a  tutte  le  rette  di  e  costitui- 
scono il  sistema  (rete)  delle  coniche  circoscritte  al  v  UU'Pf  i 
cui  vertici  si  dicono  punti-base  della  rete. 

/)  Ai  raggi  ahc,  di  un  fascio  (S)  di  e  corrispondono  quindi 
le  coniche  a^c^Og...  del  fascio  [UWPSt]^^,  ^°v®  ^i  ^  ^^  punto 
corrispondente  ad  S  (*). 

Né  alcuna  delle  coniche  del  fascio  4>  è  esclusa.  In  fatti,  le  co- 
niche degeneri  P^S^U' ,  PU^^S^U ,  S^P^UU'  corriaponàono  ai 
raggi  SU ,  SU'  ,  /S'Q  del  fascio  (S).  E  se  ^  è  la  tangente  in  U 
ad  una  conica  C3  di  $,  indicando  con  t^  la  posizione  di  t,  quando 
ha  rotato  intorno  ad  U  dell'  A  to,  ma  in  senso  contrario,  e  posto 
t^  •  U'Q=K ,  C3  sarà  la  conica  corrispondente  al  raggio  8K, 

g)  Viceversa,  dato  il  fascio  di  coniche  [UU'PSi]=^,  e  fa- 
cendo rotare  intorno  ad  U ,  U'  i  fasci  di  raggi  che  proiettano  da 
U,  U'  ciascuna  conica  di  4>,  sino  a  che  i  raggi  UP  j  U'P  coin- 
cidono con  la  retta  UU' ,  si  trasformerà  4>  in  un  fascio  {S)  di 
raggi. 

Ciò  potrà  servire  a  dimostrare  dei  teoremi  sui  fasci  di  coniche 
a  punti -base  reali. 

/i)  Se  /S'  è  esterno  a  y^ ,  4>  costerà  d' infinite  iperboli  (tra  le 
quali  una  sola  equilatera),  d' infinite  ellissi;  e  di  due  parabole^  che 
separano  la  serie  delle  ellissi  dalla  serie  delle  iperboli.  £  se  /S'  è 
all'  infinito,  gli  assi  delle  due  parabole  sono  _L  tra  loro. 

Se  iS^  è  un  punto  di  ^  ?  ^  conterrà  solo  una  parabola,  ed  infi- 
nite iperboli  (tra  le  quali  una  equilatera) ,  che  hanno  tutte  un  as- 
sintoto  1 1  air  asse  dell'  unica  parabola. 

Se  iS'  è  interno  a  )r  ,  C3  conterrà  solo  infinite  iperboli  ;  ma ,  di 
esse  una  sola  è  equilatera,  o  lo  sono  tutte,  secondo  che  /S'  è  di- 
stinto da  0,  o  pur  no. 

Se  S  coincide  con  uno  dei  punti  UU'Q  ,  C3  sarà  degenere.  Cosi, 
p.  e.,  se  ò  S^Uj  ciascuna  delle  coniche  di  vs  consterà  della  retta 
U'P  e  di  una  retta  di   U. 

i)  Considerando  il  circolo  y=UHQRU' VU,  si  dimostri  quanto 
segue. 


(*)  Supponendo  nullo  T  A    co' ,    le  coniche  del  fascio   risultano 
circoscritte  al  y   UU'P  e  tangenti  tra  loro  ia  U. 
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Quando  S  è  interno  al  y  UU'Q  ,  fi',  giacerà  nel!'  interno  del 
V   UlTR 

Quando  S  giace  esternamente  al  y  ULPQ,  se  è  interno  al  seg- 
mento UHQ  (o  QRIT)  di  /,  S^  giacerà  nell'A  opposto  al  vertice 
dell'  A  UU'P  (o  dell'  A  U'UP);  e  ae  S  giace  nell'interno  del 
segmento  U*  VU  di  /  ,  8^  giacerà  nel!'  A  opposto  al  vertice  del- 
l' A    UPU'. 

Quando  8  è  un  punto  della  retta  UQ  (o  U^Q) ,  8^  coinciderà 
con  U'  (o  con  U)  ;  e  quando  8  giace  sopra  UU' ,  8^  coinciderà 
con  P.  Se  poi  8  giace  in  )r  ,  /S|  andrà  all'  infinito. 

Quando  8  è  h\  finito  ed  esternamente  a  y^  ,  S^  giacerà  esterna- 
mente al  V  UU'Pj  ma  in  uno  degli  A  del  y  stesso.  Se  però  S 
giace  all'  infinito,  8^  sarà  un  punto  di  )r, 

k)  Da  quanto  è  detto  in  h),i)  risulta  che ,  dati  i  punti-base 
UU'P8^  di  un  fascio  di  coniche,  se,  delle  7  regioni ,  nelle  quali 
il  sostegno  del  fascio  è  diviso  dai  lati  del  y  UD'Pj  s'indichino 
con  i  quella  interna  a  questo  y  e  quelle  date  dagli  A  opposti 
ai  vertici  del  y  stosso,  e  con  e  le  altre  tre  regioni,  secondo  che 
8^  giace  in  una  delle  regioni  io  e ,  il  fascio  conterrà  solo  iper- 
boli, o  conterrà  anche  infinite  ellissi  e  due  parabole. 

25.  Dati,  in  un  piano  o,  un  y  ABC^abc  ed  un'involuzione 
J  (dei  cui  punti  doppi,  se  reali,  nessuno  giaccia  sopra  alcuna  delle 
rette  abcy  e  il  cui  sostegno  p  non  passi  per  alcuno  dei  punti 
ABC)  j  e  posto  pa^L  ,  pb^M ,  pc^N,  e  costruiti  i  gruppi  ar- 
monici BCLV  ,  CAMM'  ,  ABNN^ ,  apparterranno  ad  uno  stesso 
fascio  le  coniche  C3  ,  y  ,  tj;,  che  passano  tutte  tre  per  i  punti  J 
(reali  o  immaginarii)  ,  e  delle  quali  la  prima  è  circoscrìtta  al 
y  ABCf  la  seconda  è  coniugata  al  y  stesso ,  e  la  terza  è  circo- 
scritta al  y  L'M^N\ 

Di  vero,  costruito  il  coniugato  L^  di  L  in  J,  e  posto  AL^-c£=iV\ 
sarà  L"  reciproco  di  L  rispetto  a  )^,  mentre  è  pure  V  il  secondo 
punto  d'  intersezione  di  a  con  ^j^  {}),  Indicando  quindi  con  a^iXaTt'.i 


(^)  Che  /y  sia  il  secondo  punto  d' intersezione  di  a  con  ^,  si 
dimostra  come  segue. 

Indicando  con  M^^N^  i  coniugati  di  Jlf,^in  J,  le  rette  AL^^BM^, 
CN^  concorreranno  in  un  punto  ZT,  Ma  posto  BM^  •  b^AP'jCX^  •  c^V", 
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le  involazioni,  che  e  , /^ ,  ({/  determinano  in  a ,  si  avrà  cs^^^C, 
y^^JJC,  V*h\  i^^=TJ*L\  Ma  essendo  y^  ,  n^  armoniche  tra  loro, 
il  loro  prodotto  \BC ,  L"Z/'|=^,  è  un^involiizione  armonica  a  /ai^u» 
mentre  è  pure  armonica  a  (p^.  Dunque  i  tre  assi  di  sintesi  associati 
ad  a  nelle  coppie  di  coniche  C5/^  ,  /^^  >  ^^  i  concorreranno  nel 
punto  di  a  coniugato  di  L  in  J^.  Ma  similmente  si  vede  che 
essi  concorrono  in  un  punto  di  ò.  Dunque  questi  tre  assi  di  sin- 
tesi debbono  coincidere  in  una  stessa  retta  p^  ;  ossia  il  teorema  è 
dimostrato. 

Come  caso  particolare  si  deduce  che,  il  cerchio  circoscritto  j  il 
cerchio  coniugato^  e  il  cerchio  dei  nove  punti,  relativi  ad  uno  stesso 
V;  hanno  lo  stesso  asse  radicale, 

26.  Se  uu'  è  una  coppia  di  rette  congiunte  [eserc.  14],  rela- 
tive ad  una  conica  C3,  e  se  <{/  è  un'  iperbole  di  assintoti  ti  ,  u',  i 
4  punti  C3.^  apparterranno  ad  un  cerchio. 

E  se  vt'  è  un'  altra  coppia  di  rette  congiunte  a  n,  i  punti,  nei 
quali  u  ,  u'  segheranno  vv\  apparterranno  ad  un  altro  circolo. 

27.  a)  Dati  due  triedri  (reali  o   immagi narii)    autoreciproci 
ad  un  cono  V  di  2.^  grado j  reale  o  immaginario  e  di  vertice  S  , 
esistono  {234j  e)  nella  siella  [S]    due    coni    (reali)    di  2.»   grado  , 
polari  reciproci  rispetto  a  y,  dei  quali  uno  è  circoscritto  ai    due 
dati  triedri,  e  V  altro  è  iscritto  in  essi. 

In  particolare,  si  applica  questo  teorema  a  due  triedri  trirettan- 
goli  di  una  stella  \S]'^  perchè  questi  sono  autoreciproci  all'  asso- 
luto di  [S\. 

b)  Se  in  un  cono  reale  "V  di  2,^  grado  esistono  tre  genera- 
trici che  costituiscono  un  trìspigolo  trirettangolo ,  V  possederà 
(234,  g)  infinite  terne  di  tali  generatrici, 

e)  E  noto  [225^  i),  3.o  e  4.^]  che^  date  due  coniche  C3  ,  C3i  di 
un  piano  a ,  non  bi tangenti ,  e  tali  che  una  almeno  sia  immagi- 
naria, queste  coniche  hanno  una  sola  coppia  di  umbilichi  (reali   e 


e  costruiti  i  gruppi  armonici  AHL^V\  BHM^M'^* ,  Cim^N"\  sarà 
L"M^^N''  il  V  diagonale  del  quadrangolo  ABCH\  ed  il  luogo  dei 
poli  di  p,  rispetto  alle  coniche  del  fascio  [ABCH\  è  una  conica, 
circoscritta  al  V  VM^^N'^ ,  e  che  contiene  i  punti  I    ed   i  punti 
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distinti),  i  quali  sono  situati  sopra  una  bipolare  g.  Quindi,  dual- 
mente, considerando  in  una  stella  [8]  un  cono  Y  di  2.o  grado  e 
Tassolnto  T'  di  [S\  esistono  due  piani  reali  e  disttnti  p,p'  di  N 
appartenenti  ad  una  bipolare  a  di  U^  ,  V  e  tali  che  due  rette 
qualunque  r ,  i\  reciproche  a  Y  e  situate  in  p  (o  in  p'J  sono 
pure  tali  in  V;  e  quindi  r  ,  r^  sono  J_  tra  loro,  ed  a  è  un  asse 
di  Y  (perchè  il  piano  polare  a  di  a  rispetto  a  V  è  pure  tale  ri- 
spetto a  Y'). 

Dunque ,  se  ^  è  un  cono  di  2,^  grado  di  vertice  S,  ma  non 
dì  rivoluzione  ,  esistono  due  piani  pf'  di  S  (che  diremo  ciclici^ 
reali  e  distinti y  appartenenti  ad  un  asse  &  di  Y  ,  e  tali  che  le 
involuzioni  (p),  (p')  di  V  siano  circolari.  In  conseguenza,  T  deter- 
mina un  circolo  (reale  o  immaginario)  sopra  ogni  piano  \\  ad  uno 
dei   suoi  piani  ciclici  (*). 

Se  'V  è  di  rivoluzione  intorno  ad  a,  i  piani  p  ,  p'  coincidono  col 
piano  X  ad  e^  nel  vertice  S  di  V. 

28.  Se  (a),(n')  sono  due  fasci  di  piani,  i  cui  sostegni  a,  a*  si 
segano  in  un  punto  al  finito  U,  e  si  conducono  i  piani  a  ,  a'j_  ia  U 
ordinatamente  ad  a,a',  il  luogo  delle  intersezioni  dei  piani  di  (a), 
(a')j„  tra  loro  è  un  cono  V  di  2.^  grado,  che  ha  a  ,  a'  per  piani 
ciclici;  ed  ogni  piano  pj.  al  piano  aa' y  ma  non  appartenente  ad 
alcuno  dei  fasci,  sega  Y  secondo  una  conica  ts,  che  ha  per  uno 
dei  suoi  assi  la  intersezione  dei  piani  p,  aa\ 

Il  cono  Y  può  essere  generato  ancora  dal  lato  V  di  un  A  retto 
//'  di  vertice  CT,  il  cui  piano  roti  intorno  ad  a ,  mentre  il  lato  / 
si  muove  nel  piano  a. 

Se  il  punto   U  giace  all'  infinito.? 

29.  Dati  tre  punti  ABC  sopra  un'assegnata  conica  C3,  e  con- 
dotta Ja  tangente  e  a  cs  in  (7,  costruire  la  conica  C3',  che  abbia 
con  n  un  contatto  tripunto  in  A,  passi  per  B,  e  tocchi  la  retta  e. 


(^)  Siccome  le  coniche  ss  ,  t3|  hanno  pure  una  sola  coppia  di 
assi  associati  di  sintesi  ,  reali  e  distinti ,  ed  appartenenti  ad  un 
bipolo,  ne  segue  che  in  un  piano  principale  del  cono  T  esistono 
due  rette  f ,  /',  tali  che  due  piani  reciproci  a  V,  ed  appartenenti 
ad  f  (o  ad  f),  sono  _L  tra  loro. 

Queste  rette  saranno  chiamate  focali  del  cono  W  [cfr.  nota  a 
pag.  676]. 


-  745  — 

30.  Due  coppie  Aa  ,  Bb  dì  poli  e  polari  individuano  un  fascio- 
schiera  di  coniche,  delle  quali  ciascuna  è  individuata  da  due  punti 
reciproci  ad  essa. 

31.  Luogo  dei  punti  di  una  correlazione  piana,  che  apparten- 
gono alle  rette  corrispondenti,  ed  inviluppo  di  queste  rette. 

a)  Nell'es.  39  a  pag.  602  si  fece  la  classificazione  delle  correla- 
zioni piane  non  degeneri;  e  noi  conserveremo  qui  le  notazioni  ivi 
usate.  Però  quando  vorremo  parlare  separatamente  di  quelle  cor- 
relazioni considerate  in  l.o,  2.<>,  3.o,  4,o  5.<^  dell'es.  suddetto,  le  indi- 
cheremo ordinatamente  con  T,  ,  Tg  ,  Fg  ,  r4  ,  Pg;  ma  intendiamo  che 
in  questo  esercizio,  allorché  parleremo  in  generale  di  una  corre- 
lazione piana  F,  sia  sempre  esclusa  la  F4,  a  meno  che  non  si  dica 
espressamente  il  contrario. 

Rammentiamo  poi  che  le  proietti  vita  Fa  ,  F^  ,  determinate  da 
F  rispettivamente]  in  A  j  a',  sono  le  proiettività  caratteristiche 
J^4j  ,  \a'\  dell'  omografia  F*  (^j:  e  F^  ha  quindi  per  vertici  del  suo 

V  fondamentale  (    ,]  il   punto    ^    e   i    due    punti    uniti    di    ja'j. 

Sicché  questi  ultimi  due  vertici  sono  immaginarii  per  F|*,  sono 
due  punti  reali  e  distinti  B  ,  C  per  Fg^,  coincidono  in  un  punto 
B  per  Fg",  e  coincidono  con  A  per  F^^ 

In  fine,  indicando  sempre  con  »ni,7n_i  (o  i?^  ,  i2_,)  le  rette  cor- 
rispondenti ad  un  punto  M  (o  i  punti  corrispondenti  ad  una  retta 
r)  ordinatamente  in  F  ,  F"^ ,  è  evidente  che  tn^^  ,  m^  (0  R^^jB^) 
ai  corrisponderanno  in  F^. 

6)  In  una  correlazione  piana  F,  essendo  m^m^^^N  un  punto 
appartenente  ad  m^  ed  th^j,  le  rette  7i_|,n,,  che  corrispondono  ad 
N  ordinatamente  in  F"*,F,  passeranno  per  M.  E  noi  chiameremo 
biconiugati  in  F  due  elementi  omonimi  (come  p.  e.,  M,  N)  tali 
che  gli  elementi  corrispondenti  ad  uno  di  essi  in  F  ,  F~^  appar- 
tengono air  altro  sicché  solo  quando  w,  ,  7n_,',  (o  i^,  ,  /?_,)  coin 
cìdono,  il  punto  3/  (0  la  retta  r)ha  infiniti  punti  biconiugati  (0 
infinite  rette  biconiugate)  (^) 


(*)  Per  F,i  le  \A\  ,  \a^\  sono  due  identità,  e  F4^  é  un'  omologia 
di  centro  A  ed  asse  a'. 

(*)  Li  F4,  ad  una  retta  qualunque  r  dì  A  corrisponde   involu- 
Sannia  —  Geometria  proiettiva,  94* 
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Inoltre  siccome  ai  punti  MXM'..,  della  retta  MK^r  corrispon- 
dono in  r   le  rette  m^7i^m\.„  del  punto  JR^f  posto  rm'^^A^ ,  si 

avrà  la  proiettività    involutoria    (r)^^vr„  e  quindi  la    retta/**j 

di  i?p  che  corrisponde  ad  N'  in  F,  passerà  per  3/'.  Ma,  essendo  y 
un  punto  di  m^'^  la  retta  ii'.,^  di  i^.j,  che  corrisponde  ad  X*  in 
T~^  passerà  pure  per  M\  Dunque  il  biconiugato  N*  di  un  punto 
qualunque  M'  di  r  giace  sulla  retta  r. 

In  fine,  la  retta  MN  passa  per  A,  Poiché  ,  per  F,  ,  P^  ,  Tj ,  i 
punti  A  ,  AM'g'^A'  sono  punti  biconiugati  situati  sulla  retta 
AMA^'^  e  perciò  il  biconiugato  N  del  punto  M  della  retta  AMA' 
deve  giacere  sulla  retta  stessa,  ossia  la  retta  MX  deve  passare  |>er 
A,  Per  Tg  poi,  siccome  il  biconiugato  del  punto  MX^a*  è  A,  la 
retta  MN  deve  passare  per  A, 

Dal  sin  qui  detto,  e  dalla  dualità,  si  hanno  i  seguenti  teoremi. 

In  una  correlazione  piana  F, 


due  punti  biconiugati  sono  alli- 
neati con  A:  e  sopra  ogni  retta 
V  di  A  esistono  itifinite  coppie  di 
punti  biconiugati,  le  quali  costitui- 
scono un^ involuzione  J^.  Inoltre,  \^ 
è  in  generale  iperbolica  o  ellittica; 
ed  è  parabolica  solamente  in  Fg, 
quando  è  r^AB,  ed  in  Fg,  quando 
è  r^AB,  o^AC.  In  fine,  se  i 
punti  doppi  di  ìy.  sono  reali,  eia- 
scuno  è  un  jy unto  che  appartiene 
alla  retta  corrispondente  in  V 
(punto  unito). 


due  rette  biconiugate  concorrono 
sopra  a';  e  per  ogni  punto  K  di 
a'  passano  infinite  coppie  di  rette 
biconiugate,  le  quali  costituisco- 
710  U7i'  iìivoluzione  Jr.  Inoltre  J  & 
è  in  generale  iperbolica  o  ellittica: 
ed  è  parabolica  solamente  in  F^, 
quando  è  R^B,  ed  in  Fj,  quando 
è  R^B,  o==C.  In  fine,  se  i  raggi 
doppi  di  Jr  sono  reali,  ciascuno 
appartiene  al  punto  corrispon- 
dente in  F  (retta  unita) 


e)  In  una  correlazione  piana  T,  se  v  è  una  retta  nonappar- 


toriamente  il  punto  ra'^A',  il  quale  è  quindi  biconiugato  a  qua- 
lunque punto  M  di  r. 

Inoltre,  in  F4,F4"*,  i  punti  corrispondenti  ad  una  retta  non  ap- 
partenente ad  A  sono  allineati  con  -4  e  le  rette  corrispondenti  ai 
un  punto  non  appartenente  ad  a'  si  segano  sopra  a\ 
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teneìite   ad  alcun  vertice  del    V  fondamentale  (    ,  )  dell'omografia 

Pg,  «7  luogo  dei  punti  N,  hiconiugati  dei  punti  M  di  r,  è  una  co- 
nica (}/  (reale  e  non  degenere) ,  la  quale  passa  per  i  punti  R|,R_|,  è 

circoscritta  al  \/  l    ,  K    e    la    sua    tangente  in  A  passa  pel  punto 

ra'=L:  ma  se  r  passa  per  A  y  sarà  <|^^r"*'a' ,  e  «e  r  passa  per  B 
m  Ps  (o  in  Pg),  sarà  d/^r'"^b',  dove  è  r'  una  retta  di  C  (o  rfi  B). 
In  fine  ,  se  è  r^a' ,  in  Pj  e  P5  ciascun  punto  di  r  ha  A  per  hi- 
coniugato'^  in  Pj  è  4'^b''^c',  e  en  Pg  è  (j;^b'"^b':  e  «e  in  P3  (o  m 
Pj)  è  r=b',  «ard  ^=a'-"c'  (oE^a'^b')  (*). 

In  fatti,  se  3/  percorre  la  retta  r.  le  rette  w.,  ,  W|  roteranno 
intorno  ai  punti  i?.|  ,  R„  descrivendo  [a)]  due  fasci  proiettivi;  e 
il  luogo  del  punte  N^m^^m^  è  perciò  una  conica;  che  passa  per 

/?_,  ,  i?|,  ed  è  circoscritta  al  v  (%)•  ^^  ^  punti  Af ,  jV giaccio- 
no [^)]  sopra  una  retta  di  A;  e  quindi  ^  può  essere  generata  dai 
raggi  AN,R^^N  di  due  altri  fasci  proiettivi.  In  conseguenza,  poi- 
ché per  M^L  si  ha  N^A,  e  i  i*aggi  ANJR_^N  diventano  AL,R^^Ay 
ne  segue  che  AL  è  la  tangente  di  4  in  A. 

.  Se  r  passa  per  A  è  [6)]  evidentemente  ò=7'"^a',  osservando  che 
ad  A  sono  hiconiugati  tutt'  i  punti  di  a'.  E  se  in  Pg,  0  in  Pg,  r 
passa  per  B^  i  punti  R^^R^^  giacciono  in  6',  ed  i  fasci  (72_,),(i?i) 
sono  prospettivi;  e  perciò,  in  Pg,tj/  degenera  in  h*  e  nelF  asse  r' 
di  prospettiva  dei  due  fasci.  Ma,  in  P3  è  (7  biconiugato  del  punto  re', 
e  quindi  r'  passa  per  C:  e  per  P^  si  dimostra  che  r'  passa  per  jB, 
osservando  che  se  il  punto  r^a'^N  fosse  distinto  da  B,  la  retta  AN 
segherebbe  r  [6)]  nel  punto  biconiugato  M  di  ^y,  ed  M  sarebbe 
distinto  da  A,  che  è  il  solo  biconiugato  di  A^;  assurdo. 

Il  resto  del  teorema  è  evidente;  e  si  lascia  allo  studioso  Tenun- 
ciato  della  proposizione  duale. 

S  noti  però  che,  se  ^  ha  con  r  punti  reali  comuni,  questi  sono 
punti  uniti  di  P. 

d)  Scj  di  ogni  punto  M  del  piano  a  di  una  correlazione  piana 
Ty  si  costruisce  la  polare  m'  rispetto    alle   rette  m.,  ,  m,  ,  la  cor- 


(^)  in  P4  il  luogo  dei  punti  biconiugati  dei  punti  di  una  retta 
non  appartenente  ad  ^  è  la  conica  a*'^r\  dove  è  èr=/l«ra'. 


—   748  — 

rispondenza  Tl^  tra  M  ed  m^  è  una  polarità  piana j  e  la  trasformata 
Ilg  di  Hi  mediante  T  è  un^ altra  polarità  piana,  nella  quale  il  polo 
di  una  retta  qualunque  di  a  sarà  il  polo  dei  punti  che  le  cor- 
rispondono in  r^^  e  r. 

Inoltre,  II,  ,  IT^  si  corrispondono  involutoriamente  in  P,  hanno 
amendue  A  per  polo  di  a',  e  il  loro  prodotto  è  un^ omologia  di  cen- 
tro A  ed  asse  a'. 

In  fine,  se  la  correlazione  piana  ha  punti  uniti,  le  coniche  fon- 
danientali  C3,  ,  Cg  di  IT|  ,  11^  sono  reali  e  sono  ordinataìnente  il 
luogo  dei  punti  uniti  e  V  inviluppo  delle  rette  unite  deXla  correla- 
zione stessa;  ma  queste  coniche  n,  ,  C32  sono  hitangenti,  con  A  ,  a' 
come  polo  e  corda  del  contatto,  per  F,  e  per  V^:  per  V^  hanno  un 
contatto  qùadripunto  nel  punto  A  della  loro  tangente  comune  a'; 
e  per  F^  degenerano  rispettivamente  in  due  rette  reali  e  distinte  di 
B  e- in  due  punti  reali  e  distinti  di  b'  (*). 

Di  vero,  se  J/ percorre  una  retta  arbitraria  r  di  e,  le  rette  w_,,m, 
descriveranno  intorno  ai  punti  i2_,,i^,  due  fasci  proiettivi  alla  pun- 
teggiata generata  da  M,  e  tali  che  r7n..,^3f_|  ,  M  ,  rm^^M^  sa- 
ranno punti  successivamente  corrispondenti  nella  proiettìvità  T^, 
che  r  determina  in  r.  In  conseguenza,  posto  rm^M*j  si  avrà  in 
MM^MyM^^  un  gruppo  armonico,  ed  M,M*  saranno  punti  coniugati 
nell'  involozione  unita  J,.  di  T^.  E  da  ciò  segue,  che  nella  corri- 
spondenza n,  al  punto  3/'  corrisponderà  una  retta  di  M, 

Ma  la  conica  (|;,  luogo  dei  punti  N=Bm_^m^,  biconiugati  dei  punti 
M  di  r,  passa  per  i  punti  fissi  A,R^^,R^,  ed  w'  passa  per  il  punto 
N  di  ò,  mentre  i  punti  M,N  sono  allineati  con  A,  In  conseguenza, 
indicando  con  R  il  secondo  punto  d'  intersezione  di  iw'  con  ^,  il 
gruppo  di  raggi  N{R_^R^AR)  sarà  sempre  armonico,  al  variare  di 
M\  e  perciò  R  è  un  punto  fisso  della  retta  NR^m\  Dunque,  poi- 
ché ad  M'  corrisponde  in  III  una  retta  dì  M,  la  retta  m'  genera 
intorno  ad  R  un  fascio  involutorio  con  la  punteggiata  generata 
dal  punto  M  ossia  n^  è  una  polarità. 

Le  proprietà  stesse  poi  della  trasformazione  di  n,  in  0^,  me- 
diante r,  dimostrano  evidentemente  che  M^  si  costruisce  come  è 
detto  neir  enunciato,  e  che  V  muta  TTg  in  Hj. 


(^)  Per  r4  ,  C3,  degenera  nella  retta  doppia    a' ,  e  cs^   degenera 
nel  punto  doppio  A* 
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Applicando  al  punto  A  (o  alla  retta  a')  la  costruzione  data  per 
trovare  la  polare  di  un  punto  in  IT,  (o  il  polo  di  una  retta  in  ITg), 
risulta  che  A  è  polo  di  a'  in  TI,  e  in  Ilg. 

Ora,  poiché  P  muta  IT|  in  TTg  e  llg  in  II|,  T  muterà  T  omogra- 
fia IliIIg  nella  sua  inversa  IlgTT,;  e  perciò,  non  essendo  F  una  po- 
larità, IIiIIj  dev'essere  un'omologia  di  centro  A  ed  asse  a'. 

Per  la  correlazione  V^  le  O^  ,  Ilg  sono  degeneri,  —  In  fatti , 
se  r  è  una  retta  qualunque  di  A  ,  che  seghi  a'  in  /?,  i  punti 
i?— ,  ;  B,\  giacciono  in  a',  ed  i?_,  ,  E  ^  R^  sono  punti  successiva- 
mente corrispondenti  nella  proietti  vita,  che  1'  omografia  Fg^  deter- 
mina in  a',  proiettività  che  ha  i?  per  unico  punto  unito.  Sicché 
il  gruppo  R^^R^RB  è  armonico  ossia  i?  è  il  polo  rispetto  a  ITg, 
di  una  qualunque  retta  di  A. 

Inoltre,  per  Fg,  due  rette  r  ,  r'  di  B  (dove  r'  è  la  retta  che , 
insieme  con  b\  costituisce  [e)]  il  luo^o  dei  punti  biconiugati  dei 
punti  di  r)  proiettano  due  punti  biconiugati  di  una  retta  s  di  A\ 
e  perciò,  al  variare  di  r,  le  rette  r  ,  r'  generano  un'  involuzione 
J.  Dunque,  se  Fg  ha,  oltre  B^  altri  punti  uniti,  J  sarà  iperbolica, 
e  i  suoi  raggi  doppi  e  ,  /  costituiranno  il  luogo  dei  punti  uniti  di 
Fjj,  non  potendo  esservi  in  Fg  un  punto  unito  M  non  appartenente 
ad  e  o  ad  /",  poiché  una  retta  di  A/,  che  seghi  e  ,  /  in  punti  di- 
stinti, conterrebbe  tre  punti  uniti;  assurdo.  Dualmente  si  ha,  che 
due  punti  reali  e  distinti  di  6'  costituiscono  l'inviluppo  delle  rette 
unite  di  Fg. 

Per  F,  ,  F3  ,  F5,  se  esiste  un  punto  unito  M  (in  F3  ,  F5,  tali  punti 
esistono  sempre),  siccome  w_j  ,  7»,  debbono  allora  passare  per  3/, 
anche  wt'  passerà  per  M\  e  perciò  IT,,  che  non  è  degenere,  avrà 
la  conica  fondamentale  reale  C3,,  i  cui  punti  sono  evidentemente 
punti  uniti  nella  suddetta  correlazione.  E  si  vedrà,  ragionando  come 
si  è  fatto  per  Fg,  che  i  soli  punti  di  t3,  sono  punti  uniti  nelle 
correlazioni  stesse.  Essendo  poi  IIilIg^TTglTi  un'  omologia  di  cen- 
tro A  ed  asse  a\  risulta  (225,  a,c)quanto  é  detto  nella  fine  del- 
l' enunciato. 

Si  noti  ancora  che,  per  F,  ,  F3  ,  Fs,  il  centro  di  TTg  è  il  punto 
medio  del  segmento  compreso  tra  i  punti  limiti  della  correlazione^ 
ossia  tra  i  punti  che  corrispondono  alla  retta  all'infinito  nella  cor* 
relazione  e  nella  sua  inversa. 


I 
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32.  Sulle  coniche,  che  trasformano  una  data  conica  zs  nelk 
stessa  C3. 

a)  È  noto  che  la  condizione  necessaria  e  sufHciente  affiachè. 
di  due  coniche  ts^cs,  (reali  o  immaginarie)  di  un  piano  Cj  Tuna  sia 
polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  all'altra,  è  che  sia  oc3,^=r3jS5, 
ossia  che  il  prodotto  delle  due  coniche  sia  un'omologia  armonica. 

Indicando  poi  con  S ,  s  il  centro  e  V  asse  di  questa  omologia 
armonica,  le  coniche  n  ,  n^  saranno  (225,  a)  bitangenti,  con  S ,  « 
per  polo  e  corda  del  contatto. 

Inoltre,  data  una  conica  C3,  ed  assunto  nel  suo  piano  e  un  ponto 
arbitrario  Sj  la  cui  polare  s  non  appartenga  ad  S\  il  prodotto  di 
C3  e  deiromologia  armonica  [S ,  s]  sarà  Tunica  conica  che  trasforma 
C3  in  C3,  tra  tutte  le  coniche  bitangenti  a  C3  e  con  S  per  polo  del 
contatto.  —  E  noi  indicheremo  con  tSs  la  conica  cosi  costruita^  e 
chiameremo  S  e  zs^  punto  e  conica  corrìspondtinti  0) 

b)  Conducasi  per  S  nel  piano  a  una  trasversale  m,  e  si  de- 
terminino la  polare  m ,  rispetto  a  C3 ,  di  un  punto  arbrtrario  M 
di  u,  e  la  retta  m^  corrispondente  ad  m  in  [S ,  s]:  posto  tis^S\ 
ii7ni.=M' ,  unij^M^y  le  involuzioni  [SS^ ,  AfM']  ,  [SS'  ,  JiJ/J  sono 
di  specie  differenti,  e  rappresentano  le  due  coppie  di  punti  w-C3 
W'C3S  ,  armoniche  alla  coppia  SS'  e  tra  loro  (perchè  il  prodotto 
di  queste  involuzioni  è  V  involuzione  SS'). 

In  conseguenza,  se  la  conica  a  è  reale,  ed  ^  è  interno  a  C3,  la 
conica  t3g  sarà  immaginaria  ;  ma  in  ogni  altro  caso  C3g  sarà 
reale. 

Sempre  però,  conduoendo  per  S  una  retta  u  che  seghi  s  in  S\ 
la  coppia  di  punti  w-C3g  è  definita  dalla  condizione  di  essere  ar- 
monica alle  coppie  di  punti  SS'yU'ZZ. 

e)  Data  una  conica  reale  C3,  ed  assunto  nel  suo  piano  e  un 
punto  S,  la  cui  polare  «  seghi  zs  nei  punti  .4  ,  i?,  se  si  conduce 
per  S  una  trasversale  arbitraria  u ,  la  quale  seghi  C3  in  C ,  /> , 
il  luogo  dei  punti  AC'DBe^ì\  ,  AD-BC=Dj^,  al  variare  di  m,  è 
la  conica  n^   . 

Di  vero,  essendo  ACBD  un  quadrangolo  semplice  iscritto  in  a, 
la  retta  C^D^=u^  passa  per  S  e  pel  punto  //  d'intersezione  delle 


(^)  Due  coniche  w,C3g   tali,  che  l'una  sia  trasformata  in  se  stessa 
dall'  altra  diconsi  coniugati  rispetto  al  punto  S. 
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tangenti  a  C3  in  C,/),  ed  il  gruppo  SflC^D^  dev'essere  armonico;  e 
quindi  //  coincide  col  punto  aui.  Ma,  posto  su^K^  è  C^D^K  un 
SJ  autoreciproco  a  C3.  Dunque  [h] ,  i  punti  C^  ,  Z),  appartengono 
alla  conica  css  ?  perchè  separano  armonicamente  le  coppie  di  punti 

d)  Ora  poiché  la  polare  di  C,  rispetto  a  C3  è  DjiT,  ed  i  punti 
// ,  S  separano  armonicamente  le  coppie  di  punti  C,Z>, ,  Wj'O,  ne 
segue  [b)]  che  S  è  un  punto  della  conica  C3      corrispondente    al 

punto  C|. 

Inoltre,  se  r  è  una  tangente  di  ca  ,  siccome  C3  trasforma  C3  in 
r3g  ed  r  nel  suo  polo  B  rispetto  a  C3 ,  ne  segue  che  C3g  deve 
passare  per  A*. 

Dunque,  data  una  conica  C3,  il  luogo  dei  punti  S,  corrispondenti 
alle  coniche  C3„  che  passano  per  un  dato  punto  C.  esterno  a  C3  (o 
che  toccano  un'assegnata  segante  r  di  cs),  è  la  conica  corrispon- 
dente al  punto  C^  (o  la  conica  corrispondente  al  polo  R  di  r  ri- 
spetto a  ss). 

e)  Dati  due  punti  L  ,  M  esterni  ad  un'  assegnata  conica  C3  , 
e  due  seganti  Z,w  di  C3,  esistono  in  generale  quattro  coniche,  che 
trasformano  C3  in  C3  ,  e  che  passano  per  L^M  o  che  toccano  m,l, 
o  che  passano  per  L  e  toccano  l  (supposto  che  L  non  sia  il  polo 
di  l  rispetto  a  a). 

/)  Indicando  con  G ,  g  il  polo  e  la  corda  del  contatto  di  un 
fascio-schiera  ^  di  coniche  bitangenti. 

1,^  le  coppie  c5jC3/  ,  0202 '>  •  •  •  di  coniche  di  4>,  polari  reci- 
proche rispetto  ad  un'assegnata  conica  C3  di  <P,  costituiscono  un'in- 
voluzione, i  cui  elementi  doppi  sono  C3,  e  la  conica  n',  coniugata 
di  C3  rispetto  al  punto   G. 

2.0  le  coppie  di  coniche  coniugate  C3j^C3"j  ,  cSgCS^", .  . .  appar- 
tenenti a  <P  ,  costituiscono  un'  altra  involuzione ,  che  ha  per  ele- 
menti doppi  le  coniche  degeneri  di  <I>. 

g)  Considerando  una  conica  qualunque  a,  e  le  coniche  e  ,C3„,C3q 
coniugate  di  cr  ordinatamente  rispetto  ai  vertici  E^FjG  di  un  V 
autoreciproco  a  w,  si  hanno  quattro  coniche^  che  sono  coniugate 


(^)  È  facile  vedere  che  e:  ;  CJg  si  corrispondono  in  due  omolo- 
gie armoniche,  V  una  di  centro  A  ed  asse  SBj  l'altra  di  centro  B 
od  asse  SA. 
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a  due  a  due,  hanno  EFO  per  comune  v  antoreciproco,  e  di  esse 
una  sola  è  immaginaria. 
«,y(         33.  Sulle  coniche  bitangenti. 

a)  Premettiamo  alcuni  teoremi,  già  implicitamente  o  esplici- 
tamente noti. 

Rispetto  a  due  coniche  bitangenti  C3 ,  o^  (reali  o  immaginarie^, 
e  che  abbiano  S  ,  s  per  polo  e  corda  del  contatto. 


].o  le  polari  p,Pi  di  un  ptmto  P, 
non  bipolo  ,  si  segano  sopra  la 
retta  s  (})\  e  quindi j  di  due  punti 
bireciprocij  uno  appartiene  «ew- 
pre  ad  s: 

2.0  se  ^  è  una  conica  che  pas- 
sa per  i  due  punti  s  •  C3  =  s  •  83^ 
{reali  o  iminaginarii) ,  ma  che  \ 
non  appartiene  al  fascio-schiera 
[c3,C3i],  gli  assi  di  sintosi,  associa- 
ti ad  s  nelle  coppie  di  coniche 
c}^C3,tj;c3j,  concorrono  (173,  q)  in 
un  punto  di  s  (^). 


i  poli  P,P|  di  una  retta  p,  non 
bipolare^  sono  allineati  col  pun- 
to ^\  e  quindi,  di  due  rette  bi- 
reciproche,  una  appartiene  sem- 
pre ad  S: 

se  le  due  tangenti  S-zz^^-cs^ 
(reali  0  immaginarie)  toccano  una 
terza  conica  ^';  che  non  appar- 
tiene al  fascio-schiera  [CjCj,  gli 
umbilichi,  associ cUi  ad  S  nelle  cop- 
pie di  coniche  <j''c3,t''c3|,  sono  al- 
lineati con  S  (') 


(^)  Il  punto  ps,  essendo  un  bipolo,  ò  bireciproco  a  /^  e  perciò 
il  punto  j)s  appartiene  a  p^, 

(-)  Se  sono  reali  i  punti  di  contatto  A  ,  B  dì  x,C3|,  questo  teo- 
rema si  applica  anche  alla  conica  degenere  '^/^Z**"/',  dove  le  rette 
l  ,  V  passano  rispettivamente  per  A  ^  B.  In  conseguenza,  se  S3,c^ 
sono  due  iperboli,  che  hanno  gli  stessi  assintoti  tyt'j  un  All'  i  cui 
lati  sono  11  a  £ ,  t\  determina  ordinatamente  in  C3,C3^  due  corde  |{. 
E  se,  per  una  Oj  delle  due  iperboli,  si  assume  l'iperbole  degenere 
f^t'^  si  ricade  nel  teorema  del  n.o  93,   ò). 

(^)  Se  le  tangenti  S'ts^S'CSi  sono  due  rette  reali  a, 6  questo 
teorema  si  applica  ancora  alla  conica  degenere  ^'^L^L',  dove  i 
punti  L  ,  U  appartengono  rispettivamente  ad  a  ,  ò. 
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ò)  Se  S3j  ,  ©2 ,  «3  sono  tre  coniche  {reali  o  immaginarie) ,  e  le 
prime  due  sono  hitangenti  alla  terza,  con  S^  ed  Sj,  Sg  ed  Sg  ordi- 
natamente per  poli  e  corde  del  contatto,  il  punto  8iS2=G  sarà  un 
bipolo  di  C3i,t32,  di  relativa  polare  S^Sj^g;  ed  indicando  con\G,ìg 
le  involuzioni,  che  rappresentano  le  coppie  di  assi  di  sintosi  e  di 
umbilichi  appartenenti  a  G ,  g,  saranno  SjSg  ,  SjS^j  coppie  di  ele- 
menti coniugati  rispettivamente  in  Jg  ,  L. 

Di  vero,  il  punto  (?  è  un  bipolo  di  ts^ ,  o^  >  Perchè  tale  è,  tanto 
rispetto  a  ts^^ts,  quanto  rispetto  a  cs^^cs.  Inoltre,  rispetto  a  cs^,  C3, 
un  punto  arbitrario  Jf,  di  s^  è  un  bipolo  ,  la  cui  corrispondente 
bipolare  S^M^  segherà  s^  in  un  punto  3/^  bireciproco  di  My  In 
conseguenza ,  la  polare  di  M^  rispetto  a  C3  ,  dovendo  passare  per 
M^  ed  S^  j  sarà  la  retta  /S^A/|  ;  e  questa  sarà  qnindi  anche  la  po- 
lare di  M^  rispetto  a  a^.  Dunque,  M^M^  sono  bireciproci  a  C3j ,  a,» 
e  perciò  (224,  e)  le  rette  s^  ,  «^ ,  che  proiettano  M^  ,  ilfj  da  6r , 
saranno  raggi  coniugati  in  J^. 

La  dualità  dà  la  rimanente  parte  del  teorema  Q), 
Si  notino  i  seguenti  casi  particolari,  lasciando  gli  altri  allo  stu- 
dioso. 


{})  Se  un  cerchio  ed  una  conica  sono  bitangenti,  la  corda  g  del 
contatto  deve  essere  _L  ^^  ^^  ^ss©  della  conica;  perchè  la  retta,  con- 
glungente  i  poli  della  retta  alT  infinito  rispetto  ai  cerchio  ed  alla 
conica,  è  un  diametro  comune,  che  passa  [a),  l.o  a  dritta]  pel  polo 
G  del  contatto. 

Dunque  [6)],  se  Cj  ,  cs^  sono  due  cerchi,  di  centri  C|  ,  Cg,  bitan- 
genti ad  una  conica  C3,  e  se  le  corde  di  contatto  s^  ,  Sg  sono  JL  ad 
uno  stesso  asse  g^CjCg  di  C3,  queste  corde  \\  sono  equidistanti 
daW  asse  radicale  dei  due  cerchi:  poiché  G  è  lì  punto  all'infinito 
in  direzione  J_  a  (jr,  ed  jTjj.v^  sono  raggi  coniugati  nell'involuzione  Jg  , 
che  ha  per  raggi  doppi  la. retta  air  infinito  e  la  retta  r. 

Di  qui  st  trae  che,  56  0  é  un  centro  di  omotetia  di  due  cerchi 
C3i ,  cSg  di  un  jìiano  g,  le  polari  di  0  rispetto  ai  due  cerchi  sono  \  \ 
ed  equidistanti  dall'asse  radicale  dei  due  cerchi:  poiché  basta  sup- 
porre che  C3  sia  la  conica  degenere  rappresentata  dalla  coppia  (reale 
0  immaginaria)  delle  tangenti  comuni  ai  due  cerchi,  condotte  dal- 
l' umbilico  O  dei  cerchi  stessi. 

Sanmia.  —  Geometria  proiettiva,  95* 
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1.0  Se  C32  ^  ^^*  conica  degenere  rappresentata  da  nn'  invo- 
luzione (E)  —  i  cui  raggi  coniugati  debbono  quindi  essere  reci- 
proci alla  conica  C3  — ,  determinando  la  polare  e  di  JS  rispetto  a 
rz^j  è  s^s^^G  nno  dei  due  bipoli  G,F  di  e, ,  cs^  situati  sulla  retta 
e  (229,  d)j  mentre  S^ ,  S^  giacciono  sulla  retta  EF^g,  ed  è  S^E, 
Ragionando  come  innanzi,  si  vedrà  (229  e)  che  s^  <,  s^j  anche  in 
questo  caso,  sono  raggi  coniugati  dell'  involuzione  K  ,  che  rap- 
presenta gli  assi  di  sintesi  di  cs^  ,  zs^  appartenenti  a  (7,  mentre  J 
rappresenta  1'  unico  umbilico  E  situato  in  g. 

2.0  Se  cSj  degenera  in  un'involuzione  (e) — i  cui  punti  coniugati 
debbono  quindi  essere  reciproci  a  C3 — ,  determinando  il  polo  E  di 
e  rispetto  a  C3| ,  è  S^S^^g  una  delle  altre  due  bipolari  g  ^f  ói 
C3i ,  «2  appartenenti  ad  E,  mentre  s^jS^  passano  pel  punto  ef=xG^ 
ed  è  «j^g.  Allora  8^ ,  8^  sono  punti  coniugati  dell'involuzione  J^, 
che  rappresenta  gli  umbilichi  di  t3| ,  ts^  situati  in  g ,  mentre  L 
rappresenta  1'  unico  asse  di  sintesi  e  appartenente  a  (?. 

3.0  Quando  zs^^vs^  sono  bitangenti,  (ma  non  degeneri),  con  G\g' 
per  polo  e  corda  del  contatto,  se  il  punto  8^s^=G  coincide  con  G\ 
e  quindi  8^8^^g  coincide  con  ^',  il  punto  M^  (nel  quale  «^  dev'es- 
sere segata  dalla  bipolare  del  punto  M^  di  »j  rispetto  a  C3j  ,  cs)  , 
essendo  bireciproco  di  M^  rispetto  a  cs^ ,  a^,  deve  giacere  [a),  l.o, 
a  sinistra]  in  g\  e  perciò  deve  coincidere  con  S{;  ossia  dev'essere 
G'8^^S2,  e  quindi  82^g'«i'  Sicché,  anche  in  questo  caso,  s^s^^S^S^ 
sono  coppie  di  elementi  coniugati  nelle  involuzioni^  che  rappre- 
sentano gli  assi  di  sintosL  e  gli  umbilichi  di  cs^^ra^i  appartenenti 
al  bipolo  S|«2  ed  alla  bipolare  S^S^» 

Non  può  poi  supporsi  che  s^  ,  $2  sicno  distinte  e  che  il  punto 
s^s^G  appartenga  a  g',  poiché  allora  8i8^=g  sarebbe  una  retta 
di  G\  e  si  vedrebbe,  come  innanzi,  che  M2  dovrebbe  giacere  in 
g' ',  e  quindi  5^  dovrebbe  coincidere  con  g'j  ed  in  conseguenza 
anche  8^  dovrebbe  coincidere  con  g'.  Dunque,  se  8^82'^G  non  coin- 
cide con  G'  ,z:  deve  essere  una  conica  del  fascio-schiera  [c3j  ,  C3v]. 

4.0  Quando  o^ ,  Og  hanno  un  contatto  quadripunto  in  un  punto 
(7'  della  loro  tangente  comune  g\  ragionando  come  in  S.o,  si  vedrà 
che  non  esiste  alcuna  conica  bitangente  a  C3j ,  a^  ;  mentre  però 
esistono  in  vece  infinite  coniche,  che  hanno  con  H^jOj  un  contattto 
quadripunto  in  G'. 
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e)  Indicando  con  G  un  bipolo  di  due  coniche  n^  ,  cSg  di  un 
piano  e ,  la  cui  relativa  polare  è  g ,  e  con  ìg  ,  ìg  le  tnvolu' 
zioni  che  rappresentano  le  coppie  di  assi  di  sintosi  e  di  umbilichi 
appartenenti  a  G  ,  g,  se  s^^a  ,  S^Sg  sono  coppie  di  elementi  coniu- 
gati ordinatamente  in  Jo  ,  ìg,  esistono  due  coniche  bitangenti  a  C3i,C32, 
delle  quali  V  una  ha  con  C3|,n2  ordinatamente  s^^Sg  per  corde  di 
contatto  j  mentre  per  V  altra  queste  corde  sono  s^  ,  8^  ;  ed  esistono 
due  altre  coniche  bitangenti  a  npCSj»  delle  quali  Vuna  ha  con  C3^ ,  63^ 
ordinatamente  S|  ,  Sg  per  poli  di  contatto^  mentre  per  Valtra  questi 
poli  sono  Sg  ,*  Sj  {ma  le  ultime  due  coniche  bitangenti  coincidono 
con  le  prime  due,  se  S^  è  il  polo  di  Sp  o  di  8^,  rispetto  a  ts^), 

Sieno,  infatti,  S\,  8'^  i  punti  di  g^  poli  di  s^  ,  «g  ordinatamente 
rispetto  a  o,  ,  a^.  Assunto  sopra  s^  un  punto  arbitrario  M^ ,  la 
sua  polare  rispetto  a  a^  segherà  s^  in  un  punto  Jfg,  reciproco  di 
ITj  rispetto  a  C3j  ed  alla  conica  degenere  )  del  fascio  [c3i  ,  a] , 
e  quindi  anche  reciproco  di  M^  relativamente  alla  conica  cs^.  In 
conseguenza,  la  polare  S'^^^  di  M^  rispetto  a  Og  segherà  s^  nel 
punto  M'^  reciproco  di  M^  rispetto  a  C3^;  e  sarà  individuata  [eserc.  14] 
la  conica  C3  bitangente  a  vs^,  con  s^  per  corda  del  contatto  e  con 
JWg  }  ^*%  P6r  punti  reciproci.  E  poiché  ilfg  ed  ilf 'g  ,  (?  e  gs^  sono 
coppie  di  punti  di  s^  bireciproci  a  Hj  ?  ®»  °®  segue  che  C3  è  an- 
che bitangente  a  o^,  con  s^  per  corda  del  contatto. 

Similmente^  scambiando  tra  loro  s^  ed  s^j  si  avrà  la  seconda  co- 
nica dell'enunciato:  e  la  dualità  dà  la  rimanente  parte  del  teorema. 

Lo  studioso  esaminerà  i  casi  particolari  di  ts^  degenere^  e  àìz^^^vz^ 
non  degeneri,  ma  bitangenti^  tenendo  presente  quanto  è  detto  in 
6),  l.o,  2.0,  3.O. 

d)  Date  in  un  piano  a  ,  una  retta  r ,  e  due  coniche  a^  ,  cs^ 
(reali  o  immaginarie^  ma  non  degeneri^  né  appartenenti  ad  un  fa- 
scio-schiera) ,  ed  indicando  con  Rj  ,  Rg  i  poli  di  r  ordinatamente 
in  t3,  jCSg,  con  Oc  un  bipolo  di  cs^  ,  cjg  ,  di  relativa  polare  g,  con 
ìg  la  involuzione  che  rappresenta  gli  umbilichi  di  t^i ,  cSg ,  appar- 
tenenti a  g,  il  luogo  dei  poli  di  r,  relativamente  a  tutte  le  coniche 
bitangenti  a  »j  ,  Og  ?  *  ^"*  P^^*  ^*  contatto  giacciono  in  g,  è  una 
conica  ^^ ,  la  quale  passa  per  R^  ,  R^  e  per  i  punti  ìg  ,  ed  ha 
Tg  ^  L  per  polo  della  corda  R^Rg* 

Sia  ss  una  di  queste  coniche  bitangenti ,  e  sieno  S^  y  S^  i  poli 
di  contatto  di  a  ordinatamente  con  cSijCSg*.  sicché  i  punti  S^^^S^ 
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sono  [ò)]  coniugati  in  J^.  Inoltre,  poiché  i  poli  i?i,  R  dì  r  rispetto 
a  c^i  ,  t3  sono  allineati  [a),  l,^,  a  dritta]  con  S^,  e  similmente  i 
punti  i^2  9  ^  sono  allineati  con  S^  y  sarà  R  V  intersezione  delle 
rette  RiSi  ^  u^  y  R^^i  ^  ^2-  ^*  ^®  rette  u^  ,  w^,  al  variare  di  e, 
descrivono  fasci  proiettivi  {Ry) ,  (Ri)^  perchè  prospettivi  alle  pun- 
teggiate descritte  dai  punti  8^^  S^j  coniugati  in  J^.  Dunque  il  luogo 
del  punto  R  è  una  conica  ^j^^,  che  passa  per  RifR^  e  per  i  ponti  J^. 

Ora,  poiché  i  fasci  (i^),(i^2)  proiettano  i  punti  coniugati  di  una 
involuzione  J^  ,  la  retta  Ri^^  è  reciproca  a  g  rispetto  a  ^j,.  Ma, 
essendo  R^R^  bireciproca  assoluta  di  r  nel  fascio  di  coniche  [c3i,C3^1, 
i  punti  R^R^^g  ,rg^L  sono  (224;  e)  coniugati  in  L  ,  e  quindi 
reciproci   a   (|/^.  Dunque  il  punto  L  é  il  polo  di  r  rispetto  a  ^^. 

Si  noti  quanto  segue. 

l.^  Se  ÌQ  ha  i  raggi  doppi  reali  s ,  s\  il  punto  di  s  {o  di  s'>, 
bireciproco  del  punto  sg  (o  sg')  rispetto  a  zz^  ,  53^,  sarà  un  altro 
punto  di  if^  :  poiché  la  retta  doppia  s  (o  «')  è  una  delle  coniche 
degeneri  tra  le  coniche  C3  in  esame. 

2.0  Se  sono  reali  gli  altri  bipoli  E  ^  F  ài  C3i  ,  C5^ ,  che  sono 
situati  in  (/,  siccome  i  punti  EjF  sono  coniugati  in  1^,  si  ha  che  i 
punti  ER^'FR^Py  ER^FR^^Q  apparterranno  a  «j/^.  E  poiché  il 
quadrangolo  semplice  R^PR^Q,  iscritto  in  ò^,  ha  ^,1^  per  punti 
d'intersezione  delle  due  coppie  di  lati  opposti,  ed  rg  per  punto  d'in- 
tersezione delle  tangenti  a  ^^  nei  vertici  opposti  R^ ,  JF^^  del  qua- 
drangolo, le  tangenti  a  ^^  negli  altri  due  vertici  opposti  P,Q 
concorreranno  nel  punto  di  g ,  coniugato  armonico  di  rg  rispetto 
ad  EyF. 

.S.*^  Se  C3i  ,  C32  s^'^^  bitangenti,  con  G'  ,  g'  per  polo  e  corda 
del  contatto,  per  tutte  le  coniche  C3  bitangenti  a  ^i  ,  ts^y  lo  cui 
corde  di  contatto  con  zs^ ,  a^  passano  per  G',  il  teorema  d)  resta 
inalterato.  Ma ,  per  le  altre  coniche  bitangenti  t3 ,  che  apparten- 
gono [6),  3.0]  al  fascio-schiera  (c3j ,  Og] ,  si  ricade  in  un  teorema 
noto  [231,  d),  a  dritta]. 

4.0  Se  ZS2  degenera  in  un'involuzione  di  raggi  (E),  e  se,  deter- 
minata la  polare  e  di  E  rispetto  a  zs^  j  esistono  in  e  (229,  d)  i 
punti  reali  F ,  G  bipoli  in  C3^ ,  ca^»  ^^  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto 
alle  coniche  bitangenti  a  cs^ ,  cSg ,  e  che  hanno ,  p.  e,  G  per  polo 
di  EF^g,  è  una  conica  ^^,  che  passa  per  il  polo  'Bi^  di  r  rispetto 
a  tSi  e  per  E,  e  che  ha  rg  =  L  per  polo  della  corda  ER,. 
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Infatti,  se  S3  è  una  di  queste  coniche  bitangentì,  indicando  con 
72  il  polo  di  r  rispetto  a  a  ,  e  con  Jg  V  involuzione  che  rappre- 
senta gli  assi  di  sintosi  di  cSj  ,  zs^  appartenenti  a  6r,  le  corde  di 
contatto  8^ ,  8^  di  cs^ ,  C3^  con  a  sono  raggi  coniugati  di  io  [b),  l.o]^ 
mentre  R^R^ii^jER^u^  saranno  le  polari  dei  punti  T8^^L^^r8,^L^ 
ordinatamente  rispetto  a  C3^ ,  «g?  ®^  ^*i  segherà  g  [a),  1.°,  a  dritta] 
nel  polo  8^  di  s^  rispetto  a  cSj.  Ma ,  al  variare  di  C3  ,  le  rette 
n^ , «2  descrivono  intorno  ai  punti  Rx,E  fasci  proiettivi  alle  pun- 
teggiate descritte  dai  punti  L^  ,  L^ ,  le  quali  sono  prospettive  ai 
fasci  descritti  dai  raggi  «^ ,  «g  ,  coniugati  in  ìq.  Dunque  i  fasci 
descritti  da  u^ ,  m^  sono  proiettivi,  e  perciò  il  punto  u^u^^R  ge- 
nera una  conica  ^,,  che  passa  per   R^  ,E, 

Ora,  per  u^^R^E,  si  ha  successivamente  S^^E^s^^ii^s^^f,  e 
quindi  «^  coincide  con  la  polare  g  del  punto  fr  rispetto  a  C3g;  os- 
sia g  è  la  tangente  di  i^^  in  E,  Ma,  per  Mj=Ì?jL,  si  ha  S{=:Ly,  e 
poiché  r  passa  per  Z/,  il  polo  di  r,  rispetto  a  questa  conica  bi tan- 
gente a  w|  e  che  ha  L  per  polo  del  contatto,  coincide  col  polo  R^ 
di  r  rispetto  a  CB^,  ossia  è  u^^^ER^y  e  quindi  è  LR^  la  tangente 
di  4'r  ^J^  -'^i*  Dunque  L  sarà  il  polo  della  corda  ERy^  rispetto  a  ^'r* 

5.^  /S'è  wg  degenera  in  un'  involuzione  (e)  di  punti ^  e  «e,  de- 
terminato il  polo  E  di  e  rispetto  a  C3j,  esistono  le  rette  reali  f,g 
di  E  ,  bipolari  in  C3|  ,  53^  >  ^^  luogo  dei  i^li  di  r  rispetto  alle 
coniche  bitangenti  a  Oj  ,  a^  >  ^  ^^^  hanno  p,  e,  g  per  polare  di 
ef  ^  G ,  é  una  conica  <j/^ ,  che  passa  per  i  poli  R^  ,  R^  di  r  ri- 
spetto a  C3i ,  C32  7  «  P^^  9^^  umbilichi  J^  di  Cj ,  c;^  ^^^^^^^  ^^*  g;  ^ 
c^e  /irt  rg  ^  L  per  jìoIo  della  corda  R^Rg. 

Questo  teorema  si  dimostra  come  quello  riportato  in  d);  e,  come 
in  d),  2.0,  si  vedrà  che,  essendo  reali  i  punti  eg^E  ,  fg^Fj  ap- 
partengono ancora  a  f^^  i  punti  ER^  •  FR^^ER^  •  e^PjER^  •  FR^^Q , 
dove  P  è  il  punto  di  e  reciproco  del  punto  re  rispetto  a  C3p 

e)  Lo  studioso  enuncierà  le  proposizioni  duali  a  quelle  con- 
tenute in  d), 

34.  Coniche,  che  trasformano  r  una  nell'altra  due  date  coniche. 

a)  Date,  in  U7i  piano  a  ,  tre  coniche  {reali  o  immaginarie) 
Cj  ,  cSg  ,  C3  ,  tali  che  0^  ,  Og  si  corrispondano  in  a  ,  se  CJ^  ,  cSg 
hanno  un  solo  sj  biautoreciproco,  reale  o  immaginario,  questo  è  au- 
toreciproco a  C3  ;  e  se  C3i  ,  Oj  hanno  infiniti  V  biautoreciproci ,  il 
loro  vertice  comune  G  è  il  polo,  rispetto  a  co,  del  comune  lato  op- 
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posto  gj  e  zs  0  appartiene  al  fascio-schiera  [n^cj,  o  Vtnuoluzione 
tSy  ,  che  C3  determina  in  g,  è  armonica  alf  involuzione  (g)  di  punii 
bireciproci  a  CB^  ,  tJ^» 

Inoltre^  ogni  V,  hiautoreciproco  a  cs^ ,  C3,  è  autoreciproco  a  c^. 

Di  vero ,  la  conica  zs ,  che  muta  ss^  in  cs^  ;  e  quindi  anche  cs^ 
in  63^,  muterà  Tomografia  m^a^^ù   nella  sua  inversa  cs^w,.  In 

conseguenza,  se  cs^^cs^  ^^^i^o  ^i^  s^^o  y  hiautoreciproco  f  j,  que- 
sto sarà  (224;  e)  il  y  fondamentale  deiromografia  non  omologica 
fi;  e  perciò  (      j  sarà  un  y  autoreciproco  a  n. 

Ma,  se  cs^  ,  cSj  hanno  infiniti  y  hiautoreciproci;  di  comune  ver- 
tice G^  e  di  comune  lato  opposto  g ,  ù  sarà  (225>  a,  e)  tin'  omo- 
logia di  centro  G  ed  asse  g\  perciò  G  sarà  il  polo  di  g  rispetto 
a  C3.  Dovendo  poi  zSg  trasformare  {g)  in  {g\  ne  segue  che,  o  de- 
v'  essere  C5^  s  (^)  ,  ossia  n  deve  appartenere  al  fascio-schiera 
[»!  ,  cj,  0  dev'  essere  zSg  armonica  a  (</). 

In  fine,  se  (      j  è  un  y  hiautoreciproco  a  o^ ,  cs  ,  è  evidente 

che  G  sarà  il  polo  di  g  rispetto  a  cSg.  Ma  si  ha  cs^^sss^cs; 
e  quindi ,  indicando  con  ^^g  ,  n^^  le  involuzioni  determinate  in 
g  ordinatamente  da  cs^  )  ^d  ^^  ^^  P^^^  cs^^^cs^  ^\g^g  (1-  Dun- 
que, siccome  V  involuzione   \g ,  che  rappresenta  i  due  vertici  del 

y  (     j  situati  in  ^ ,  è  armonica  a  rZg  ,  u^g  ^  la  (  1  dimostra  che 

ìg  è  armonica  a  zi^  ;   e  perciò  (      j   è  un  y  autoreciproco  a  c^. 

Da  quanto  si  è  qui  dimostrato  si  deduce  pure  che,  se  C7^  ,  cs^ 
{p  tSx  j  C3)  hanno  un  contatto  bipuntOj  o  tripuntOy  in  Q,  esse  avranno 
ordinatamente  con  C5  (o  con  zs^)  un  contcUto  bipunto,  o  tripuntOj  in 
G;  e  «6  cSj ,  n  hanno  in  G  t^n  contatto  quadripuntOy  esse  avranno 
con  zz^  un  contatto  quadripunto  in  zs. 

b]  Andiamo  ora  a  risolvere  il  prohlema:  date  in  un  piano  a 
due  coniche  cs^ ,  cSj  (amendue  reali  o  immaginarie),  definire  le  co* 
niche  C5.  reali  o  immaginarie,  che  trasformano  z:^  in  o^* 

1.0  Supponiamo  dapprima  che  cs^ ,  cSj  non  ahbiano  punti  reali 
comuni,  né  tangenti  reali  comuni,  e  non  sieno  bitangenti^  o  che 
abbiano  4  punti  comuni  reali  e  distinti,  e  4  tangenti  comuni  reali 
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e  distinte:  allora  le  due  coniche  hanno  (225,  i)  un  solo  y  biaato- 
reciproco  EFG^efg^  che  è  reale  e  non  degenere* 

Nel  primo  caso  esistono  due  soli  assi  reali  di  sintesi  s  ,  8\  ap- 
partenenti air  uno  G  dei  vertici  del  suddetto  y ,  e  due  soli  um- 
bilichi  reali  U^U\  appartenenti  al  lato  opposto  g.  Posto  poi  sg^G^, 
8*g^G'^f  se  LMj  NP  sono  le  coppie  di  punti  bireciproci  a  Wj  ,  a^y 
e  tali  che  GG^LM ,  GG\NP  sieno  due  gruppi  armonici,  le  rette 
LN ,  MP  passeranno  per  l'uno  F  degli  altri  due  vertici  del  sjEFG, 
mentre  le  rette  LP,  MN'  passeranno  pel  terzo  vertice  E  (^)«  E 
posto  UG  ^  g^ ,  U'G^g\  ,  se  bn ,  np  sono  le  coppie  di  rette  bi- 
reciproche  a  cs^ ,  Cg ,  e  tali  che  i  gruppi  ggilm ,  gg\np  sieno  ar- 
monici, i  punti  In  y  mp  giaceranno  sull'uno  /  degli  altri  due  lati 
del  V  ^f9f  mentre  i  punti  Ip  ,  mn  giaceranno  sul  terzo  lato  e. 

Ora,  se  e  è  definita  dal  suo  v  autoreciproco  EìG^efg  e  dal 
polo  L  della   retta   l ,   si   avranno  in  C3  le   altre  corrispondenze 

gl=^U'  UG^g['   m  (P®^^^®  ^  gruppi  GG^LM ,  gg^lm  sono  ar- 

menici)  ,  j-j,    (  perchè    efsa'  ,  EFUU'    sono    gruppi    armonici  )  , 

8g'=G\       LFEM=N      LE'MF=P^    .        ,      .  ,     . 

/V//-r /     j     7^        }       7       £ •  ossia  C3  trasforma  le  m- 

voluzioni  \GG^yLM\  ,  \GG\  ,  NP\  di  punti  bireciproci  a  Oi,»^ 
nelle  involuzioni  \ggijlm\  ,  \gg\  ,  np|  di  rette  bireciproche  a  C3„c32i 
e  viceversa.  Inoltre,  poiché  le  prime  due  involuzioni  definiscono  un 
fascio  di  coniche  e  le  ultime  due  definiscono  una  schiera  di  coniche, 
fascio  e  schiera  che  non  possono  avere  di  comune  che  le  coniche 
C3] ,  02  )  ^^  segue  che  la  coppia  di  coniche  cSjCS^  è  trasformata 
in  se  stessa  da  C3.  Ma ,  se  ss  trasformasse  n^  in  cs^ ,  le  coniche 
n,C3i  sarebbero  bitangenti  [eserc.32],  ed  avrebbero  perciò  comuni 
infiniti  V  biautoreci proci,  i  quali  sarebbero  [a)]  autoreciproci  a  c^, 
contro  ripotesi.  Dunque  C3  muta  cs^  in  a^  e  n^  in  cs^. 


.  1  ■ 


0)  Di  vero,  si  ha  GGJ.Ma  GG^'NP ,  GG^LMKGG^'PN]  e 
perciò  i  punti  L^'ifcfP,LP«  3/^  giaceranno  sulla  retta  G^G^'^g. 
Ora,  essendo  LM^NP  coppie  di  punti  bireciproci  a  cSj ,  cSj,  tale  sarà 
pure  la  coppia  di  punti  LN'  MP^LP*  NM\  e  quindi  uno  di  questi 
due  ultimi  punti  coinciderà  con  E  q  V  altro  con  F. 
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Nel  secondo  caso  poi  basta  supporre  che  LMNP ,  Imnp  sieao 
i  4  punti  e  le  4  tangenti  comuni  a  C3^ ,  cs^  '  ^  rammentare  che 
il  triangolo  diagonale  EFG  del  quadrangolo  LMNP  coincide  col 
trilatero  efg  del  quadrilatero  Imnp.  Allora,  conservando  le  stes- 
se notazioni,  siccome  sono  armonici  i  gruppi  GG^LM ,gg^lm  ^ 
EFUU\ef8s'  si  ha  che  a  muta  il  fascio  di  coniche  [LMNP] 
nella  schiera  di  coniche  [Zm?)p|  ;  e  quindi,  ragionando  come  si  è 
fatto  nel  primo  caso,  si  deduce  che  zs  muta  rs^  in  cs^. 

In  fine,  in  amendue  i  casi,  se  per  definire  C3,  in  vece  di  assu- 
mere L  per  poJo  di  Z,  si  assume  Lper  polo  di  w,  o  di  n,  o  di  p, 
si  definiscono  le  altre  tre  sole  coniche,  che  mutano  C3,  in  cs^  (^j. 

Altrimenti.  In  amendue  i  casi,  le  coniche  C3,  ,  C3j  determinaoo 
(225  ,  i)  sopra  due  lati  g ,  e  del  loro  y  biautoreciproco  coppie 
^ìg  ^  ^2g  y  ^u  ^  ^2e.  ^^  involuzioni  della  stessa  specie  per  ciascun 
lato.  Ora,  indicando  con  o^  una  delle  due  involuzioni  che  mutano 
cSj^  in  cSjo,  e  con  C3^  una  delle  due  involuzioni  che  mutano  zz^^  in 
cjg^ ,  la  conica  C5,  che  ha  z; ,  e  per  rette  repciproche,  e  c^ ,  o^  per 
sue  involuzioni,  è  individuata  ed  evidentemente  muta  C3j  in  cSg. 

2.0  Supponiamo  ora  che  xz^  ,  cs^  sabbiano  (225,  /)  la  stessa 
tangente  e  in  un  punto  comune  E^  e  che  abbiano  pure  comuni 
un'  involuzione  iperbolica  —  o  ellittica— (e*)  di  punti  reciproci  ed 
un'  involuzione  iperbolica  —  o  ellittica  —  {E')  di  raggi  reciproci. 
Si  avrà  in  ee'^G  V  altro  solo  bipolo  (oltre  E)j  la  cui  corrispon- 
dente bipolare  è  EE'^g]  e  Cj ,  cSg  avranno  il  solo  y  biautore- 
ciproco (      ]  ,  degenere  di  l.-^  specie. 

Posto   poi   ge'^G' ,  GE'  =  g'j   ed   indicando  con  CD  ,  ed ,  nel 


(*)  Il  ragionamento  fatto  in  principio  di  questa  dimostrazione, 
e  la  osservazione  messa  alla  fine,  dimostrano  che,  se  LMNP,lmnp 
sono  un  quadrangolo  ed  wn  quadrilatero  di  un  piano  C,  che  hanno 
uno  stesso  S7  diagonale,  esistono  4  coniche,  reali  o  immaginine  y 
che  mutano  LMNP  in  Imnp;  ed  in  conseguenza  un  y,  formato  dd 
tre  qualunque  dei  punti  LMNP,  è  omologico  a  ciascuno  dei  quattro 
V  contenuti  nel  quadrilatero  Imnp;  e  ciò  anche  quando  non  esiste 
alcuna  conica  circoscritta  ad  LMNP  ed  iscritta  in  Imnp. 
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primo  caso,  le  coppie  di  punti  doppi  delle  in  voi  azioni  iperboliche 
(e')  ,  {E\  e  nel  secondo  caso  le  coppie  di  punti  coniugati  delle 
involuzioni  ellittiche  (e')  ,  (E*)  ;  ed  armoniche  ordinatamente  a 
GG\  gg'  (armonia ,  che  si  verifica  anche  nel  primo  caso),  defi- 
niremo C3  mediante  il  suo  y   autoreciproco  (      j  e  il  polo  C  di  e. 

G     JE     C 

Si  avranno  allora  in  63,  oltre  le  corrispondenze  ,  ,  ,  an- 
che le  altre  ^^^E'  '  GE^a'  '  d  (P®**^^^  ^  gruppi  GG'CDy  gg'cd 
sono  armonici);  e  quindi,  ragionando  come  nella  prima  dimostra- 
zione data  in  l.o,  si  vedrà  che  a  muta  a^  in  a^. 

Supponendo  invece  che  C  sia  il  polo  di  (2,  si  avrà  l'altra  sola 
conica^  che  muta  cs^  in  cs^* 

3.0  Quando  a^  y  n^  hanno  un  contatto  tripunto  in  un  punto 
Gy  nel  quale  la  tangente  comune  sia  g^  e  quindi  hanno  pure  co- 
muni (225,  g)  un  altro  solo  punto  D  ed  un'  altra  sola  tangente 
d  ,  C5  deve  [a)]  avere  con  63^  ,  63j,  un  contatto  tripunto  in  G,  e 
sarà  definita  dalla  condizione,  che  essa  abbia  D  per  polo  di  d,  E 
ragionando  come  nella  prima  dimostrazione  data  inl.o,  si  vedrà 
che  C5  è  la  sola  conica,  che  muta  cs^  in  cs^- 

È  chiaro  poi  che,  posto  6rD*<f^//,  dg^Ky  e  costruito  il  gruppo 
armonico  DlìGG\  la  conica  C3  toccherà  KG^  in  G';  ed  indicando 
con  S  il  punto^  in  cui  KG^  sega  la  tangente  di  cs^  in  Z>,  la  conica 
X  si  può  costruire  come  conica  corrispondente  a  cs^  nell'omologia^ 
che  ha  (r  e  GS  per  centro  ed  asse  di  omologia,  e  Dfir  per  punti 
corrispondenti. 

4.0  Se  le  coniche  C3^ ,  u^  hanno  (225,  li)   un  solo  y  biauto- 

reciproco  (  j ,  e  sono  ellittiche  le  involuzioni  la  ,  J^ ,  che  rap- 
presentano la  coppia  dei  suoi  lati  appartenenti  a  (r  e  la  coppia 
dei  suoi  vertici  appartenenti  a  g,  queste  coniche  avranno  co  muni 
due  soli  punti  reali  A ,  B  sopra  una  retta  5  di  (r,  e  due  sole  tan- 
genti reali  a ,  h  concorrenti  in  un  punto   U  di  g.  Ora  supponendo 

es  definita  dal  suo  V  autoreciproco    (     )    ^  dal   polo   il  di  a  ^  si 

G     A     \^ 

hanno  in  u,  oltre  alle  corrispondenze        ,     ^   \g  ^  anche  le  altre 

Samnia.  —  Geometria  proiettiva,  96* 
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ga  =  ^U  '  ^U^g\  »  b  ^P®^'^^®  ^  gruppi  GGxAB  ,  gg.ab  sono  armo- 
nici). Ma,  indicando  con  C3^g ,  cSgU  1©  involuzioni  che  Wj  ,  Pj  *^®* 
terminano  ordinatamente  in  ^,  Uy  le  involuzioni  cSj^,  |j4J^  BB^  GG^^ 
definiscono  ss^ ,  mentre  le  involuzioni  ^^^  y  \aa  ^hh  jgg^\  defini- 
scono cSg,  perchè  s  ,  g  sono  rette  reciproche  a  Oj,  ed  L^ ,  G^  sono 
punti  reciproci  a  zz^.  Dunque  C3 ,  che  muta  le  prime  due  involu- 
zioni nelle  seconde,  muterà  t3|  in  zz^. 

Assumendo  in  vece  A  per  polo  di  hy  si  avrà  Y  altra  sola  conica, 
che  muta  S3^  in  cs^* 

5.0  Se  le  coniche  Hj  ,  cc^  sono  bitangenti,  con  G  ,  g  per  polo 
e  corda  del  contatto  ,  indicando  con  \g  V  involuzione  che  rappre- 
senta i  punti  g'ts^^g'ZS^y  e  con  C5j,  ,  g^s  >  ^»  ^®  involuzioni,  de- 
terminate da  €3}  ^  Hg  ^  n  sopra  una  retta  arbitraria  s  di  G  j  è 
chiaro  che ,  se  o  è  [a)\  una  conica  del  fascio-schiera  [C|  y  tSj]  ì 
mentre  \g  rappresenta  pure  i  punti  ^«cb,  l'involuzione  e,  deve  mu- 
tare C3ig  in  Syg  ;  e  quindi ,  se  C3j,  ,  C32«  sono  di  specie  differenti, 
ninna  conica  del  fascio-schiera  muterà  cs^  in  cs^*  Ma,  se  cs^^ ,  Sa^s 
sono  della  stessa  specie  ,  assumendo  per  »,  una  delle  due  invo- 
luzioni che  mutano  ca^,  in  Og,,  le  involuzioni  C3, ,  \g  (i  cui  soste- 
gni sono  rette  reciproche  a  ciascuna  delle  coniche  ts^  ^  n^  ;  ^)  ^^* 
iìn iranno  una  C3  delle  due  sole  coniche  del  fascio-schiera ,  che 
mutano  tS]  in  tSj* 

Esistono  poi  sempre  infinite  coniche,  non  appartenenti  al  fascio - 
schiera,  che  mutano  es^  in  C32' 

Di  vero,  rispetto  a  ciascuna  e  di  queste  infinite  coniche  dev'es- 
sere [a)]  un  V  autoreciproco   il  V  {     )  >  ^^®  ^*  P®^  vertici  i  punti 

G  ,  \g.  Ora ,  se  n^  ,  zz^  sono  reali,  definiremo  n  con  la  condizione 
che  essa  abbia  un  punto  arbitrario  M  di  ts^  come  polo  di  nna  tan- 
gente arbitraria  m  dì  n^;  ed  evidentemente  C3  muterà  cSj  in  cSj, 
poiché,  posto  mg^L  ,  MG^g^Vy  si  ha  a^,  ^  K^-^'j  ^y  !• 

Ma,  se  C3|  ,  xs^  sono  immaginarie ,  si  assumano  una  retta  arbi* 
trarla  Z  di  (r  ed  un  punto  arbitrario  />  di  ^  ,  e  s'  indichino  con 
M  ,  M'  ì  punti  reciproci  a  tz^  ed  armonici  a  G  ,  GM*g^TJy  e  con 
7M ,  m'  le  rette  reciproche   a  cSj  ed  armoniche  a  g ,  LG^L\  Sarà 

definita  la  conica  C3,  che  ha   f      ]    per  y  autoreciproco  ed  M  per 
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polo  di  m  ;   e  poiché  a  muta  J^  nelF  involuzione  che  rappresenta 

i  lati   del  V  (      )    appartenenti  a  (r  ,  e  QML^M'  ordinatamente 

in  gmVm\  sarà  zig  ^  |  LV  ,  i^  | ,  e  C3  muterà  CTj  in  C32- 

6.0  Ragionando  come  in  b.^,  si  vedrà  che ,  se  C3|  ,  a  sono 
due  coniche^  che  hanno  un  contatto  quadripunto  in  un  punto  G 
della  loro  tangente  comune  g^  la  sola  conica  o,  che  muta  cs^  in 
02^  deve  avere  con  ca, ,  cb^  un  contatto  quadripunto  in  G,  E  con- 
ducendo per  G  una  retta  arbitraria  r,  che  seghi  di  nuovo  cSj,^^ 
in  M^  j  M2,  e  costruendo  il  gruppo  armonico  M^M^GM y  a  sarà 
definita  come  conica  corrispondente  a  Cw^  neir  omologia,  che  ha 
G  ,g  per  centro  ed  asse,  ed  My^^M  per  punti    corrispondenti. 

In  fatti,  se  C3  appartiene  [ci)]  al  fascio-schiera  [»!  y  cs^J?  siccome 
è  C3,^=  6?  ilfi  ,  Oj,.^  órifg,  l'involuzione  C3^  ,  che  deve  mutare  Oj^ 
in  a^r  »  ^6ve  avere  per  punti  doppi  il  punto  6r  e  il  coniugato  ar- 
monico M  ài  G  rispetto  ad  M^  ,  M^, 

Né  può  una  conica  a,  ]ion  appartenente  al  suddetto  fascio -schie- 
ra, mutare  C3j  in  c^  :  poiché  C3  dovrebbe  essere  fa)]  tangente  a  g 
in  6r,  mentre  dovrebbe  determinare  in  g  un'in vo  luziono  armonica 
all'involuzione  parabolica  {g)  di  punto  doppio  6r,  ossia  un'involu- 
zione iperbolica  GG^  :  assurdo. 

e)  Ninna  conica ,  reale  o  immaginaria,  può  mutare  C5  in  cs^, 
se  queste  ultime  due  coniche  sono  1'  una  reale  e  1'  altra  immagi- 
naria, o  se,  essendo  amendue  reali,  il  numero  dei  punti  reali  co- 
muni non  è  eguale  al  numero  delle  loro  tangenti  reali  comuni. 
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